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Prefazione alla terza edizione 


La seconda edizione di questo volume è stato l’ultimo libro sul quale 
mi è capitata l’occasione di lavorare con il mio maestro, Lev Davidoviù 
Landau. Per quella edizione tutti i capitoli del libro subirono sostan- 
ziali rielaborazioni e ampliamenti. 

E naturale perciò che questa nuova edizione non abbia richiesto sos- 
tanziali mutamenti. Ciò nonostante, è stata aggiunta (anche sotto 
forma di problemi) una quantità considerevole di nuovo materiale, 
relativo sia a risultati recenti sia a risultati vecchi che ultimamente 
hanno concentrato di nuovo su di sé l’attenzione dei fisici. 

Lev Davidoviî Landau, che aveva una padronanza fenomenale del- 
l’apparato della fisica teorica, spesso poteva omettere i riferimenti ai 
lavori originali per riprodurre a modo suo questo o quel risultato. 
Questo poteva causare la mancanza nel libro di alcuni riferimenti 
indispensabili; ho cercato, per quanto possibile, di ristabilire questi 
riferimenti nella presente edizione. Al tempo stesso, ho aggiunto i rife- 
rimenti a Landau stesso, quando vengono esposti risultati o metodi che 
gli appartengono direttamente e che non sono stati pubblicati in altri 
lavori. 

Come già per gli altri volumi di questo Corso, nella rielaborazione del 
J resente libro ho avuto l’aiuto di numerosi colleghi che hanno rilevato 
difetti ed errori nella precedente edizione e suggerito alcune modifiche. 
Utili suggerimenti, dei quali ho tenuto conto in questo libro, sono stati 
fatti da A. M. Brodskij, G. F. Drukariov, I. G. Kaplan, Y. P. Krai- 
nov, I. B. Levinson, P. E. Nemirovskij, V. L. Pokrovskij, I. I. Sobel- 
man, I. S. Sapiro. A tutti loro vorrei esprimere il mio più sentito 
ringraziamento. 

Tutto il lavoro sulla nuova edizione di questo volume è stato com- 
piuto da me in stretta collaborazione con L. P. Pitaievskij. Ho avuto 
la fortuna di trovare in lui un compagno di lavoro che proviene dalla 
.stessa scuola di Landau e che si ispira agli stessi ideali scientifici. 


.Mosca, novembre 1973 
E. M. Lif$ic 
Istituto di Problemi Fisici 
dell'Accademia delle Scienze dell’URSS 


Dalla prefazione alla prima edizione 


Il presente volume del Corso di fisica teorica è dedicato all’espo- 
sizione della meccanica quantistica. Data l'eccessiva ampiezza del 
materiale trattato, ci è parso opportuno di dividerlo in due parti. La 


prima parte, ora pubblicata, contiene la teoria non relativistica, mentre 
la teoria relativistica costituirà il contenuto della seconda parte. 

Per teoria relativistica intendiamo, nel senso più largo, la teoria 
di tutti i fenomeni quantistici la cui dipendenza dalla velocita della 
luce è essenziale. In essa verrà perciò inclusa non soltanto la teoria 
relativistica di Dirac e le questioni con essa legate, ma anche tutta la 
teoria quantistica della radiazione. 

Accanto ai fondamenti della meccanica quantistica, nel libro sono 
esposte anche numerose applicazioni, in misura notevolmente maggiore 
di quanto non si faccia usualmente nei corsi generali di meccanica 
quantistica. Non abbiamo considerato soltanto quelle questioni il cui 
studio avrebbe richiesto necessariamente anche un'analisi dettagliata 
dei dati sperimentali, ciò che inevitabilmente sarebbe uscito dall’ambi- 
to del libro. 

Nel trattare i problemi concreti abbiamo teso sempre alla maggiore 
completezza. Abbiamo ritenuto perciò superflui i riferimenti ai lavori 
originali, limitandoci a indicarne gli autori. 

Come nei volumi precedenti, ci siamo sforzati di esporre le questioni 
generali in modo da rendere più chiaro possibile il contenuto fisico della 
teoria per costruire sulle sue basi l'apparato matematico. Ciò appare in 
modo particolare nei primi paragrafi del libro dedicati alla spiegazione 
delle proprietà generali degli operatiori quantistici. Contrariamente allo 
schema di esposizione usualmente adottato, che parte dai teoremi mate- 
matici sugli operatori lineari, noi deduciamo le proprietà matematiche 
richieste agli operatori e alle autofunzioni partendo dall’impostazione 
fisica del problema. 
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Non si può non notare che in molti corsi di meccanica quantistica 
l’esposizione è resa sostanzialmente più complicata rispetto ai lavori 
originali. Benché tali complessità vengano giustificate solitamente con 
motivi di generalità e di rigore, a un attento esame è facile vedere che 
sia l'uno che l’altra, in realtà, sono spesso illusori a un punto tale che 
una parte notevole di teoremi « rigorosi » è falsa. Poiché una tale com- 
plessità di esposizione appare a noi del tutto ingiustificata, abbiamo 
cercato, al contrario, di semplificare il piu possibile e in molte cose 
ci siamo rifatti ai lavori originali. 

Alcune nozioni veramente matematiche sono riportate alla fine del 
libro sotto forma di Appendice matematica in modo da non interrom- 
pere, per quanto possibile, l’esposizione nel testo con digressioni di 
calcolo. Questa appendice risponde ugualmente a scopi di consulta- 


zione. 


Mosca, maggio 1947 
L. D. Landau e E. M. Lif$ic 


Alcune notazioni 


Per distinguere gli operatori si usa l’accento circonflesso: f 
Gli elementi di volume sono indicati: dello spazio con dV, dello 
spazio delle configurazioni con dg, dello spazio degli impulsi con d*p 
Elementi di matrice di una grandezza f (vedi definizione alla pag. 50): 
inmo (n |j | m}) 
Frequenze delle transizioni: @nm = (Én — En)/h 
Commutatore di due operatori: {f, g} =fg£ — g} 
Hamiltoniano: H 
Sfasamenti delle funzioni d’onda: È, 
Unità atomiche e coulombiane: vedi definizione alla pag. 151 
Prodotto vettoriale di due vettori: [ab] 
Prodotto scalare: ab o (ab) 
Gli indici vettoriali e tensoriali si denotano con le lettere latine: 
i, k, l Tensore unità antisimmetrico: €;x; 

I rimandi a paragrafi e formule di altri volumi del presente Corso 
si riferiscono a: 
L. D. Landau e E. M. Lifsic, vol I, Meccanica, Editori Riuniti 
Edizioni Mir, 1975 
L. D. Landau e E. M. Lif$ic, vol. II, Teoria dei campi, Editori 
Riuniti Edizioni Mir, 1975 
L. D. Landau e E. M. Lif$ic, vol. IV, Teoria quartina relativistica, 
Editori Riuniti Edizioni Mir, 1976. 


Capitolo I 


CONCETTI FONDAMENTALI DELLA MECCANICA 
QUANTISTICA 


» 


$ 1. Principio di indeterminazione 


La meccanica e l’elettrodinamica classiche conducono, se si 
tenta di applicarle alla spiegazione dei fenomeni atomici, a dei 
risultati in netta contraddizione con l’esperienza. Questa contrad- 
dizione diventa più palese ancora quando si applica l’elettrodinamica 
ordinaria a un modello di atomo in cui gli elettroni si muovono 
attorno al nucleo secondo orbite classiche. In tale movimento, 
come anche in ogni movimento accelerato di cariche elettriche, gli 
elettroni dovrebbero irradiare con continuità onde elettromagnetiche. 
Irradiando essi perderebbero la loro energia e finirebbero per cadere 
sul nucleo; secondo l’elettrodinamica classica, l’atomo sarebbe quindi 
instabile, e questo non corrisponde affatto alla realtà. 

Una contraddizione cosi profonda fra teoria ed esperienza prova 
che la costruzione di una teoria applicabile ai fenomeni atomici — 
fenomeni in cui intervengono particelle di massa molto piccola 
in regioni dello spazio molto piccole — richiede un cambiamento 
radicale nelle concezioni e nelle leggi classiche fondamentali. 

Per mettere in luce questi cambiamenti, è opportuno prendere 
come punto di partenza il fenomeno sperimentalmente osservato 
che si chiama diffrazione degli elettroni!). Risulta che, se si fa 
passare un fascio omogeneo di elettroni attraverso un cristallo, si 
osserva nel fascio trasmesso una figura di massimi e minimi di 
intensità alternati completamente analoga alla figura di diffrazione 
che si osserva nella diffrazione delle onde elettromagnetiche. Cosî, 
in certe condizioni, si rivelano nel comportamento delle ‘particelle 
materiali — gli elettroni — aspetti propri dei processi ondulatori. 

Quanto questo fenomeno sia in profonda contraddizione con le 
concezioni usuali sul movimento si vede nel modo migliore dal 
seguente esperimento mentale, che rappresenta un’idealizzazione 


1) Il fenomeno della diffrazione degli elettroni è stato scoperto, in realtà, 
dopo l’avvento della meccanica quantistica. Nella ‘nostra esposizione, però, 
non seguiremo il filo dell'evoluzione storica della teoria, ma ci sforzeremo di 
esporre il materiale in modo tale da mostrare con massima evidenza in che ma- 
niera i principi fondamentali della meccanica quantistica sono legati ai feno- 
meni sperimentalmente osservati. x 
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dell’esperienza di diffrazione degli elettroni attraverso un cristallo. 
Immaginiamo uno schermo che- non si lasci attraversare dagli elet- 
troni e nel quale sono praticati due fori. Osservando il passaggio di 
un fascio di elettroni!) attraverso uno dei fori, l’altro essendo chiuso, 
‘ottemiamo su uno schermo continuo posto dietro il foro una certa 
figura di distribuzione dell’intensità; analogamente, aprendo il 
secondo foro e chiudendo il primo, otteniamo una certa altra figura. 
Osservando invece il passaggio del fascio attraverso entrambi i fori 
simultaneamente, dovremmo aspettarci, basandoci sulle concezioni 
usuali, una figura risultante dalla semplice sovrapposizione delle/ 
due figure precedenti: ciascun elettrone, descrivendo la sua traiet- 
toria, passa attraverso uno dei fori senza influire minimamente sugli 
elettroni passanti attraverso l’altro foro. Il fenomeno di diffrazione 
degli elettroni mostra, tuttavia, che in realtà si ottiene una figura 
di diffrazione che, in seguito agli effetti d’interferen:2, non si riduce 
affatto alla somma delle figure date da ciascun foro separatamente. 
È chiaro che questo risultato non può essere in alcun modo messo 
in accordo con le concezioni del movimento degli elettroni su una 
traiettoria. 

In tal modo, la meccanica che regge i fenomeni atomici — la cosid- 
detta meccanica quantistica o ondulatoria — deve essere fondata su 
concezioni del movimento che siano essenzialmente diverse dalle 
concezioni della meccanica classica. Nella meccanica quantistica 
il concetto di traiettoria della particella non esiste, ciò che trova 
sua espressione nel cosiddetto principio di indeterminazione, uno 
dei principi basilari della meccanica quantistica, scoperto da W. Hei- 
senberg nel 19272). 

Rifiutando le concezioni usuali della meccanica classica, il prin- 
cipio di indeterminazione possiede, diciamo, un contenuto negativo. 
È naturale che questo principio di per se stesso è insufficiente per 
servire di base a una nuova meccanica delle particelle. Una tale 
teoria deve fondarsi, su certe asserzioni positive, che verranno 
considerate più avanti ($ 2). Nondimeno, per formulare queste 
asserzioni occorre prima chiarire il carattere dell’impostazione dei 
problemi che stanno di fronte alla meccanica quantistica. A questo 
scopo soffermiamoci soprattutto sul carattere particolare della 
relazione esistente tra la meccanica quantistica e la meccanica classica. 

Una teoria più generale può essere di solito formulata in modo 
logicamente chiuso, indipendentemente da una teoria meno generale 
che ne è un caso limite. Cosi, la meccanica relativistica può essere 


1) 11 fascio è supposto cosi rarefatto che l’interazione delle particelle in 


esso non ha importanza alcuna. 

2) È interessante osservare che l'apparato matematico completo della mec- 
canica quantistica è stato creato da W. Heisenberg e E. Schroòdinger nel 1925-26 
prima della scoperta del principio di indeterminazione che rivela il contenuto 


fisico di questo apparato. 
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eretta sulle basi di principi fondamentali suoi propri senza riferi- 
mento alcuno alla meccanica newtoniana. Quanto alla formulazione 
dei principi fondamentali della meccanica quantistica, essa è invece 
intrinsecamente impossibile senza l’inclusione della meccanica 
classica. 

L'assenza di una traiettoria determinata per l’elettrone!) lo priva 
parimenti di qualsiasi altra caratteristica dinamica?). È chiaro 
quindi che per un sistema formato esclusivamente da oggetti quan- 
tistici non si potrebbe costruire affatto una meccanica logicamente 
chiusa. La possibilità di descrizione quantitativa del movimento 
di un elettrone richiede al tempo stesso l'esistenza di oggetti fisici 
che obbediscano con precisione sufficiente alla meccanica classica. 
Se un elettrone entra in interazione con un « oggetto classico », lo 
stato di quest’ultimo, in generale, cambia. Il carattere e la gran- 
dezza di questo cambiamento dipendono dallo stato dell’elettrone 
e possono quindi servirgli di caratteristica quantitativa. 

Pertanto l’« oggetto classico » è comunemente detto « strumento » 
e si parla del suo processo di interazione con l’elettrone come 
di una « misura ». Occorre tuttavia precisare che con questo non 
si suppone affatto un processo di « misura » cui partecipa un osser- 
vatore fisico. Per processo di misura nella meccanica quantistica si 
intende qualsiasi processo di interazione fra oggetto classico e oggetto 
quantistico che avvenga, a prescindere e indipendentemente da 
un osservatore qualsiasi. Si deve a N. Bohr la precisazione del signi- 
ficato profondo che il concetto di misura ha in meccanica quantistica. 

Abbiamo definito lo strumento come un oggetto fisico che obbe- 
disce con precisione sufficiente alla meccanica classica. Tale è, per 
esempio, un corpo dotato di massa assai grande. Ma non si deve 
pensare che la macroscopicità sia necessariamente una proprietà 
dello strumento. In determinate condizioni, un oggetto microscopico 
può anche fungere da strumento, in quanto la locuzione « con pre- 
cisione sufficiente » dipende dal problema che si è posto concreta- 
mente. Cosî, il moto di un elettrone nella camera di Wilson viene 
osservato dalla traccia di nebbia che esso lascia e il cui spessore 
è grande in confronto alle dimensioni atomiche; dato un tale grado 
di precisione, cosi. basso nella determinazione della. traiettoria, 
l’elettrone è un oggetto perfettamente classico. 

In tal modo, la meccanica quantistica occupa una posizione 
assai particolare nell’ambito delle teorie fisiche: essa contiene la 


1) In questo paragrafo e nei paragrafi seguenti parleremo per brevità di 
elettrone alludendo in generale a qualsiasi oggetto quantistico, cioè ad una 
particella o un sistema di particelle che obbediscano alla meccanica quantistica 
e non a quella classica. | 

2?) Si tratta di grandezze che caratterizzano il moto dell'elettrone e non di 
grandezze (parametri) che caratterizzano l’elettrone come particella (carica, 
massa). 
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meccanica classica come caso limite, e al tempo stesso, ha bisogno 
di questo caso limite per la sua stessa fondazione. 

Siamo ora in grado di formulare l’impostazione del problema 
della meccanica quantistica. L'impostazione tipica del problema 
consiste nel prevedere il risultato di una nuova misura a partire 
dal risultato noto delle misure precedenti. Inoltre, come vedremo 
in seguito, la meccanica quantistica limita, in generale, in confronto 
alla meccanica classica, la scelta dei valori che possono prendere 
le diverse grandezze fisiche (l'energia, per esempio), cioè i valori che 
si possono ottenere misurando una grandezza considerata. L'apparato 
della meccanica quantistica deve permettere di determinare questi 
valori ammissibili. 

Il processo di misura possiede nella meccanica quantistica una 
proprietà essenziale: esso influisce sempre sull’elettrone, oggetto 
della misura, e questa influenza, in linea di principio, non può 
essere resa per una data precisione di misura arbitrariamente debole. 
Più precisa è la misura, più forte è l’influenza da essa esercitata, e 
soltanto nelle misure di precisione molto bassa l’influenza sull’oggetto 
di misura può essere debole. Questa proprietà delle misure è 
dovuta logicamente al fatto che le caratteristiche dinamiche dell’elet- 
trone non si manifestano che come risultato della misura stessa; 
è ovvio che se l'influenza del processo di misura su un oggetto 
potesse essere resa arbitrariamente debole, ciò significherebbe che 
la grandezza misurata ha di per se stessa un valore intrinseco, indi- 
pendente dalla misura. 

Tra i vari processi, quello di misura delle coordinate dell'elettrone 
è di importanza fondamentale. Nei limiti in cui sussiste la meccanica 
quantistica, si può sempre eseguire la misura!) delle coordinate 
dell'elettrone con la precisione voluta. 

Supponiamo che entro intervalli determinati di tempo A? siano 
eseguite le misure successive delle. coordinate dell'elettrone. In 
generale, i loro risultati non verranno materializzati con una curva 
piana. Al contrario, quanto maggiore è la precisione nell’esecuzione 
della misura tanto maggiore è il carattere caotico e casuale dei 
risultati, data l'assenza di una traiettoria per l’elettrone. Una traiet- 
toria pi o meno continua si ottiene soltanto se sì misurano le coor- 
dinate dell’elettrone con un basso grado di precisione, come, per 
esempio, quando si considera la condensazione di goccioline di 
vapore nella camera di Wilson. 

Se invece, lasciando invariata la precisione delle misure, si 
riducono gli intervalli A? tra le misure stesse, allora misure vicine 
daranno, beninteso, valori vicini delle coordinate. Tuttavia, i risul- 


1) Sottolineiamo ancora una volta che per « misura eseguita » intendiamo 
un'interazione dell’elettrone con uno « strumento » classico senza supporre affat- 


to la presenza di un osservatore. 
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tati di una serie di misure successive, benché siano localizzati in 
una piccola regione dello spazio, saranno dispersi in questa regione 
in modo assolutamente caotico senza appartenere affatto ad una linea 
continua. In particolare, facendo tendere A? a zero, i risultati di 
misure vicine non tenderanno affatto a disporsi su una retta. 

Questa ultima circostanza prova che nella meccanica quantistica 
non esiste il concetto di velocità di una particella nel senso classico 
di questo termine, cioè come limite al quale tende il quoziente della 
differenza delle coordinate in due istanti per l’intervallo A? tra 
questi istanti. Tuttavia, come vedremo in seguito, si può dare 
anche nella meccanica quantistica una definizione dotata di senso di 
velocità di una particella ad un dato istante che nel passaggio alla 
meccanica classica si trasforma nella definizione di velocità classica. 

Mentre nella meccanica classica una particella possiede, ad ogni 
istante, coordinate e velocità determinate, le cose stanno diversa- 
mente nella meccanica quantistica. Se, in seguito ad una misura, 
l’elettrone si è visto assegnare coordinate determinate, esso allora non 
ha, in generale, nessuna velocità determinata. Viceversa, se è dotato 
di una velocità determinata, l’elettrone non potrà avere una posizione 
determinata nello spazio. Infatti, l’esistenza simultanea ad ogni 
istante delle coordinate e della velocità significherebbe l’esistenza 
di una traiettoria determinata che l’elettrone non ha. Di conseguenza, 
nella meccanica quantistica le coordinate e la velocità dell’elettrone 
sono grandezze che non possono essere misurate con precisione allo 
stesso istante, cioè non possono avere simultaneamente valori deter- 
minati. Si può dire che le coordinate e la velocità dell’elettrone sono 
grandezze esistenti non simultaneamente. Introdurremo in seguito 
una relazione quantitativa che fornisce la possibilità di una misura 
non precisa delle coordinate e della velocità allo stesso istante. 

La descrizione completa dello stato di un sistema fisico viene 
realizzata nella meccanica classica assegnando, ad un dato istante, 
tutte le sue coordinate e le velocità; a partire da questi dati iniziali, 
le equazioni del moto determinano completamente il comportamento 
del sistema in tutti gli istanti successivi. Nella meccanica quantistica 
una tale descrizione è impossibile in linea di principio perché le 
coordinate e le velocità corrispondenti: non. esistono .simultanea- 
mente. Perciò la descrizione dello stato di un sistema quantistico 
viene realizzata operando con un numero minore di grandezze che 
nella meccanica classica, cioè è meno dettagliata che la descrizione 
classica. 

Ne deriva una conseguenza molto importante per il carattere 
delle previsioni che si fanno nella meccanica quantistica. Mentre 
la descrizione classica è sufficiente per predire con precisione com- 
pleta il moto di un sistema meccanico nel futuro, la descrizione meno : 
dettagliata nella meccanica quantistica non può, evidentemente, 
essere a ciò sufficiente. Ciò significa che se l’elettrone si trova in 
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uno stato descritto nel modo più completo possibile, nondimeno il 
suo comportamento agli istanti successivi non è essenzialmente 
univoco. La meccanica quantistica non può quindi fare previsioni 
strettamente rigorose sul comportamento futuro dell’elettrone. Dato 
uno stato iniziale dell’elettrone, una misura ulteriore può fornire 
risultati diversi. Il compito della meccanica quantistica è soltanto 
di determinare la probabilità di avere uno o un altro risultato di 
una misura. In alcuni casi, beninteso, la probabilità di ottenere un 
risultato determinato di misura può essere uguale all’unità, cioè 
condurre a una certezza, in modo che il risultato della misura con- 
siderata sarà univoco. 

— Tutti i processi di misura nella meccanica quantistica si possono 
dividere in due categorie. Nell’una, che abbraccia la maggior parte 
delle misure, entrano i processi di misura che per nessun stato del 
sistema conducono con certezza a un risultato univoco. Nell’altra 
categoria, invece, entrano i processi di misura per ogni risultato 
dei quali esiste uno stato nel quale la misura conduce con certezza 
a questo risultato. Sono precisamente questi ultimi processi di misura, 
che possono essere chiamati prevedibili, ad avere un’importanza 
fondamentale nella meccanica quantistica. Le caratteristiche quanti- 
tative di uno stato determinate da tali misure costituiscono quelle 
che nella meccanica quantistica si chiamano grandezze fisiche. Se 
in uno stato la misura dà con certezza un risultato univoco, si dirà 
che in questo stato la grandezza fisica corrispondente ha un valore 
determinato. Nella nostra esposizione intenderemo dappertutto 
l’espressione «grandezza fisica » proprio nel senso suindicato. 

Vedremo in seguito più di una volta che nella meccanica quan- 
tistica è tutt'altro che vero che ogni insieme di grandezze fisiche 
possa essere misurato contemporaneamente, cioè che possa avere 
contemporaneamente valori determinati (abbiamo già dato l'esempio 
della velocità e delle coordinate dell’elettrone). 

Sono di grande importanza nella meccanica quantistica gli insiemi 
di grandezze fisiche che posseggono le seguenti proprietà: queste 
grandezze sono contemporaneamente misurabili e se, per di più, 
banno contemporaneamente valori determinati, nessun’altra gran- 
dezza fisica (che non sia una loro funzione) può avere ormai -in questo 
stato valori determinati. Di questi insiemi di grandezze fisiche 
parleremo come se fossero insiemi completi. 

Ogni descrizione dello stato di un elettrone appare come risul- 
tato di un processo di misura. Possiamo ora precisare cosa si intende 
nella meccanica quantistica per descrizione completa. Gli stati 
descritti in modo completo provengono dalla misura simultanea 
di un insieme completo di grandezze fisiche. Partendo dai risultati 
.di una tale misura è possibile, in particolare, determinare la proba- 
bilità dei risultati di ogni misura successiva indipendentemente da 
tutto ciò che l’elettrone ha subito anteriormente alla prima misura. 
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Nel seguito per stati di un sistema quantistico intenderemo dap- 
pertutto (eccezione fatta per il $ 14) proprio gli stati descritti in 
modo completo. 


$ 2. Principio di sovrapposizione 

Il mutamento radicale delle concezioni fisiche del moto nella 
meccanica quantistica in confronto alla meccanica classica richiede, 
ovviamente, un mutamento altrettanto radicale dell'apparato mate- 
matico della teoria. Quindi, sorge anzitutto il problema del modo 
di descrizione dello stato nella meccanica quantistica. 

Conveniamo di denotare con q l'insieme delle coordinate di un 
sistema quantistico e con dq il prodotto dei differenziali di queste 
coordinate (detto elemento di volume dello spazio delle configura- 
zioni del sistema); dg coincide per una particella singola con l’ele- 
mento di volume dV dello spazio ordinario. 

L'apparato matematico della meccanica quantistica si fonda 
sulla proposizione che lo stato di un sistema può essere descritto 
da una determinata funzione (in generale complessa) Y (g) delle 
coordinate; il quadrato del modulo di questa funzione definisce 
la distribuzione delle probabilità dei valori delle coordinate: 
| Y |?dq è la probabilità che una misura eseguita sul sistema dia 
valori delle coordinate contenuti nell'elemento dg dello spazio delle 
configurazioni. La funzione Y è detta funzione d’onda del sistema!). 

La conoscenza delle funzioni d’onda permette, in linea di massima, 
di calcolare le probabilità dei diversi risultati, nonché di ogni misura 
(non necessariamente delle coordinate). Inoltre, tutte queste pro- 
babilità sono determinate da espressioni bilineari in Y e Y*. La 
forma più generale di tali espressioni è 


\NRZORALCOLICTALTTA (2,1) 


dove la funzione @ (9, 9°) dipende dal tipo e dal risultato della misura, 
e l’integrazione è estesa su tutto lo spazio delle configurazioni. 
La stessa probabilità YY * dei vari valori delle coordinate è un’espres- 
sione di questo tipo?). 

Col trascorrere del tempo, lo stato del sistema, e con esso anche 
la funzione d’onda, generalmente varia. In questo senso, si può 
considerare la funzione d’onda come una funzione anche del tempo. 
Se la funzione d’onda è nota in un certo istante iniziale, essa sarà, 
secondo il concetto stesso di descrizione completa dello stato, ugual- 
mente definita in tutti gli istanti successivi. La dipendenza effettiva 


1) Essa è stata introdotta per la prima volta nella meccanica quantistica 


da E. Schròdinger nel 4926. 

2) Essa si ottiene dalla (2,4) per @ (9, 9) = 8 (a — 90) È (9° — 90), dove è 
è la funzione delta che sarà definita nel $ 5; con gosi indica il valore della coor- 
dinata di cui si cerca la probabilità. 
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della funzione d’onda dal tempo è determinata da equazioni che 
verranno dedotte più avanti. | 

La somma delle probabilità di tutti i valori possibili delle coor- 
dinate del sistema deve, per definizione, essere uguale ad uno. 
È necessario quindi che il risultato dell’integrazione di | Y' |? sul- 
l'intero spazio delle configurazioni sia uguale ad uno: 


| |YPdg=1. (2,2) 


Questa uguaglianza rappresenta la cosiddetta condizione di norma- 
lizzazione delle funzioni d’onda. Se l'integrale di | Y [? converge, 
si può sempre, mediante una scelta opportuna di un coefficiente co- 
stante, normalizzare la funzione Y. In seguito vedremo però che 
l'integrale di | Y |? può divergere, e allora Y non può essere nor- 
malizzata mediante la condizione (2,2). In tali casi, | Y |? non 
determina, ovviamente, i valori assoluti della probabilità delle 
coordinate: il rapporto dei quadrati di | Y |? in due differenti punti 
dello spazio delle configurazioni determina la probabilità relativa 
dei corrispondenti valori delle coordinate. 

Poiché tutte le grandezze calcolate mediante la funzione d’onda 
e aventi un senso fisico diretto hanno la forma (2,1), dove Y è mol- 
tiplicata per Y*, è ovvio che la funzione d’onda normalizzata è 
definita a meno di un fattore di fase costante del tipo et, dove a 
è un numero reale qualsiasi. Questa assenza di univocità è di prin- 
cipio e non può essere eliminata; tuttavia, essa non è essenziale, 
perché non influisce su nessun risultato fisico. 

La base del contenuto positivo della meccanica quantistica 
è costituito da una serie di affermazioni relative alle seguenti pro- 
prietà della funzione d’onda. 

Supponiamo che nello stato con funzione Y, (g) una misura 
porti con certezza a un risultato determinato (risultato 1), e nello 
stato Y, (g) al risultato 2. Si ammette allora che ogni combinazione 
lineare di Y, e Y3, cioè ogni funzione della forma c,Y, + csYs 
(c, e cs sono costanti), descriva uno stato in cui la stessa misura 
dà o il risultato 1, o il risultato 2. Si può affermare, inoltre, che 
se si conosce la dipendenza degli stati dal tempo, che per il primo 
caso è data dalla funzione Y, (g, #) e per il secondo caso da Yi, (9, 4), 
allora qualsiasi combinazione lineare di queste funzioni dà ugual- 
mente una dipendenza possibile di uno stato dal tempo. 

Queste affermazioni costituiscono il contenuto del cosiddetto 
principio di sovrapposizione degli stati, il principio positivo fonda- 
mentale della meccanica quantistica. In particolare, da esso segue 
direttamente che tutte le equazioni cui soddisfano le funzioni d'onda 
debbono essere lineari rispetto a Y. 

Consideriamo un sistema composto di due parti, e supponiamo 
che lo stato di questo sistema sia dato in maniera tale che ciascuna’ 
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delle sue parti sia descritta in modo completo.!) Si può affermare 
allora che le probabilità delle coordinate gq, della prima parte sono 
indipendenti dalle probabilità delle coordinate gs della seconda 
parte, e perciò la distribuzione delle probabilità per il sistema in 
totale deve essere uguale al prodotto delle probabilità di tutte le 
sue parti. Ciò significa che la funzione d'onda Y,, (91, 9,) del sistema 
può essere rappresentata sotto forma di prodotto delle funzioni 
d'onda Y,(g,) e Y:(g») delle sue parti: 


Pia (91 92) = Ya (91) Y2(92). (2,3) 


Se le due parti non interagiscono tra di loro una tale relazione tra 
le funzioni d'onda del sistema e delle sue parti si conserverà anche 
negli istanti successivi: 


Pa (910 920) = Ya (94 0) Y2(98 8). (2,4) 


$ 3. Operatori 


Consideriamo una grandezza fisica f che caratterizza lo stato 
di un sistema quantistico. A rigore, nelle considerazioni che seguono 
dovremmo considerare non una sola grandezza, bensi tutto un insieme 
completo. Tuttavia, questo fatto non porta a sostanziali cambiamenti, 
e per brevità parleremo in seguito di una sola grandezza fisica. 

I valori che una grandezza fisica può assumere si chiamano in 
meccanica quantistica i suoi autovalori, e si parla del loro insieme 
come dello spettro degli autovalori di questa grandezza. In meccanica 
classica le grandezze assumono in generale una successione continua 
di valori. In meccanica quantistica esistono ugualmente grandezze 
fisiche (le coordinate per esempio) i cui autovalori costituiscono una 
successione continua; si parla allora di spettro continuo degli auto- 
valori. Accanto a tali grandezze, in meccanica quantistica esistono 
anche grandezze i cui autovalori formano un insieme discreto; 
si parla allora di spettro discreto. 

Per semplicità, supporremo dapprima che la grandezza consi- 
derata f abbia uno spettro discreto; il caso dello spettro continuo 
sarà esaminato nel $ 5. Indichiamo con }/, gli autovalori della 
grandezza f (l’indice r prende i valori 0, 1, 2,3 ...). Indichiamo 
con Y, la funzione d’onda del sistema nello stato in cui la grandezza 
f ha il valore f,. Le funzioni d’onda Y, sono dette autofunzioni 


1) È ovvio che con ciò si ha anche la descrizione completa dello stato del- 
l’intero sistema. Sottolineiamo però che l’affermazione inversa non è affatto 
vera: la descrizione completa dello stato dell’intero sistema non determina anco- 
si i generale, in modo completo gli stati delle sue singole parti (vedi anche 
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della grandezza fisica data f. Ciascuna di queste funzioni è supposta 
normalizzata in modo che - 


Î |Pn]dg=1. (3,4) 


Se il sistema si trova in uno stato arbitrario con una funzione 
d'onda Y, la misura della grandezza f darà allora come risultato 
uno degli autovalori f,. In conformità al principio di sovrapposi- 
zione, si può affermare che la funzione d’onda Y deve essere una 
combinazione lirieare delle autofunzioni Y, corrispondenti ai valori 
În che possono presentarsi con probabilità non nulla allorché la 
misura è stata effettuata sul sistema nello stato considerato. Perciò, 
nel caso generale di uno stato arbitrario, la funzione Y può essere 
rappresentata mediante uno sviluppo 


Wa VanPa, (3,2) 


n 


dove la sommatoria è estesa a tutti gli n, e le a, sono dei coefficienti 
costanti. 

Siamo giunti dunque alla conclusione che ogni funzione d'onda 
può essere sviluppata in serie di autofunzioni di ogni grandezza 
fisica. Un sistema di funzioni, in termini delle quali è possibile 
tale sviluppo, è detto sistema di funzioni completo. 

Lo sviluppo (3,2) permette di determinare la probabilità di 
ottenere (mediante una misura), per il sistema nello stato con fun- 
zione d’onda Y, questo o quel valore f, della grandezza f. Infatti, 
secondo quanto è stato detto nel paragrafo precedente, queste pro- 
babilità debbono essere determinate da certe espressioni bilineari 
in Y e P*, e debbono essere quindi bilineari in a, e az. Inoltre, 
queste espressioni debbono essere ovviamente positive. Infine, la 
probabilità del valore /, deve essere uguale ad uno se il sistema si 
trova nello stato con funzione d’onda Y = YW,, e deve essere nulla 
se nello sviluppo (3,2) della funzione d’onda Y manca Y,. L'unica 
grandezza essenzialmente positiva che soddisfa questa condizione 
è il quadrato del modulo del coefficiente a,. Dunque, siamo giunti 
al risultato che il quadrato del modulo | a, |? di ciascun coefficiente 
dello sviluppo (3,2) determina la probabilità del corrispondente 
valore f,, della grandezza f nello stato con funzione d’onda Y. La 
somma delle probabilità di tutti i valori possibili f/, deve essere 
uguale all’unità; in altri termini, si deve avere la relazione 


Z|anf=1. (8,3) 


Se la funzione Y non fosse normalizzata, la relazione (3,3) non 


varrebbe. La somma È} | a, |? dovrebbe essere allora determinata 
da una espressione bilineare in Y e Y* e avente il valore uguale 
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all'unità per Y normalizzate. Tale espressione è solamente l’integrale 
f YY*dg. Deve quindi avere luogo l’uguaglianza 


Di anaî= | YY* dg. (3,4) 


D'altra parte, moltiplicando per Y lo sviluppo Y* = }atYi 


n 
della funzione Y* complessa coniugata di Y e integrando, otteniamo 
| PY* da = dI af | Pr da. 


Confrontando questa espressione con la (3,4), abbiamo 
Si anan= di dî | WoW dg, 
n n 


da cui ricaviamo la seguente formula che determina i coefficienti a, 
dello sviluppo della funzione Y nelle autofunzioni Y,: 


be LAZ? (3,5) 
Sostituendovi la (3,2), otteniamo 


An = dI Am | Pmi dg, 


da cui si vede che le autofunzioni debbono soddisfare le condizioni 


| WYt dg= 8nm (3,6) 


dove ò,, = 1 pern=me è,,= 0 per n m. Per l’annullarsi 
degli integrali dei prodotti Y,_,Y} quando m # nr si parla di mutua 
ortogonalità delle funzioni Y,. L'insieme delle autofunzioni Yn 
costituisce un sistema completo di funzioni normalizzate e mutua- 
mente ortogonali (dette per brevità funzioni ortonormali). 

Introduciamo il concetto di valore medio f della grandezza f 
in uno stato dato. Conformemente alla definizione ordinaria dei 
valori medi, definiamo f come somma di tutti gli autovalori fn 
della grandezza data moltiplicati ciascuno per la corrispondente 
probabilità |a, {?: 


Î= 2 fn}anf (3,7) 


Scriviamo f sotto forma di un’espressione contenente non pit 
i coefficienti a, dello sviluppo della funzione Y, bensi la funzione Y 
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stessa. Poiché nella (3,7) compaiono i prodotti a,a%, è ovvio che 
l’espressione cercata deve essere bilineare in Y e Y*. Introduciamo 


un operatore matematico, che indicheremo con f!), determinandolo 
nel modo seguente. Supponiamo che (fY) indichi il risultato del- 
l’azione dell'operatore Î sulla funzione Y. Determiniamo fi in maniera 
tale che l’integrale del prodotto (ff) per la funzione complessa 
coniugata Y* sia uguale al valore medio f 


f= | Y° (ÎU) da. (3,8) 


È facile vedere che nel caso generale l'operatore Î rappresenta 
un certo operatore lineare?) integrale. Infatti, utilizzando l’espres- 
sione (3,5) per a,, possiamo riscrivere la definizione (3,7) del valore 
medio nella forma 


f= Di fnanah= | Y*(Y anfnYn) da. 


Confrontando con la (3,8), si vede che il risultato dell’azione 
dell'operatore f sulla funzione Y assume la forma 


(fr) = 3 anfnYn. (3,9) 


£% 


Sostituendovi l'espressione (3,9) per a,, troveremo che f è un 
operatore integrale del tipo 


fen= | (9, 9) (4) dg. (8,10) 
dove la funzione X (9g, g') (detta nucleo dell'operatore) è 


K (9, g')= 3 fnt% (99) Yan (9). (3,11) 


In tal modo, a ciascuna grandezza. fisic@ nella meccanica quanti- 
stica vien fatto corrispondere un operatore lineare determinato. 
Dalla (3,9) si vede che se la funzione Y è una delle autofunzioni 
Y, (in modo che tutti gli a,, tranne uno, siano nulli), l’azione del- 


l'operatore f su di essa ha come risultato semplicemente la moltipli- 


. *) Conveniamo di indicare ovunque gli operatori mediante lettere con l’ac- 
cento circonflesso. 

?) Un operatore si dice lineare se gode delle seguenti proprietà; Î(T.+ Ya) 

= ÎY, t fPa, Î (a'Y) = af?, dove YW, e Y, sono funzioni arbitrarie, e a è una 
costante qualsiasi. 
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cazione per il corrispondente autovalore fn'): 
fn —® În Pie (3,12) 


Le autofunzioni della grandezza fisica data f sono quindi le solu- 
zioni dell'equazione 


fY=fY, 


dove f è una costante, mentre gli autovalori sono i valori della 
costante f per i quali l'equazione scritta ha soluzioni che soddisfano 
le condizioni richieste. Come vedremo più avanti, la forma degli 
operatori per diverse grandezze fisiche può essere determinata attra- 
verso considerazioni fisiche dirette, e la proprietà indicata degli 
operatori permette di trovare le autofunzioni e gli autovalori median- 
te la soluzione delle equazioni fY = fY. 

Sia gli autovalori di una grandezza fisica reale che i suoi valori 
medi in qualsiasi stato sono ugualmente reali. Questa circostanza 
pone determinate limitazioni alle proprietà degli operatori. Egua- 
gliando la (3,8) alla sua espressione complessa coniugata, otteniamo 
la relazione 


| v° (E) da= | V(fY*) da, (3,13) 


dove f* è l’operatore complesso coniugato di /?). Per un operatore 
lineare arbitrario tale relazione non vale, in generale, perché 
essa rappresenta una certa restrizione imposta alla possibile forma 


degli operatori f. Per un operatore arbitrario f si può scrivere il 
suo operatore trasposto f definito in maniera tale che 


{© (fH)dg= | Y (Î0) dg, (3,14) 


dove Y, © sono due funzioni differenti. Se si prende per ® la fun- 
zione Y* coniugata di Y, dal confronto con la (3,13) risulta che 
deve essere 


j=f. (3,15) 


Gli operatori che soddisfano questa condizione si chiamano vperatori 
hermitiani*). Dunque, gli operatori che, nell’apparato matematico 
della meccanica quantistica, corrispondono a grandezze fisiche reali 
debbono essere hermitiani. 


1) In seguito, a meno che non sorgano Muro, noi ometteremo le paren- 
tesi nell’espressione (fY) supponendo che l'operatore agisca sull’espressione 
che lo segue. 


*) Per definizione, se per l'operatore Î si ha fP = g, l'operatore complesso 


coniugato f* sarà l’operatore per cui f*"p* = g* 
3) Perché un operatore lineare integrale della forma (3, 10) sia hermitiano 
è necessario che il nucleo dell'operatore sia tale che X (9, g') = K* (9, 9. 
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Formalmente si possono considerare anche grandezze fisiche 
complesse, cioé grandezze i cui autovalori sono complessi. Sia f una 
tale grandezza. Si può introdurre allora la grandezza complessa 
coniugata f* i cui autovalori sono i complessi coniugati degli auto- 


valori di f. Indichiamo con f* l'operatore corrispondente alla gran- 
dezza f*. Tale operatore si dice aggiunto dell'operatore f, e in 
generale bisogna distinguerlo dall'operatore complesso coniugato f*. 
Infatti, per definizione dell'operatore f*, il valore medio della 
grandezza f* nello stato Y è 
= | fr dg. 
D'altra parte, abbiamo: 
De=[ | ver da]"= | wire dg= | ver de. 


Eguagliando le due espressioni, troviamo che 


fi=f., (3,16) 


da cui risulta chiaramente che f* non coincide, in generale, con f*. 
La condizione (3,15) può essere scritta ora nella forma 


f=f", (3,17) 
cioè l'operatore di una grandezza fisica reale coincide con il suo 
operatore aggiunto (gli operatori hermitiani sono anche detti auto- 
aggiunti). 

Mostriamo in che modo si può stabilire direttamente la mutua 
ortogonalità delle autofunzioni di un operatore hermitiano, corrì- 


spondenti a differenti autovalori. Siano f, fm due differenti autovalori 
di una grandezza reale f, e Y,, Y,, le autofunzioni corrispondenti: 


fYn=fnYn TI m=ÎmYm. 


Moltiplicando i due membri della prima uguaglianza per Yf, 
e l’uguaglianza complessa coniugata della seconda per Y,, sottraendo 
quindi membro a membro questi prodotti, otteniamo 


Wifi nf th= (fe fm) Ya Ph 
Integriamo i due membri di questa uguaglianza rispetto a dg. Dato 


che j* = 1, l'integrale del primo membro dell’uguaglianza si annulla 
in virtù della (3,14), cosicché abbiamo 


(fn-- fm) | YP_Yndg=0, 


da cui, essendo f, # fm, si deduce la proprietà di ortogonalità voluta 
delle funzioni Y, e Yn. 
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Abbiamo sempre parlato finora di una sola grandezza fisica f, 
mentre si dovrebbe parlare, come è stato sottolineato all’inizio di 
questo paragrafo, di un sistema completo di grandezze fisiche che 
possono essere misurate simultaneamente. Avremmo trovato allora 
che a ciascuna di queste grandezze f, g, ... corrisponde un suo 
operatore f, g, ... Le autofunzioni Y, corrispondono a stati in cui 
tutte le grandezze considerate hanno valori determinati, cioè corri- 
spondono a insiemi determinati di autovalori f,, £n, «- .. e sono 
soluzioni compatibili del sistema di equazioni 


fE=fY, gY=gY,... 


$ 4. Somma e prodotto di operatori 


Se f e g sono gli operatori corrispondenti a due grandezze fisiche 


f e g, alla somma f + g corrisponde allora l’operatore f + g. Il 
significato dell’addizione delle diverse grandezze fisiche in meccanica 
quantistica è però sostanzialmente differente a seconda che queste 
grandezze siano misurabili contemporaneamente oppure no. Se le 
grandezze f e g sono misurabili contemporaneamente, gli operatori f 
e g hanno autofunzioni comuni che sono al tempo stesso autofun- 
zioni dell’operatore f 4 g, e gli autovalori di quest’ultimo operatore 
sono uguali alle somme f, + £n. 

Se invece le grandezze f e £ non possono avere contemporanea- 
mente valori determinati, il senso della loro somma f + g è più 
ristretto. In questo caso si può solamente affermare che il valore 
medio di questa grandezza in uno stato qualsiasi è uguale alla somma 
dei valori medi di ciascun addendo preso separatamente: 


f+8=f+g. (4,1) 


Per quanto riguarda gli autovalori e le autofunzioni dell’operatore 


f + g, essi non avranno, in generale, alcuna relazione con gli auto- 
valori e con le autofunzioni delle grandezze f e g. È evidente che 


se gli operatori f e g sono hermitiani, sarà hermitiano anche l’opera- 


tore f + ge quindi i suoi autovalori saranno reali e rappresenteranno 
gli autovalori della nuova grandezza f + g£ cosi definita. 

Enunciamo il seguente teorema. Siano fo, £o gli autovalori 
minimi delle grandezze f e g, e (f + g)o l’autovalore minimo della 
grandezza f 4 g. Si può allora affermare che 


(Îf+E)0> fo 4 Bo- (4.2) 


Il segno d’uguaglianza vale se le grandezze f e g sono misurabili 
simultaneamente. La dimostrazione segue dal fatto evidente che 
il valore medio di una grandezza è comunque maggiore o uguale al 
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suo autovalore minimo. Nello stato in cui la grandezza (f + g) 


ha il valore (74+£)o, abbiamo (f + g)= (f + £)6 ©, siccome d'altra 
parte (f + g) =f+g =>fo0 + £o; otteniamo di nuovo la disugua- 


glianza (4,2). 

Supponiamo ora ancora una volta che f e g siano grandezze 
misurabili simultaneamente. Oltre a quello della loro somma, si 
può introdurre anche il concetto del loro prodotto ccme grandezza 
i cui autovalori sono uguali ai prodotti degli autovalori delle gran- 
dezze f e g. È facile vedere che a una tale grandezza corrisponde un 
operatore la cui azione su una funzione è data dall’azione successiva 
prima dell'uno e poi dell’altro operatore. Tale operatore si esprime 


matematicamente come il prodotto degli operatori Î e g. Infatti, 
se , sono le autofunzioni comuni degli operatori } e g, si ha 


Î8EYn= f f(gYn) “ki ÎenYn “i EnÎ En = Enfnt 


(il simbolo fg indica un operatore la cui azione sulla funzione Yy 
consiste nell’azione successiva dapprima dell'operatore 2 sulla 
funzione Y e poi dell'operatore f sulla funzione gY). Analogamente 
potremmo considerare in luogo dell’operatore fg, l'operatore gf che 
si distingue dal primo per l’ordine dei fattori. É evidente che il 
risultato dell’azione di questi due operatori sulle funzioni Y, sarà 
identico. Ma poiché ogni funzione d'onda Y può essere rappresentata 
sotto forma di una combinazione lineare delle funzioni ‘Y,, ne segue 
che sarà ugualmente identico il risultato dell’azione degli operatori 


fe e g ef su una funzione qualsiasi. Questo fatto può essere espresso 
dalla uguaglianza simbolica fg = £}, oppure 


fg—gj=0. (4,3) 


Tali operatori f e g si chiamano operatori commutativi. Siamo 
giunti dunque a un risultato importante, se due grandezze fee 
possono avere simultaneamente valori determinati i loro operatori 
sono mutuamente commutativi.. :*.,:. 

Può essere ugualmente dimostrato il (corni inverso (vedi $ 11): 
se gli operatori fi e 2 sono commutativi, essi ammettono autofunzioni 
comuni, ciò che fisicamente significa che le grandezze fisiche corri- 
spondenti sono simultaneamente misurabili. La commutatività degli 
operatori è condizione necessaria e sufficiente perché le grandezze 
fisiche siano simultaneamente misurabili. 

Un caso particolare del prodotto di operatori è un operatore 
elevato a una certa potenza. Conformemente a quanto abbiamo 


enunciato, possiamo dedurre che gli autovalori dell’operatore f? 
(dove p è un numero intero) sono uguali agli autovalori dell’opera- 
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tore f elevati alla stessa p-esima potenza. Si può determinare, in 
generale, qualsiasi funzione dell’operatore @ (f) come operatore 
i cui autovalori sono uguali alla stessa funzione @ (}) degli autovalori 
dell'operatore f. Se la funzione @ (}) è sviluppabile in serie di Taylor, 
l’azione dell'operatore @ (7) si riduce, mediante questo sviluppo, 
all’azione delle diverse potenze fP. 

In particolare, l'operatore 7-1 è detto operatore inverso dell'ope- 
ratore f. È evidente che in seguito all’azione successiva degli opera- 
tori Î ed 7-1 su una funzione qualsiasi, quest’ultima resta invariata, 


cioè i = f-1], = 1, 
Se invece le aranderze j e g non sono simultaneamente misurabili 


il concetto di prodotto non ha allora il senso sopraddetto. Ciò risulta 


chiaro già dal fatto che in questo caso l'operatore fg non sarà her- 
mitiano, e perciò esso non può corrispondere a una grandezza fisica 
reale. Infatti, per definizione di operatore trasposto, scriviamo 


| Wfe0dg= | YÎ(60) dg = | (60) (ÎY) da. 
L' operatore Î agisce qui soltanto sulla funzione Y, e l'operatore 


£ su ® in modo che sotto il segno d' integrazione vi è semplicemente 


il prodotto di due funzioni: g® e FA Applicando ancora una volta 
la definizione di operatore trasposto, scriviamo 


| Yfg® da= | (ÎY) (ED) dg = | ®g fY da. 
Abbiamo ottenuto quindi un integrale in cui, rispetto a quello 


iniziale, le funzioni Y e © si sono scambiate di posto. In altre parole, 
l'operatore g 2} è l'operatore trasposto di fg, e si può scrivere 


dove l'operatore trasposto del prodotto 7g è il prodotto degli ope- 


ratori trasposti scritti nell'ordine inverso. Prendendo i ccmplessi 
coniugati dei due membri dell'uguaglianza (4,4), troviamo che 


(de =gf*. (4,5) 
Se ciascuno degli operatori fe g è è hermitiano si ha allora (f g)* = 


= g f. Ne risulta. che l'operatore f g sarà hermitiano a condizione 


che i fattori Î e P siano commutativi. 
Osserviamo che si può ugualmente formare un operatore hermi- 


tiano con i prodotti f g e g j di due operatori hermitiani non commu- 
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tativi, e precisamente il loro prodotto simmetrizzato 
4 A n AA 
+ (Î6+6)) (4,6) 


È facile vedere che la differenza fg — £ f è un operatore « antiher- 
mitiano » (cioè tale per cui l’operatore trasposto è uguale al suo 
complesso coniugato preso con segno opposto). Esso può essere reso 
hermitiano moltiplicandolo per i; in tal modo 


i(f8—gf) (4,7) 
è anch'esso un operatore hermitiano. 
In seguito, per brevità, noi indicheremo con 


{fn e=fe—gf (4,8) 
il cosiddetto commutatore di operatori. È facile provare che 
vale la relazione 


{fg h}={h hgti{e, h, (4,9) 
Osserviamo che se si ha {f, è} = 0 e {g, #} = 0, non ne segue, in 
generale, che f e g siano commutativi, 


$ ò Spettro continuo 


Tutte le relazioni dedotte nei $$ 3, 4, che\descrivono le proprietà 
delle autofunzioni dello spettro discreto, si possono generalizzare 
senza difficoltà al caso di uno spettro continuo di autovalori. 

Sia f una grandezza fisica dotata di uno spettro continuo. Indi- 
cheremo con la stessa lettera f senza indici i suoi autovalori, e indi- 
cheremo con Y; le corrispondenti autofunzioni. Cosi come una fun- 
zione d’onda qualsiasi Y può essere sviluppata nella serie (3,2) 
di autofunzioni di una grandezza con spettro discreto, essa può 
essere sviluppata — questa volta in integrale — secondo un sistema 
completo di autofunzioni di una grandezza con spettro continuo. 
Tale sviluppo ha la forma 


Y(d= | 4Y;(9) di, (5,1) 


dove l’integrazione è estesa a tutto l’insieme di valori che può pren- 
dere la grandezza /. 

Più complessa che nel caso dello spettro discreto è la questione 
della normalizzazione delle autofunzioni dello spettro continuo. 
Noi vedremo ora che la condizione per cui l’integrale del quadrato 
del modulo della funzione sia uguale a uno sarà qui irrealizzabile. 
Ci proponiamo allora di normalizzare le funzioni Y; in maniera 
tale che | a; | df rappresenti la probabilità che la grandezza 
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fisica considerata abbia, nello stato descritto dalla funzione d’onda 
Y, un valore compreso nell’intervallo limitato da f ed f + df. Dato 
che la somma delle probabilità di tutti i valori possibili di f deve 
essere uguale all’unità, abbiamo 


{[a,|tdj=1 (5,2) 


(analogamente alla relazione (3,3) per lo spettro discreto). 

Procedendo esattamente come abbiamo fatto per dedurre la 
formula (3,5) e utilizzando le stesse considerazioni, scriviamo, da 
una parte, 


| wwe da= | 1a, Pdf, 
e, dall’altra, 
{ ve*dg= { | ap WyY dj ag. 


Confrontando queste espressioni otteniamo la formula che deter- 
mina i coefficienti dello sviluppo 


a;= ( Y (9) Y} (9) dg, (5,3) 


perfettamente analoga alla (3,9). 
Per dedurre la condizione di normalizzazione, sostituiamo ora 
la (5,1) nella (5,3): 


a5= ( ap ( | VW} da) df'. 


Questa relazione deve valere per a, arbitrari, e deve essere quindi 
una identità. A questo scopo è necessario, anzitutto, che il coeffi- 


ciente di a;, sotto il segno d'integrazione (cioè l’integrale | W;F7dg), 


si annulli per tutti gli f' # f. Per f' = f, questo coefficiente deve 
diventare infinito (viceversa, l’integrale in df' sarebbe semplicemente 


nullo). In tal modo, l'integrale | ‘Y,.Y} dg è una funzione della 


differenza f — f', che si annulla allorché questa differenza è diver- 
sa da zero, e diventa infinita allorché essa è nulla. Indichiamo 
questa funzione con $(f — f): 


| Yeyyda=8(f#"—N: (5,4) 


Il modo in cui la funzione 6 (f" — f) diventa infinita per f' — f = 
= 0, è determinato dal fatto che deve essere 


{66w—Nawdf =as. 
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È ovvio che a questo scopo si deve avere 
{sqw_ndr=1. 


La funzione cosi definita si chiama funzione delta!). Scriviamo ancora 
una volta le formule che la definiscono. Abbiamo 


6(x)=0 per x+0, 8(0)=c0, (5,9) 
in modo che 
+ c0 
{ 6 (2)dr=1. (5,6) 


Come limiti d’integrazione si possono prendere due altri valori 
qualsiasi tra cui è compreso il punto x = 0. Se f (7) è una funzione 
continua in 7 = 0, si ha 

+00 


{ 8(2)f(2dz=/(0). (5,7) 
In forma più generale, questa formula si scrive come segue 
| 8(x—a)f(z)d2={(0), (5,8) 


dove la regione d'integrazione include il punto x = «, ed f(2) 
è continua in 7 = a. È ugualmente evidente che la funzione delta 


è pari, cioè 


6(—z)=d(2). (5,9) 
Infine, scrivendo 
} stanpe= | SOTA STAT» 
concludiamo che 
8 (22) = 77 8 (2); (5,10) 


dove a è una costante arbitraria. i 

La formula (5,4) rappresenta la regola di normalizzazione delle 
autofunzioni dello spettro continuo; essa sostituisce la condizione 
(3,6) dello spettro discreto. Come si vede, le funzioni Y, e Yy, 
con f # f', sono, come prima, ortogonali. Per quanto riguarda gli 
integrali dei quadrati | Y, |? delle funzioni dello spettro continuo, 
essi divergono. 


1) La funzione delta è stata introdotta nella fisica teorica da P.A.M. Dirac. 
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Le funzioni ‘Y;(g) soddisfano inoltre una TFelazione analoga 
alla (95,4). Per dedurre questa relazione, sostituendo la (5,3) nella 


(5,1), abbiamo 
Y(= {VM (| 7) Y; (dd) ag 


da cui concludiamo immediatamente che 
| Ur (a) Lr (A di=8 (4-9). (5,14) 


Una relazione analoga può essere dedotta, beninteso, anche per lo 
spettro discreto, dove essa avrà la forma 


2, Wi (9) Ya (d)=$(9"— 9). (5,12) 


Confrontando la coppia di formule (5,1), (5,4), con la coppia (9,3), 
(5,11), vediamo che, da una parte, le funzioni Y;(g) realizzano 
lo sviluppo della funzione Y (9) con i coefficienti a, e, dall'altra, 
la formula (5,3) può essere considerata come uno sviluppo assoluta- 
mente analogo a quello della funzione a;= a (f) secondo le fun- 
zioni Y} (g), dove Y (g) funge da coefficiente. La funzione a (f), 
come pure Y (g), determina completamente lo stato del sistema; 
essa si chiama funzione d’onda in rappresentazione f (la funzione 
Y (q) è detta funzione d’onda in rappresentazione g). Come | Y (9g) |? 
definisce la probabilità per il sistema di avere le coordinate nell’in- 
tervallo dato dg, cosî pure |a (f) |? determina la probabilità che 
i valori della grandezza f appartengano all’intervallo dato df. Per 
quanto riguarda le funzioni Y,(g), esse sono le autofunzioni della 
grandezza fin rappresentazione gq mentre, d’altra parte leloro complesse 
coniugate ‘Y? (g) rappresentano le autofunzioni della coordinata 
q in rappresentazione /. 

Supponiamo che ®@ (f) sia una funzione della grandezza f tale 
che la corrispondenza tra @ ed f sia biunivoca. Si può considerare 
allora ciascuna delle funzioni Y; (9) anche come autofunzione della 
grandezza @. Tuttavia, è necessario cambiare la normalizzazione 
di queste funzioni. Infatti, le autofunzioni Yy (9) della grandezza 
@ debbono essere normalizzate con la condizione 


{ YFonmtanda=d[9 (f)—®(f)1 


mentre le funzioni Y, sono normalizzate con la condizione (5,4). 


L'argomento della funzione delta si annulla per f’ = f. Per f' pros- 


simo al f, si ha 
oo = E N. 
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Per la (5,10), possiamo scrivere!) 


BP) M= TIA (5,13) 
"di 


Dal confronto con la (5,4) risulta immediatamente che le funzioni 
Y, e Y; sono legate dalla relazione 


1 
Pon= ——=== Yi (5,14) 
] / | dp(f) 
df | 


Esistono grandezze fisiche che posseggono uno spettro discreto 
in una certa regione dei loro valori e uno spettro continuo in un’altra 
regione. È ovvio che tutte le relazioni dedotte in questo paragrafo 
e nei paragrafi precedenti sono valide per le autofunzioni di tali 
grandezze. Bisogna soltanto notare che il sistema completo di fun- 
zioni è costituito dall’insieme delle autofunzioni di ambedue le 
parti dello spettro. Perciò lo sviluppo di una funzione d’onda arbi- 
traria secondo le autofunzioni di una tale grandezza si scrive come 
segue 


P(d= anta (9+ | st (9 di, (5,15) 


dove la sommatoria è estesa allo spettro discreto e l'integrazione 
all'intero spettro continuo. | 

La coordinata q fornisce un esempio di grandezza dotata di spettro 
continuo. È facile vedere che il suo operatore corrisponde a una 
semplice moltiplicazione per g. Infatti, dato che la probabilità dei 
differenti valori della coordinata è determinata dal quadrato 
| P (g) [?, il valore medio della coordinata è 


q= | q|Y|da= | Pe dg. 


Confrontando questa espressione con la definizione di operatore 
in conformità alla (3,8), vediamo che?) 


q=9. (5,16) 


1) In generale, se g (x) è una funzione monodroma (ma la sua inversa può 
mon essere monodroma), si ha la formula 


519 (2)}= Y TIE 8(2—a), (5,13a) 
4 


dove a; sono le radici n pa P (x) =0. 
2) In seguito, per semplificare le notazioni, conveniamo di indicare dap- 
pertutto un operatore, che si riduce alla moltiplicazione per una certa grandez- 


za, semplicemente con questa stessa grandezza. 
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Le autofunzioni di questo operatore debbono essere definite, secondo 
la regola generale, dall’equazione qYa = dots» dove con 9o 
sono indicati i valori concreti della coordinata per distinguerli dalla 
variabile g. Poiché questa uguaglianza può essere soddisfatta o per 
Wa, =0 0 per q = go, è ovvio che le autofunzioni che soddisfano 
la condizione di normalizzazione sono!) 


Ya = (1-9). (5,47) 


$ 6. Limite clasico 


La meccanica quantistica include in sé la meccanica classica 
come caso limite. Sorge la domanda: in che modo si realizza questo 
passaggio limite? 

Nella meccanica quantistica l’elettrone è descritto da una fun- 
zione d'onda che determina i diversi valori della sua coordinata; 
per il momento, di questa funzione sappiamo solamente che essa 
è la soluzione di un'equazione differenziale lineare alle derivate 
parziali. Nella meccanica classica, l’elettrone è considerato una 
particella materiale che si muove secondo una traiettoria comple- 
tamente determinata dalle equazioni del moto. Una relazione in 
un certo senso analoga a quella esistente tra meccanica quantistica 
e meccanica classica ha luogo nell’elettrodinamica tra l’ottica ondu- 
latoria e l’ottica geometrica. Nell'ottica ondulatoria le onde elettro- 
magnetiche sono descritte dai vettori campo elettrico e campo ma- 
gnetico i quali soddisfano un determinato sistema di equazioni diffe- 
renziali lineari (equazioni di Maxwell). Nell'ottica geometrica, 
invece, si assume che la luce si propaghi secondo traiettorie deter- 
minate, dette raggi. Tale analogia permette di concludere che il 
passaggio dalla meccanica quantistica al limite costituito dalla 
meccanica classica si possa effettuare analogamente al passaggio 
dall’ottica ondulatoria all’ottica geometrica. 

Ricordiamo in che modo quest’ultimo passaggio viene realizzato 
matematicamente (vedi vol. II, Teoria dei campi, $ 53). Sia u una 
componente qualsiasi del campo nell’onda elettromagnetica. Essa 
può essere scritta nella forma u = aei?, dove a è l'ampiezza e © 
la fase reale (quest’ultima si chiama iconale in ottica geometrica). 
Il caso limite dell’ottica geometrica corrisponde a lunghezze d’onda 
piccole, il che si esprime matematicamente nel fatto che la fase 
subisce una grande variazione su piccole distanze; questo significa, 


1) I coefficienti dello sviluppo di una funzione arbitraria Y secondo queste 
autofunzioni sono agg = | Y (9) 6 (d— 90) da = Y (q,). La probabilità dei valori 


della coordinata nell’intervallo dato d9o è, come si deve | ag, |° dgo0 =. 
= | Y (90) |? dgo- 
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in particolare, che la fase può essere considerata grande in valore 
assoluto. 

Conformemente a ciò, partiamo dal presupposto che al caso 
limite della meccanica classica corrispondano in meccanica quan- 
tistica funzioni d'onda della forma Y = ak'?, dove a è una funzione 
che varia lentamente, e @ prende valori grandi. Come è noto, in 
meccanica classica la traiettoria delle particelle può essere deter- 
minata a partire dal principio variazionale, secondo il quale la 
cosiddetta azione S di un sistema meccanico deve essere minima 
(principio di minima azione). In ottica geometrica, invece, il 
percorso dei raggi è determinato dal cosiddetto principio di Fermat 
secondo il quale il « cammino ottico » del raggio, cioè la differenza 
delle sue fasi nei punti finale e iniziale del cammino, deve essere 
minimo. 

Partendo da questa analogia, possiamo affermare che la fase @ 
della funzione d’onda nel limite classico deve essere proporzionale 
all’azione meccanica S del sistema fisico considerato, cioè si deve 
avere S = costante g. Il coefficiente di proporzionalità si chiama 
costante di Planck e si indica con la lettera 4’). Questa costante 
ha le dimensioni dell’azione (essendo @ adimensionale) e vale 


fi=1,054-107?° erg.s. 


In tal modo, la funzione d'onda di un sistema fisico quasi-classico 
ha la forma 


YP = aei8/h, (6,1) 


La costante di Planck assume un'importanza fondamentale in 
tutti i fenomeni quantistici. La sua grandezza relativa (in confronto 
con le altre grandezze aventi le stesse dimensioni) determina il 
«grado di quantizzazione » di questo o di quel sistema fisico. Il 
passaggio dalla meccanica quantistica alla meccanica classica, caso 
limite corrispondente alle fasi grandi, può essere formalmente 
descritto come passagio al limite.? per-+ 0 (analogamente il passaggio 
dall’ottica ondulatoria all’ottica geometrica corrisponde al passaggio 
al limite' per ‘lunghezze d'onda tendenti a. zero, 4 -»0). 

Abbiamo dunque precisato la forma limite della funzione d’onda, 
ma resta ancora da sapere in che modo essa sia legata con il moto 
classico secondo una traiettoria. Nel caso generale, il moto descritto 
dalla funzione d'onda non si riduce affatto al moto secondo una 
traiettoria determirtatà:*f1 suo-lugame con il moto classico consiste 
nel fatto che, se a un certo istante iniziale, la funzione d'onda e, di 
conseguenza, la distribuzibnie’ Wfl#' PHobabilità delle coordinate 


1) Essa è stata introdotta in fisica di a M E nel 1900. La costante % 
che useremo dap PROEUETO in questo vò è, propriamente ‘ara do, la costan- 
te di Planck 4 divisa per 2 (notazione, di Dirac). fiala Po, 
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sono date, questa distribuzione « si sposterà » successivamente nel 
modo determinato dalle leggi della meccanica classica (per maggiori 
dettagli su questo problema vedi la fine del $ 17). 

Per ottenere un moto secondo una traiettoria determinata, bisogna 
partire da una funzione d’onda particolare che è sensibilmente dif- 
ferente da zero soltanto in una regione molto piccola dello spazio 
(il cosiddetto pacchetto d’onda); si possono far tendere a zero le 
dimensioni di questa regione insieme con f. Si può affermare allora 
che nel caso quasi-classico il pacchetto d’onda si sposterà nello 
spazio secondo la traiettoria classica della particella. 

Infine, gli operatori della meccanica quantistica debbono ridursi, 
al limite, semplicemente alla moltiplicazione per la corrispondente 
grandezza fisica. 


$ 7. Funzione d'onda e processo di misura 


Ritorniamo al processo di misura le cui proprietà sono state 
qualitativamente esaminate nel $ 1, e vediamo in che modo queste 
proprietà siano legate con l'apparato matematico della meccanica 
quantistica. 

Consideriamo un sistema costituito da due parti: lo strumento 
classico e l’elettrone (considerato come oggetto quantistico). 
processo di misura consiste nel fatto che queste due parti entrano 
in interazione, e in seguito a questa lo strumento passa dal suo stato 
iniziale ad un altro stato; e da questa variazione noi possiamo giudi- 
care lo stato dell’elettrone. Gli stati dello strumento si distinguono 
per i valori di una grandezza fisica (o di più grandezze) che lo carat- 
terizzano, ossia per le « indicazioni dello strumento ». Indichiamo 
convenzionalmente con g questa grandezza e con g, i suoi auto- 
valori; essendo lo strumento classico, gli autovalori assumono, in 
generale, un insieme continuo di valori, ma noi supporremo che 
lo spettro sia discreto, esclusivamente allo scopo di semplificare le 
formule che seguono. La descrizione dello stato dello strumento 
viene realizzata dalle funzioni d'onda quasi-classiche che indicheremo 
con ®, (È), dove l’indice n corrisponde all’« indicazione » g, dello 
strumento e È esprime convenzionalmente l’insieme delle sue coor- 
dinate. Il carattere classico dello strumento si rivela nel fatto che, 
in ogni istante dato, si può affermare con certezza che esso si trova 
in uno degli stati noti P, con un valore determinato della grandezza 
E; per un sistema quantistico, una tale affermazione sarebbe, benin- 
teso, erronea. 

Supponiamo che ®, (È) sia la funzione d’onda dello stato iniziale 
dello strumento (prima della misura) e Y (g) una qualsiasi funzione 
d’onda iniziale normalizzata dell’elettrone (q indica le sue coordi- 
nate). Queste funzioni descrivono indipendentemente lo stato dello 
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strumento e quello dell’elettrone, e, di conseguenza, la funzione 
d’onda iniziale dell’intero sistema è il prodotto 


(9) Do (È). (7,1) 


Successivamente lo strumento e l’elettrone entrano in interazione. 
Applicando le equazioni della meccanica quantistica, si può, in 
linea di principio, seguire le variazioni della funzione d’onda del 
sistema con il tempo. Dopo il processo di misura essa, naturalmente, 
non sarà più un prodotto di funzioni di È e di g. Sviluppandola 
secondo le autofunzioni ®, dello strumento (che costituiscono un 
sistema completo di funzioni), otterremo una somma della forma 


3 An (9) Da (È), (7,2) 


dove A, (g) sono certe funzioni di gq. 

Ora entrano in scena la « natura classica » dello strumento 
e il duplice ruolo della meccanica classica quale caso limite e, al 
tempo stesso, quale fondamento della meccanica quantistica. Come 
è stato già indicato, dato il carattere classico dello strumento, 
la grandezza g (« indicazione dello strumento ») ha un valore deter- 
minato in ogni istante. Questo fatto ci permette di affermare che 
lo stato del sistema strumento + elettrone sarà descritto, in realtà, 
dopo la misura, non dall’intera somma (7,2), bensi solamente da un 
termine corrispondente all’« indicazione » g, dello strumento: 


An (9) Dr (È). (7,3) 


Ne risulta che A, (9) è proporzionale alla funzione d’onda dell’elet- 
trone dopo la misura. Questa non è ancora una vera e propria fun- 
zione d'onda, cosa che segue già dal fatto che la funzione 4, (9) 
non è normalizzata. Essa contiene sia informazioni sulle proprietà 
dello stato dell’elettrone dopo la misura sia la probabilità di avere la 
n-esima «indicazione » dello strumento determinata dallo stato 
iniziale del sistema. 

In virti della linearità delle equazioni della meccanica quan- 
tistica, il legame tra A, (g) e la funzione d’onda iniziale dell'elet- 
trone Y (9) si esprime, in generale, con un operatore integrale lineare 


An (9)= | Kn (9, 9) Y (4) da' (7,4) 


col nucleo X, (9, g') che caratterizza un dato processo di misura. 

Noi supponiamo che la misura considerata sia tale da condurre 
in definitiva, a una descrizione completa dello stato dell'elettrone. 
In altri termini (vedi $ 1), nello stato originatosi le probabilità per 
tutte le grandezze debbono essere indipendenti dallo stato precedente 
dell'elettrone (prima della misura). Ciò significa matematicamente 
che la forma delle funzioni A, (9) deve essere determinata dal processo 
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di misura stesso e non deve dipendere dalla funzione d’onda iniziale 


dell’elettrone Y (9). 
A, deve quindi avere la forma 


An (9) =@n®n (9), (7,5) 


dove @, sono determinate funzioni che supporremo normalizzate, 
e dove soltanto le costanti a, dipendono dallo stato iniziale Y (9). 
Nella relazione integrale (7,4) a ciò corrisponde un nucleo X, (9, 9°) 


f 


che si scompone in prodotto di funzioni soltanto di q e di g': 
Kn (9:9)= Pn (9) Yr (9°), (7,6) 


la relazione lineare tra le costanti a, e la funzione Y (9g) è data 
allora da formule del tipo 


i Î W (9) Y3 (7) da, (7,7) 


dove Y, (g) sono determinate funzioni dipendenti dal processo di 
Misura. 

Le ®, (9g) sono le funzioni d'onda normalizzate dell’elettrone 
dopo la misura. Si vede dunque che il formalismo matematico 
della teoria riflette la possibilità di ottenere attraverso un processo 
di misura lo stato dell’elettrone descritto da una determinata fun- 
zione d’onda. 

Se la misura è fatta su un elettrone con funzione d’onda Y (9) 
data, le costanti a, hanno un senso fisico semplice: conformemente 
alle regole generali, |a, |? è la probabilità che la misura dia il 
risultato n-esimo. La somma delle probabilità di tutti i risultati 
è uguale all'unità: 


i. lan|}=1. (7,8) 


La validità delle formule (7,7) e (7,8) per una funzione arbitraria 
Y (9) (normalizzata) equivale (cfr. $ 3) all’affermazione che una 
funzione arbitraria Y (q) può essere sviluppata secondo le funzioni 
Y,. (g). Ciò significa che le funzioni Y, (9) formano un insieme 
completo di funzioni normalizzate ed ortogonali. 

Se la funzione d’onda iniziale dell'elettrone coincide con una 
delle funzioni Y, (9), è evidente allora che la costante corrispondente 
a, sarà uguale all’unità, mentre saranno nulle tutte le altre. In 
altri termini, la misura fatta sull’elettrone nello stato Y, (4g) darà 
con certezza un risultato determinato (l’r-esimo). 

Tutte queste proprietà delle funzioni Y, (9) provano che esse 
sono le autofunzioni di una grandezza fisica che caratterizza l’elet- 
trone (indichiamola con f) e che si può parlare della misura con- 
siderata come della misura di questa grandezza. 
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È molto importante il fatto che le funzioni Y, (9) non coin- 
cidono, in generale, con le funzioni ©, (9) (queste ultime non sono, 
in generale, mutuamente ortogonali e non costituiscono un sistema 
di autofunzioni di un operatore). Questa circostanza esprime, in 
primo luogo, il fatto che i risultati del processo di misura non pos- 
sono essere riprodotti in meccanica quantistica. Se l’elettrone si 
trovava nello stato Y, (9) la misura della grandezza f effettuata 
su di esso dà con certezza il valore f,. Dopo la misura l’elettrone 
verrà però a trovarsi in uno stato ®n (9), differente da quello iniziale, 
dove la grandezza f non ha alcun valore determinato. Così, sot- 
toponendo l’elettrone a due misure successive, la seconda volta 
otterremo per f" un valore non coincidente con il risultato della 
prima misura!). Per prevedere (nel senso del calcolo della proba- 
bilità) il risultato di una successiva misura, quando è noto il risul- 
tato della prima, bisogna prendere dalla prima misura la funzione 
d’onda ©, (g) dello stato originato da questa misura, e dalla seconda 
la funzione d'onda Y, (9g) dello stato di cui si cerca la probabilità. 
Ciò vuol dire quanto segue. Dalle equazioni della meccanica quanti- 
stica ricaviamo la funzione d’onda @, (9, *) che al momento della 
prima misura è uguale a ©, (9). La probabilità dell’m-esimo risultato 
nella seconda misura, effettuata nell’istante #, è data dal quadrato 


del modulo dell’integrale | Pn (9, 1) Ph. (9) da. 


Noi vediamo che il processo di misura presenta in meccanica 
quantistica un duplice aspetto: il suo ruolo rispetto al passato e al 
futuro è diverso. Rispetto al passato, la misura verifica le probabilità 
dei diversi risultati possibili che si possono prevedere partendo 
dallo stato creato dalla misura precedente. Rispetto al futuro, 
essa crea un nuovo stato (vedi anche $ 44). Il processo di misura 
è quindi, per sua natura, profondamente irreversibile. 

Questa irreversibilità ha un'importanza fondamentale. Come 
vedremo più avanti (vedi $ 18), le equazioni fondamentali della 
meccanica quantistica godono di per sé di simmetria rispetto al 
cambiamento di segno del tempo; sotto questo aspetto, la meccanica 
quantistica non differisce dalla meccanica classica. L’irreversibilità 
del processo di misura introduce però nei fenomeni quantistici 
un’inequivalenza fisica delle due direzioni del tempo, cioè porta 
ad una differenziazione tra futuro e passato. 


1) La non riproducibilità delle misure ammette però un'importante ecce- 
zione: la sola grandezza la cui misura può essere iterata è la coordinata. Due 
misure della coordinata dell’elettrone, effettuate in un intervallo di tempo 
sufficientemente breve, debbono dare valori vicini; il contrario significherebbe 
che l’elettrone ha una velocità infinita. Dal punto di vista matematico, ciò è 
dovuto al fatto che la coordinata commuta con l’operatore dell’energia d'’inte- 
razione dell'elettrone con lo strumento che è (nella teoria non relativistica) una 
funzione solamente delle coordinate. 
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$ 8. Hamiltoniano 


Nella meccanica quantistica la funzione d’onda Y determina 
in modo completo lo stato di un sistema fisico. Ciò significa che 
questa funzione, data in un certo istante, descrive non soltanto tutte 
le proprietà del sistema in questo istante, ma ne definisce anche 
il comportamento in tutti gli istanti successivi (questa descrizione 
è completa, beninteso, nella misura in cui ciòè possibile, in generale, 
nell'ambito della meccanica quantistica). Matematicamente, questa 
circostanza si riflette nel fatto che il valore della derivata 0'Y/0t della 
funzione d’onda rispetto al tempo deve essere determinato, in ogni 
istante, dal valore della funzione stessa Y nello stesso istante e, in 
virtù del principio di sovrapposizione, questa dipendenza deve essere 
lineare. Nella forma più generale, si può scrivere 


.£ OY 7 
ih-—=HY, (8,1) 


dove H è un operatore lineare; la ragione per cui è stato introdotto 
qui il fattore if verrà precisata più avanti. 


Poiché l'integrale | yey dq è una costante non dipendente 
dal tempo, si ha 
d OP* OY 
Ponendo in questa espressione la (8,1) ed applicando nel primo 


integrale la definizione di operatore trasposto, scriviamo (omettendo 
il fattore comune i/k): 


| vA*W-ag— | V*Y da= | Y*H*Y da— | PAY dg= 
= | v*(d*— É) Yag=0. 


Poiché questa uguaglianza deve essere soddisfatta per una fun- 
zione arbitraria Y, ne segue che deve essere valida l’identità H+ = 
= H, cioè l’operatore # è hermitiano. 
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Vediamo ora a quale grandezza fisica questo operatore corri- 
sponde. Utilizziamo a questo scopo l’espressione limite della fun- 
zione d'onda (6,1) e scriviamo: 

hd i 0S 

ax a * 
(l'ampiezza a, che varia lentamente si può anche non derivare). 
Confrontando questa uguaglianza con la definizione (8,1), si vede 
che nel caso limite l'operatore H si riduce a una semplice moltipli- 
cazione per la grandezza —dS/0t. Ciò significa che quest'ultima 
è esattamente la grandezza fisica alla quale corrisponde l'operatore 
hermitiano 7. 

La derivata —0$/0t non è però nient'altro che la funzione di 
Hamilton # del sistema meccanico. Di conseguenza, H è l’operatore 
che corrisponde, nella meccanica quantistica, alla funzione hamil- 
toniana. Esso è chiamato operatore di Hamilton o, in altri termini, 
hamiltoniano del sistema. Se si conosce la forma dell’hamiltoniano, 
l'equazione (8,1) determina allora le funzioni d’onda del sistema 
fisico dato. Questa equazione fondamentale della meccanica quan- 
tistica è detta equazione d'onda. 


$ 9. Derivazione di operatori rispetto al tempo 


Il concetto di derivata di una grandezza fisica rispetto al tempo 
non può essere definito in meccanica quantistica nel senso che esso 
ha in meccanica classica. Infatti, la definizione di derivata nella 
meccanica classica è legata alla considerazione dei valori della 
grandezza in due istanti vicini ma differenti. Nella meccanica quan- 
tistica invece una grandezza avente un valore determinato in un 
certo istante non ha, in generale valore determinato negli istanti 
successivi; di questo abbiamo già parlato dettagliatamente nel $ 1. 

Dunque, il concetto di derivata rispetto al tempo deve essere 
definito in meccanica quantistica in modo diverso. È naturale 


definire la derivata f di f come grandezza il cui valore medio è uguale 
alla derivata rispetto al tempo del valore medio f. Si ha dunque per 
definizione 


j=f. (9,1) 
Partendo da questa definizione non è difficile ottenere l’espres- 


sione dell’operatore quantistico } corrispondente alla grandezza f: 


j=î=3 | Y*ft dg= | ye 2 wag+ 
+ {iP d4+ | vj da. 
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Qui 0f/0t è un operatore dedotto per derivazione dell’operatore f 
rispetto al tempo, dal quale quest’ultimo può dipendere come 
da un parametro. Sostituendo le derivate dY/0t, dY*/0t con le loro 
espressioni (8,1), otteniamo 


fe | yet wag++ | (*y*) Îr da—+ | Wi (ÎY) dg. 
Poiché l'operatore H è hermitiano, si ha 
| diro ge) dg= | VoAjY da; 
abbiamo quindi 
= dî | i 53: i 36 
Poiché, d'altra parte, ci deve essere, per definizione di valore 
medio, f= Î ywasy dq, ne segue che l’espressione compresa tra 
parentesi sotto il segno d'integrazione rappresenta l’operatore cer- 
cato f): 
id i 8f- ji 9,2 
f=7+7 (05-18). (9,2) 
1) In meccanica classica, per la derivata totale rispetto al tempo di una 


grandezza f, che è funzione delle coordinate generalizzate g; e delle quantità di 
moto p; del sistema, si ha 


df Gdf of * df 
at d (Fr ttan ri) 


Eseguendo, conformemente alle equazioni di Hamilton, le sostituzioni gi si 


= = — ca otteni 

= dp; o Pi = dg; s nlamo 
di _ df _ of dH di dH\. 
= VA» fl, [H, f] = DÌ (3 dpi — dpi "dd ) ’ 


{H, f] e la cosiddetta parentesi di Poisson per le grandezze f ed H (vedi vol. I, 
Meccanica, $ 42). Controntando con l'espressione (9,2), vediamo che quando si 
assa al limite classico l’operatore i (H4f — fH), in prima approssimazione, 
iventa zero, come deve essere, e nell’approssimazione successiva (in è) diventa 
h [H, f]. Questo risultato è valido anche per due grandezze arbitrarie f e g: l'ope- 
ratore i (fg — gf) si riduce, al limite, alla grandezza è [f, g], dove [f, g] è la 
parentesi di Poisson 


e og df dg df 
(1 01= D (arr ar dpi dar) 


Ciò risulta dal fatto che noi possiamo sempre immaginare formalmente un 
sistema il cui hamiltoniano coincide con g. 
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Se l’operatore f non dipende dal tempo esplicitamente, allora f 
si riduce, a meno di un fattore, al commutatore dell'operatore 


“n 


f con l’hamiltoniano. 
Una classe molto importante di grandezze fisiche è costituita 


da quelle grandezze i cui operatori non dipendono esplicitamente 
dal tempo e che, inoltre, commutano con l’hamiltoniano in modo 


tale che f= 0. Tali grandezze si chiamano conservative. Per 


esse f= f = 0, cioè f = costante. In altri termini, il valore medio 
della grandezza resta costante nel tempo. Si può ugualmente affer- 
mare che se, nello stato dato, la grandezza f ha un valore determinato 
(cioè se la funzione d'onda è un’autofunzione dell’operatore f), 
essa avrà anche negli istanti successivi un valore determinato ed 
esattamente lo stesso. 


$ 10. Stati stazionari 


L’hamiltoniano di un sistema isolato (nonché di un sistema che 
si trova in un campo esterno costante e non variabile) non può 
contenere il tempo esplicitamente. Ciò risulta dal fatto che tutti 
gli istanti sono equivalenti relativamente a tale sistema fisico. 
D'altra parte, poiché ogni operatore, come è ovvio, commuta con 
se stesso, possiamo concludere che la funzione di Hamilton di un 
sistema, che non si trova in un campo esterno variabile, si conserva. 
Come è noto, la funzione conservativa di Hamilton si chiama energia. 
La legge della conservazione dell’energia significa in meccanica 
quantistica che se, nello stato dato, l'energia ha un valore deter- 
minato, questo valore resterà costante nel tempo. 

Gli stati di un sistema in cui l’energia ha valori determinati 
sono detti stati stazionari. Essi sono descritti da funzioni d’onda Y, 
che sono autofunzioni dell’operatore di Hamilton, cioè funzioni 
che soddisfano l'equazione HAY, = EnYn, dove £, sono gli auto- 
valori dell'energia. Ne segue che l’equazione d’onda (8,1) per la 


funzione Y, 


inn BW,= EnYn 


può essere integrata direttamente rispetto al tempo, e dà 


Wi=e 3 "n (9, (10,1) 


dove y, è funzione delle sole coordinate. Questa espressione deter- 
mina la dipendenza delle funzioni d’onda degli stati stazionari 


dal tempo. 
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Indicheremo con la lettera minuscola w le funzioni d'onda degli 
stati stazionari senza il fattore temporale. Queste funzioni, come 
pure gli stessi autovalori dell’energia, sono determinate dall’equa- 
zione 


Hy=Ew. (10,2) 


Lo stato stazionario con valore dell’energia minimo tra tutti 
quelli possibili si chiama stato normale oppure fondamentale del 
sistema. 

Lo sviluppo di una funzione d'onda Y in funzioni d'onda degli 
stati stazionari ha la forma 


-i1En 
vP= Zi ane n wn(9). (10,3) 


I quadrati |a, |? dei coefficienti dello sviluppo rappresentano, 
come al solito, le probabilità dei diversi valori dell’energia del 
sistema. 

La distribuzione delle probabilità per le coordinate nello stato 
stazionario è data dal quadrato | Y, |} = | +, |°; si vede che essa 
non dipende dal tempo. Lo stesso si può dire anche dei valori medi 


F= | vaftnda= | viftndg 


di una grandezza fisica qualsiasi f (il cui operatore non dipende 
dal tempo esplicitamente). 

Come è stato detto, l'operatore di ogni grandezza conservativa 
commuta con l’hamiltoniano. Ciò significa che ogni grandezza fisica 
conservativa può essere misurata simultaneamente con l'energia. 

Tra i differenti stati stazionari vi possono essere degli stati 
che corrispondono a uno stesso autovalore dell'energia, e che si 
distinguono per valori di altre grandezze fisiche. Questi autovalori 
dell'energia (detti anche Livelli energetici del sistema), ai quali 
corrispondono più stati stazionari differenti, si chiamano degeneri. 
Dal punto di vista fisico la possibilità dell’esistenza di livelli dege- 
neri è dovuta al fatto che, in generale, l’energia non costituisce di 
per sé un sistema completo di grandezze fisiche. 

I livelli energetici del sistema sono, in generale, degeneri se ci 
sono due grandezze fisiche conservative f e g i cui operatori non 
commutano tra loro. Infatti, sia + la funzione d’onda di uno 
stato stazionario in cui, contemporaneamente con l'energia, 
la grandezza f ha un valore determinato. Si può allora affermare 


che la funzione gw non coincide (a meno di un fattore costante) 
con \; il contrario significherebbe che la grandezza g avrebbe anch’es- 
sa un valore determinato, e ciò è impossibile perché f e g non pos- 


sono essere misurate simultaneamente. D'altra parte, gw è auto- 
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funzione dell’hamiltoniano corrispondente allo stesso valore dell’ener- 
gia È cui corrisponde anche »w: 


Î (g4)= gAy=E(gy). 


In tal modo, si vede che all’energia £ corrispondono più autofun- 
zioni, cioè il livello è degenere. 

ovvio che ogni combinazione lineare di funzioni d’onda, 
corrispondenti a uno stesso livello energetico degenere, è anch’essa 
un’'autofunzione con lo stesso valore dell'energia. In altri termini, 
la scelta delle autofunzioni corrispondenti a un valore degenere 
dell'energia non è univoca. Le autofunzioni arbitrariamente scelte 
di un livello degenere non sono, in generale, mutuamente ortogonali. 
Tuttavia, una scelta appropriata di loro combinazioni lineari 
permette sempre di ottenere un insieme di autofunzioni mutuamente 
ortogonali (e normalizzate)!). 

Queste affermazioni relative alle autofunzioni di un livello dege- 
nere riguardano, ovviamente, non soltanto le autofunzioni dell’ener- 
gia, bensi anche le autofunzioni di ogni operatore. Sono automati- 
camente ortogonali soltanto le funzioni corrispondenti a diversi 
autovalori di un operatore dato; quanto alle funzioni corrispondenti 
a uno stesso autovalore degenere, esse non sono, in generale, orto- 
gonali. 

Se l’hamiltoniano di un sistema rappresenta una somma di 
due (o più) parti, 4 = #, + H,, di cui l'una contiene le sole coor- 
dinate g; e l’altra le coordinate gs, le autofunzioni dell’operatore 
H possono essere scritte allora sotto forma di prodotti di autofunzioni 


degli operatori #7, ed #7, e gli autovalori dell'energia sono uguali 
alle somme degli autovalori di questi operatori. 

Lo spettro degli autovalori dell'energia può essere sia discreto 
che continuo. Lo stato stazionario dello spettro discreto corrisponde 
sempre a un moto finito del sistema, cioè a un moto in cui né il sistema 
nel suo complesso, né alcuna delle sue parti, si allontana all'infinito. 


Infatti, per le autofunzioni dello spettro discreto, l’integrale | |P |? 


dg esteso a tutto lo spazio è finito. Ciò significa in ogni caso che il 
quadrato | Y |? decresce in modo sufficientemente rapido e si annulla 
all’infinito. In altri termini, la probabilità dei valori infiniti delle 
coordinate è nulla, cioè il sistema compie un moto finito 0, come 
si dice ancora, si trova in uno stato legato. 


L’integrale { | W |? dg diverge per le funzioni d’onda dello 


1) Ciò si ottiene in un'infinità di modi; infatti, il numero di coefficienti 
indipendenti in una trasformazione lineare di n funzioni è uguale ad n?, mentre 
il numero di condizioni di normalizzazione e di ortogonalità di n funzioni è 
uguale a n (n + 1)/2, cioè è inferiore ad n?. 
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spettro continuo. Il quadrato della funzione d’onda | Y |? non dà 
in questo caso direttamente la probabilità dei diversi valori delle 
coordinate e deve essere considerato solamente come una grandezza 
proporzionale a questa probabilità. La divergenza dell’integrale 


| W |? dq è sempre dovuta al fatto che | Y |? non si annulla all’in- 
finito (0 comunque nor si annulla con sufficiente rapidità). Si può 
affermare quindi che l’integrale | | W JPdg calcolato all’esterno di una 


qualsiasi superficie chiusa arbitrariamente grande ma finita, con- 
tinua ancora ad essere divergente. Ciò significa che, nello stato 
considerato, il sistema (o una delle sue parti) si trova all'infinito. 
Per una funzione d'onda che rappresenta la sovrapposizione di 
funzioni d'onda di diversi stati stazionari dello spettro continuo, 


l'integrale i | P [? dg può convergere, nel qual caso il sistema si 


trova in una regione finita dello spazio. Tuttavia, col passar del 
tempo questa regione si sposterà indefinitamente e infine il sistema 
si allontanerà all’infinito. 

Infatti, una sovrapposizione arbitraria di funzioni d'onda dello 
spettro continuo ha la forma 


dn 
W= fase ® pe (g) de. 


Il quadrato del modulo di Y può essere scritto sotto forma di 
un integrale doppio 


|Y= {| asabet "pe (9) VE (9) dE de. 


Se si prende la media di questa espressione in un certo intervallo 
di tempo 7 e si fa tendere poi 7 all’infinito, i valori medi dei fattori 
oscillanti exp {i (E' — E) #/R.} e, al tempo stesso, l'integrale, nel 
suo insieme nel limite tenderanno a zero. In altri termini, la media 
rispetto al tempo della probabilità che il sistema si trovi in uno 
sottospazio limitato qualsiasi dello spazio delle configurazioni 
si annulla; ma ciò è possibile solamente se il moto si estende in 
tutto lo spazio infinito!). 

In tal modo, gli stati stazionari dello spettro continuo corri- 
spondono a un moto infinito del sistema. 


(E° 


— 1!) Notiamo che per la funzione Y, che rappresenta la sovrapposizione delle 
funzioni dello spettro discreto, si avrebbe 


sea i 
[FF= S anof exp {7 (Em—En)t} wothi = DI lantn (9), 
n,m n 
cioè la densità di probabilità resta finita quando si prende la media rispetto 
al tempo. 
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$ Il. Matrici 
Supponiamo per comodità ‘che il sistema considerato abbia uno 
spettro energetico discreto (tutte le relazioni che otterremo si gene- 
ralizzano immediatamente anche al caso dello spettro continuo). 
Sia Y = Ma,Y, lo sviluppo di una funzione d’onda arbitraria 
in funzioni d’onda Y, degli stati stazionari. Sostituendo questo 
sviluppo nella definizione (3,8) del valore medio di una grandezza f, 
otteniamo 
f=D daramfam(t), (11,1) 
n m 


dove le f,m (t) sono gli integrali 


Înm (1) = | L'AVA ANITA (11,2) 


L'insieme delle grandezze f,m (i), per tutti gli r e m possibili, 
è detto matrice della grandezza f, e si dice che ogni f,m (t) è l'elemento 
di matrice corrispondente alla transizione dallo stato m allo stato n?). 

La dipendenza degli elementi di matrice fnm (t) dal tempo è 
determinata (se l'operatore f non contiene # esplicitamente) dalla 
dipendenza dal tempo delle funzioni Y,. Sostituendo ad esse le 
loro espressioni (10,1), troviamo che 


fnm (1) = fame nm, (11,3) 
dove 
Onm= (11,4) 


è la frequenza di transizione tra gli stati n ed m, e le grandezze 
fnm= | WaÎWm da (11,5) 


formano la matrice non dipendente dal tempo della grandezza f, 
che è poi la matrice che si usa abitualmente”). 


1) La rappresentazione matriciale delle grandezze fisiche è stata introdotta 
da W. Heisenberg nel 1925 ancora prima che Schròdinger avesse scoperto l’equa- 
zione d'onda. Più tardi, la « Meccanica matriciale » è stata sviluppata da 
M. Born, W. Heisenberg e P. Jordan. 

2) Data la indeterminatezza del fattore di fase nelle funzioni d’onda nor- 
malizzate (vedi $ 2), anche gli elementi di matrice fnm (ed fnm (t)) sono deter- 


? a x (AA) . 4 
minati a meno di un fattore della forma e” "*) Questaindeterminatezzanon 


influisce su nessun risultato fisico. 
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Gli elementi matriciali della derivata } si ottengono derivando 
rispetto al tempo gli elementi di matrice della grandezza f; ciò 
segue immediatamente dal fatto che 


DEA 3 3 a*aminm (8). (11,6) 


Dalla (11,3) per gli elementi di matrice di j si ha quindi: 
Înm (t) = iOnmfnm (4) (14,7) 


oppure (sopprimendo dall’una e dall'altra parte il fattore temporale 
e'©nm') per gli elementi di matrice non dipendenti dal tempo 


(Î)nm = i@nm/nm = + (En — Em) Înm- (11,8) 


Per rendere più semplici le notazioni nelle formule, deduciamo 
ora tutte le relazioni per gli elementi di matrice non dipendenti dal 
tempo; relazioni identiche valgono anche per le matrici dipendenti 
dal tempo. 

Per gli elementi di matrice della grandezza f* complessa coniugata 
di f, si ha, tenendo conto della definizione di operatore aggiunto 


(f*)nm = | vif dn, dq = | Wii * dm dq = | Pmf*Y% dq, 
cioè 
(1*)nm = (fmn)®. (11,9) 


Per le grandezze fisiche reali, le uniche che noi abitualmente 
consideriamo, si ha dunque 


Înm= fmn (11,10) 


(f#tn sta in luogo di (fmn)*). Tali matrici, come pure gli operatori 
corrispondenti, sono dette hermitiane. 

Gli elementi di matrice con n = m si dicono diagonali. Questi 
elementi non dipendono dal tempo, e dalla (11,10) risulta evidente 
che essi sono reali. L'elemento f,, rappresenta il valore medio della 
grandezza f .nello stato W,. 

Senza difficoltà si può stabilire la regola di moltiplicazione delle 
matrici. A questo fine osserviamo preliminarmente che vale la formula 


Îon= D) Smn Pm. (11,11) 


DI 


Questa espressione non è altro che lo sviluppo della funzione fw, 
in funzioni )m, con i coefficienti determinati secondo la regola 
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generale (3,5). Tenendo conto di questa formula, per il risultato 
dell’azione del prodotto di due operatori su w, abbiamo: 


h, m 


Î8%n=Î(£Wn)=Î 2 Eina = Zi EnnfPxn = dI EanfmkWm- 


Poiché, d’altra parte, deve essere 


Î8n == Z (ÎE)mn Pm, 


noi possiamo concludere che gli elementi di matrice del prodotto fg 
sono determinati dalla formula 


(1€)mm = Zi fmaBan (11,12) 


Questa regola coincide con la regola di moltiplicazione delle matrici 
utilizzata in matematica: le righe della prima matrice del prodotto 
si moltiplicano per le colonne della seconda. 

Assegnare una matrice equivale ad assegnare l'operatore stesso. 
In particolare, cio permette, in linea di principio, di determinare 
gli autovalori della grandezza fisica data e le autofunzioni corri- 


spondenti. 
Consideriamo i valori di tutte le grandezze in un istante deter- 


minato, e sviluppiamo una funzione d’onda arbitraria Y (in questo 


istante) in autofunzioni dell’hamiltoniana #, cioè in funzioni 
d’onda w,, non dipendenti dal tempo, degli stati stazionari: 


'ATDI CmYPm, (11,13) 


dove i coefficienti dello sviluppo sono indicati con c,,. Sostituiamo 


questo sviluppo nell’equazione ÎY = fY che determina gli auto- 
valori e le autofunzioni della grandezza f. Abbiamo 


Z Cm (fm) =f 2 CmPm- 


Moltiplichiamo per pai due membri di questa equazione ed inte- 
griamo in dg. Ciascuno degli integrali { Wir dq nel primo membro 
dell'uguaglianza è l’elemento di matrice corrispondente f,,m. Nel 
secondo membro invece, tutti gli integrali | wrWwm dg conm+# n 
sono nulli in forza della ortogonalità delle funzioni w,, e 
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{ ptp,dg = 1 poiché esse sono normalizzate!): 


3 ÎnmOm= ÎCn, (11,14) 


oppure 
x (fnm — fònm) Cm= 0, 


dove 
s | 0, n5gm, 


i, n=m. 


Abbiamo ottenuto dunque un sistema di equazioni algebriche 
omogenee di primo grado (con le incognite cm). Come è noto, tale 
sistema ammette soluzioni non nulle soltanto se il determinante dei 
coefficienti è nullo, cioè a condizione che 


|fnm—fOnm|=0. (41,15) 


Le radici di questa equazione (in cui f funge da incognita) rappre- 
sentano esattamente i valori possibili della grandezza f. L'insieme 
delle grandezze c,,, che soddisfano le equazioni (11,14), con f uguale 
a uno di questi valori, determina l’autofunzione corrispondente. 

Se, nella definizione (11,5) degli elementi di matrice della 
grandezza f, si prendono come +, le autofunzioni di questa stessa 


grandezza, allora, in virtù dell’equazione fipn = fnWn; si avrà 


fnm= | WRÎm da = fm | Wim da. 


Dato che le funzioni y,, sono ortogonali e normalizzate, si ha fnm = 0 
per n + m ed fmm = fm. Cosi, soltanto gli elementi di matrice 
diagonali sono diversi da zero, e ciascuno di essi è uguale all’auto- 
valore corrispondente della grandezza f; una matrice che ha diversi 
da zero solo questi elementi si dice ridotta in forma diagonale. In 
particolare, nella rappresentazione ordinaria dove le w, sono le 
funzioni d’onda degli stati stazionari, la matrice dell’energia è 
diagonale (nonché le matrici di tutte le altre grandezze fisiche 
aventi valori determinati negli stati stazionari). In generale, 


1) Conformemente alla regola generale ($ 5), l’insieme dei coefficienti c, 
dello sviluppo (11,13) può essere considerato come funzione d’onda nella « rap- 
presentazione dell’energia » (dove la variabile è l'indice n che numera gli auto- 
valori dell'energia). Per quanto riguarda la matrice f,m, essa funge da operatore 
f in questa rappresentazione la cui azione sulla funzione d’onda è determinata 
dall'espressione contenuta nel primo membro della equazione (11,14). La for- 
mula f= SD} cr (fnmém) corrisponde allora all'espressione generale del valore 
medio della grandezza mediante il suo operatore e la funzione d’onda dello 
stato dato. 
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della matrice di una grandezza f definita tramite le autofunzioni 


di un operatore g si dice che essa è la matrice di f nella rappresenta- 
zione in cui g è u. “onale. Dappertutto, salvo avviso contrario, 
noi intenderemo per matrice di una grandezza fisica la matrice nella 
rappresentazione ordinaria in cui l'energia è diagonale. Tutto quanto 
detto sopra sulla dipendenza delle matrici dal tempo riguarda, 
naturalmente, soltanto questa rappresentazione ordinaria!). 

Con l’aiuto della rappresentazione matriciale degli operatori 
si può dimostrare il teorema del $ 4: se due operatori sono com- 
mutativi, essi ammettono un sistema completo comune di autofun- 


zioni. Siano f e g due tali operatori. Da fe = gf e dalla regola di 
moltiplicazione delle matrici (11,12) segue che 


2: ÎmhEhn = Zi Emk}nn- 


Prendendo come sistema di funzioni $,, mediante le quali calcolare 


gli elementi di matrice, le autofunzioni dell’operatore f, avremo 
Îm®a = 0 per m=£ k, in modo che l'uguaglianza scritta si riduce 


a ÎmmEmn = Emalna oppure 
&mn (fm TRE În) = 0 


Se tutti gli autovalori f, della grandezza f sono diversi, si 
avrà fm — in #0 per tutti gli m# r, cosicché gm = 0. La ma- 
trice mn è quindi pure diagonale, cioè le y, sono ugualmente 
le autofunzioni della grandezza fisica g. Ma se si trovano tra le 
fn dei valori uguali (cioè se esistono degli autovalori ai quali 
corrispondono pit autofunzioni differenti), gli elementi di matrice 
Emn corrispondenti a ciascuno dei gruppi di funzioni w, di questo 
genere sono, in generale, diversi da zero. Nondimeno, le com- 
binazioni lineari delle funzioni w, corrispondenti a un autovalore 
della grandezza f sono anch’esse autofunzioni di f; queste combina- 
zioni si possono sempre scegliere in modo tale da annullare gli elementi 
di matrice non diagonali corrispondenti £mn, ed ottenere cosî anche 
in questo caso un sistema di funzioni che sono contemporaneamente 


autofunzioni sia dell’operatore f che dell’operatore g. 
Riportiamo qui una formula assai utile nelle applicazioni 


(F). —n, (11,16) 


dove À è un parametro dal quale dipende l’hamiltoniano 7 (e, da cui 
dipendono, quindi, anche gli autovalori dell’energia £,). Infatti, 


i) Dato che la matrice dell’energia è diagonale, è facile provare che l’u- 
guaglianza (11,8) è la relazione operatoriale (9,2) scritta in forma matriciale. 
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derivando l'equazione (A — £,) w, = 0 rispetto a 4 e moltiplican- 
done il primo membro per wi, otteniamo: 


Wi (H — E) o — «(5 La 


a Go 


integrando rispetto a dg, il primo membro di questa equazione si 
annulla perché, in virtù del fatto che l’operatore É è hermitiano, si ha 


7] Pn pn & 
{vai £n) Sr dg= | (AE) ti da. 


Il secondo membro dà l'uguaglianza cercata. 

Nei testi moderni trova una vasta applicazione un sistema di 
notazioni (introdotto da Dirac) dove gli elementi di matrice fnm 
si scrivono come s3rue!):; 


n}f|m}. (11,17) 


Questo simbolo è costruito in modo tale che lo si può considerare 
come simbolo « formato » dalla notazione della grandezza f e dai 
simboli |]|m>e< n |], che indicano rispettivamente gli stati ini- 
ziale e finale (indipendentemente dalla rappresentazione nella quale 
sono utilizzate le funzioni d'onda dello stato). Questi stessi simboli 
permettono di « formare» le notazioni per i coefficienti dello sviluppo 
delle funzioni d’onda: se si ha un insieme completo di funzioni 
d'onda corrispondenti agli stati |n, >, |Ra>, ..., i coeffi- 
cienti dello sviluppo della funzione d’onda di uno stato | m >si 
denotano con<n; |m>.:: 


(re; | m) = | 48, 6m dg. (11,18) 


$ 12. Trasformazione di matrici 


Gli elementi di matrice di una stessa grandezza fisica possono 
essere determinati relativamente a diversi insiemi di funzioni d’onda. 
Tali possono essere, per esempio, le funzioni d’onda degli stati 
stazionari descritti da insiemi differenti di grandezze fisiche, o le 
funzioni d'onda degli stati stazionari di uno stesso sistema, posto 
in differenti campi esterni. Nascé quindi il problema della trasfor- 
mazione delle matrici da una rappresentazione ad un’altra. 


1) In questo libro useremo ambedue le notazioni degli elementi di matrice. 
La notazione (11,17) è particolarmente comoda quando ciascuno degli indici 
deve essere scritto sotto forma di un insieme di più lettere. 
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Siano w, (9) e wr(g) (n= 1, 2, ...) due sistemi completi di 
funzioni ortonormali. Essi sono legati l’uno all’altro da una tra- 
sformazione lineare 


Wa = bi Smn Pm, (12,1) 


che rappresenta semplicemente lo sviluppo delle funzioni w, secondo 
il sistema completo di funzioni w,. Questa trasformazione può 
essere scritta in forma operatoriale 

Pn = Sn. (12,2) 


L'operatore S deve soddisfare una condizione determinata per 
assicurare l’ortonormalità delle funzioni pn, quando essa vale per 
le funzioni w,. Infatti, sostituendo la (12,2) nella condizione 


wr wr dg = Smn e tenendo conto della definizione di operatore 
trasposto (3,14), otteniamo 


Î (Sn) S*pm dg = i rs Sn dq = Omn- 
Perché questa uguaglianza abbia luogo per tutte le m, n, è neces» 
sario che $*$S = 4, oppure 
Se $$ (12,3) 


cioè l'operatore inverso coincide con l'operatore aggiunto. Gli 
operatori che godono di tale proprietà sono detti unitari. In virtù 


di questa proprietà, la trasformazione y, = S-lph, inversa della 
(12,1), è data dalla formula 


Pn = 2: StmPmo (12,4) 


Scrivendo le uguaglianze $+S = 1 oppure $S+*=41 in forma 
matriciale, otteniamo le condizioni di unitarietà nella forma 


dI St.Sin= Smn (12,5) 
l 
O 
dI Sa Sni= Om: (12,6) 
[ 


Consideriamo ora una grandezza fisica f e scriviamone gli elementi 
di matrice nella «nuova» rappresentazione, cioè rispetto alle fun- 
zioni pn. Essi sono dati dagli integrali 


fwatfion ag= | (8*un) GSwn) dg = | SS dg= | prS1S de. 
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Ne risulta che la matrice dell’operatore 7 coincide, nella nuova 
rappresentazione, con la matrice dell’operatore 
Î=sifs (12,7) 


della vecchia rappresentazione!), 
La somma degli elementi di matrice diagonali si chiama traccia 


della matrice e si indica con Tr f?): 
Trf=2/nn (12,8) 


Osserviamo anzitutto che la traccia del prodotto di due matrici 
non dipende dall’ordine dei fattori 


Tr (fg) = TT (gf). (12,9) 
Infatti, secondo la regola di moltiplicazione delle matrici si ha: 


Tr (fe) = 2 ÎnhE4n = n 2 Ennfnn = TT (gf). 


Analogamente si prova che per il prodotto di più matrici la traccia 
non cambia per una permutazione ciclica dei fattori; cosi, 
Tr ({gh)=Tr (hfg) = Tr (ghj). (12,10) 
Una proprietà estremamente importante della traccia è la sua 
indipendenza dalla scelta del sistema di funzioni rispetto alle quali 
sono determinati gli elementi di matrice. Infatti, 
Trf = TESS) Te (SS) Tr. (12,11) 


Notiamo anche che una trasformazione unitaria lascia invariata 
la somma dei quadrati dei moduli delle funzioni trasformate. Infatti, 
tenendo conto della (12,6), abbiamo 

DipiP= D ShiaShf=  vatfou=|w. (42,12) 
ì ‘ , È 


Ogni operatore unitario può essere rappresentato nella forma 


S=eiì, (12,13) 
1) Se {f, g} = —ihc è la regola di commutazione di due operatori Îerg, 
dopo la trasformazione (12,7) si ottiene {f", g'} = —ifc’, cioè la regola resta 


invariata. Nella nota alla pag. 45 è stato indicato che c è l’analogo quantistico 
della parentesi classica di Poisson [f, gl}. Ma in meccanica classica le parentesi di 
Poisson sono invarianti rispetto alle trasformazioni canoniche delle variabili 
(delle coordinate e quantità di moto generalizzate; vedi vol. I, Meccanica $ 45). 
In questo senso, si può dire che le trasformazioni unitarie in meccanica quanti- 
stica hanno un ruolo analogo a quello delle trasformazioni canoniche in mecca- 
nica classica. 

2) Si usa anche il simbolo Sp, dal tedesco spur. È ovvio che per 
prendere in considerazione la traccia di una matrice la somma su n deve essere 


convergente. 
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Ca) 


dove A è un operatore hermitiano; infatti, da R* = AR segue che 
$+= eni = eri = SA. 
Notiamo qui lo sviluppo 


$=S458=Î4 {7,18 +3 {7 i), i+... (4214 


che può essere facilmente provato con una verifica diretta mediante 
lo sviluppo dei fattori exp (+if) in potenze dell’operatore A. 


Questo sviluppo può essere utile quando R è proporzionale a un 
parametro «piccolo», cosicché la (12,14) diventa lo sviluppo in potenze 
di questo parametro. 


$ 13. Operatori in rappresentazione di Heisenberg 


Nell’apparato matematico della meccanica quantistica che 
abbiamo esposto gli operatori corrispondenti alle diverse grandezze 
fisiche agiscono sulle funzioni delle coordinate e di per se stessi non 
dipendono di solito esplicitamente dal tempo. La dipendenza dei 
valori medi delle grandezze fisiche dal tempo non appare che attra- 
verso la dipendenza temporale della funzione d’onda dello stato 
secondo la formula 


Fa= | Ya) Î1 (9, 6) da. (13,1) 


L'apparato della meccanica quantistica può essere però formu- 
lato in una forma un po’ differente, ma equivalente, dove la dipen- 
denza dal tempo è trasferita dalle funzioni d’onda agli operatori. 
Anche se in questo volume noi non ci serviremo di tale rappresenta- 
zione (detta di Heisenberg a differenza di quella di Schròdinger), 
la formuliamo qui tenendo presente la sua applicazione nella teoria 
relativistica. 

Introduciamo l’operatore unitario (cfr. (12,13)) 


= = --— Ht 


Seen (13,2) 


dove H è l’hamiltoniano del sistema. Per definizione, le sue auto- 


funzioni coincidono con le autofunzioni dell’operatore ‘7, cioè con 
le funzioni d’onda degli stati stazionari w, (g) in modo che 


Spn (== e 3 "a (9. (13,3) 


Ne segue che lo sviluppo (10,3) di una funzione d’onda qualsiasi 
* in funzioni d'onda degli stati stazionari può essere scritto in 
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forma operatoriale nel modo seguente 


Y (g, 1)=SY (9,0), (13,4) 


cioè l’azione dell’operatore $ trasforma la funzione d’onda del 
sistema all’istante iniziale nella funzione d'onda a un istante 
arbitrario. 

Introducendo, conformemente alla (12,7), l'operatore dipendente 
dal tempo 


Î(=$S-1f$, (13,5) 
avremo 


7 (= | Y* (4,0) Î (6) Y (a, 0) da, (13,6) 


cioè scriviamo la formula del valore medio di f (che è la definizione 
di operatore) in maniera tale che la dipendenza dal tempo sia tra- 
sferita interamente sull’operatore. 

È evidente che gli elementi di matrice dell’operatore (13,5) 
relativamente alle funzioni d'onda degli stati stazionari coincidono 
con gli elementi di matrice dipendenti dal tempo fnm (t), dati dalla 
formula (11,3). 

Infine, derivando l’espressione (13,9) rispetto al tempo (suppo- 


nendo che gli operatori stessi f ed H non contengano ?), otteniamo 
l'equazione 


o f(00=[Hj()—f(1) H), (13,7) 


analoga alla formula (9,2), ma avente un senso alquanto differente: 
l’espressione (9,2) rappresenta la definizione dell’operatore f della 


grandezza fisica corrispondente f, mentre il primo membro dell’equa- 
zione (13,7) contiene la derivata rispetto al tempo dell’operatore 
della grandezza stessa f. 


$ 14. Matrice densità 


La descrizione di un sistema mediante una funzione d’onda 
rappresenta, in meccanica quantistica, la descrizione più completa 
possibile nel senso indicato alla fine del $ 1. 

Più avanti avremo a che fare con stati, che non ammettono tale 
descrizione, considerando un sistema che è parte di un altro sistema 
chiuso più grande. Supponiamo che l’intero sistema chiuso si trovi 
in uno stato descritto dalla funzione d'onda Y (9, x), dove z indica 
l'insieme delle coordinate del sistema considerato e gq le altre coor- 
‘ dinate del sistema chiuso. In generale, questa funzione non è affatto 
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fattorizzabile nel prodotto di funzioni delle sole x e delle sole g, 
e quindi il sistema non ha una sua funzione d’onda!). 

Sia f una grandezza fisica relativa al nostro sistema. Di conse- 
guenza, il suo operatore agisce soltanto sulle coordinate 7, ma non 
sulle g. Il valore medio di questa grandezza nello stato considerato è 


7= {| W° (9, 2) ÎY (4, 2) da de. (14,1) 
Introduciamo la funzione p (x, x’) con la definizione 
p(2, 29)= | Y (9,2) Y* (4, 2°) da, (14,2) 


dove l'integrazione è estesa solamente alle coordinate g; questa 
funzione è detta matrice densità del sistema. Dalla definizione (14,2) 
risulta evidente che essa gode della proprietà di « hermiticità » 


p* (cr, x')=Pp(2, 2). (14,3) 
Gli « elementi diagonali » della matrice densità 
p(2, 2)= || (a, 2) Pdg 


determinano la distribuzione di probabilità delle coordinate del 
sistema. _ 

La matrice densità permette di scrivere il valore medio f nella 
forma 


f= | [fp (2, Cilea dx. (14,4) 


Qui f agisce solamente sulle variabili 7 della funzione g (x, 2’); 
nel risultato ottenuto bisogna poi porre 2’ = x. Si vede che, cono- 
scendo la matrice densità, si può calcolare il valore medio di qual- 
siasi grandezza che caratterizza il sistema. Ne segue che mediante 
f (7, 7’) si possono determinare anche le probabilità dei diversi 
valori delle grandezze fisiche del sistema. Di conseguenza, lo stato 
di un sistema che non ha funzione d’onda può essere descritto dalla 
matrice densità. La matrice densità non contiene le coordinate g 
non relative al sistema dato, anche se dipende, di fatto, dallo stato 
dell’intero sistema chiuso. 

La descrizione mediante la matrice densità è la forma più gene- 
rale di descrizione quantistica di un sistema. La descrizione mediante 


1) Perché la funzione Y (q, x) ammetta tale fattorizzazione (nell’istante 
dato) la misura, in seguito alla quale è stato creato lo stato dato, deve descrive- 
re completamente il sistema considerato e il resto del sistema chiuso separata- 
mente. Perché Y (g, x) conservi questa forma negli istanti successivi è necessa- 
rio, inoltre, che queste parti del sistema chiuso non interagiscano tra di loro 
(vedi $ 2). Noi non supponiamo ora né l’una né l’altra condizione. 
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la funzione d’onda è solo un caso particolare corrispondente a una 
matrice densità della forma p (x, x°) = Y (x) Y* (2°). Vi è tra 
questo caso particolare e il caso generale la seguente importante 
differenza. Per uno stato che ammette una funzione d’onda (tale 
stato si chiama puro) esiste sempre un sistema completo di processi 
di misura tale da portare con certezza a risultati determinati (ciò 
significa matematicamente che Y è autofunzione di un operatore). 
Quanto agli stati che ammettono solamente la matrice densità (sono 
detti stati miscelati), per essi non esiste un sistema completo di 
misura tale da portare univocamente a risultati prevedibili. 

Supponiamo che il sistema considerato sia chiuso o diventato 
tale a partire da un certo istante. Deduciamo ora l’equazione che 
determina la variazione della sua matrice densità con il tempo, 
analoga all’equazione d’onda della funzione Y. Il nostro ragiona- 
mento può essere semplificato se osserviamo che l’equazione diffe- 
renziale lineare cercata per p (x, 7’, #) deve essere soddisfatta anche 
mel caso particolare in cui il sistema ammetta una funzione d’onda, 
ci 0è 

p(r, 2’, t)=Y(x,1) Y*(7,1). 

Derivando rispetto al tempo e utilizzando l’equazione d’onda (8,1), 
abbiamo 


4 9; , n.0), OE (2°, 8) 
if > = ihl* (2,0) — —+ihY(a,t)_ —T—— = 
= YP* (2°, 1) HY (x, 1) - Y(2,8) ups (2°, 1), 


dove H è l’hamiltoniano del sistema agente sulle funzioni di x e 77’ 
lo stesso operatore agente sulle funzioni di x’. Le funzioni Y* (2', 4) 
e ‘Y (x, i) possono essere portate a destra, rispettivamente, degli 
operatori 7 ed YH', e si ottiene cosi l’equazione cercata) 
intel tot (d—H'*)p(x,x',1). (14,5) 
Siano Y, (x, t) le funzioni d’onda degli stati stazionari del 
sistema, cioè le autofunzioni dell’hamiltoniano. Sviluppiamo la 
matrice densità secondo queste funzioni; lo sviluppo rappresenta 
una serie doppia | 


p(x, 2°, t)= DD amn PE (2, 1) Ym(,1)= 


+ (En-Em)t 


7 Z 2 AmnPrn (T°) Pm (2) e 


. Questo sviluppo ha per la matrice densità un ruolo analogo a quello 
: dello sviluppo (10,3) per le funzioni d’onda. In luogo dell’insieme 


(14,6) 
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dei coefficienti a,, noi abbiamo qui un insieme di coefficienti con 
due indici @G,n. Queste grandezze godono, evidentemente, come 
la matrice densità stessa, della proprietà di hermiticità 


An = mn. (14,7) 


Sostituendo la (14,6) nella (14,4) per il valore medio di una grandezza 
f abbiamo: 


f=) Vi Gm | W° (x, 1) fm (2, 1) de, 


ovvero 
— (En-Em)t 


Fal 2. amnfnm (1) = Xi È amnfnme” . (14,8) 


dove fnm sono gli elementi di matrice della grandezza f. Questa 
espressione è analoga alla formula (11,1)}). 

Le grandezze amn debbono soddisfare disuguaglianze determi- 
nate. Gli « elementi diagonali » p (7, x) della matrice densità, che 
determinano la distribuzione di probabilità delle coordinate, deb- 
bono essere, evidentemente, grandezze positive. Di conseguenza, 
dall'espressione (14,6) (dove x’ = x) segue che la forma quadratica 


>» i Amnéntm 


costruita con i coefficienti a,,, (dove È, sono grandezze complesse 
arbitrarie) deve essere essenzialmente positiva. Ciò impone sulle 
grandezze am, delle condizioni note dalla teoria delle forme quadra- 
tiche. In particolare, tutti gli elementi diagonali debbono essere 
positivi: 


Ann 20, (14,9) 


e ogni terna di grandezze @Gnn; 4mm. 4Imn deve soddisfare la disu- 
guaglianza 


AnnAmm >| @mn |°. (14,10) 


Al caso « puro », in cui la matrice densità si riduce a un prodotto. 
di funzioni, corrisponde una matrice amn della forma: 


mn = dm08. (14,11) 


| 1) Lefgrandezze ama formano una matrice densità nella rappresentazione 
dell'energiaà. La descrizione» dello stato di un sistema mediante tale matrice 
è stata inttodotta, introdotta, indi emeniedà ZL. Landau e da F. Bloch nel 1927. 
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Riportiamo un criterio semplice che permette di dire se la matrice 
Amn definisca uno stato « puro » o « miscelato ». Nel caso puro si ha 


(2°)mn = 2: Amh4nn = 2 AzAmAnAx = dmn 3 |an|}= amar 


oppure 
(4°)mn =@mn; (14,12) 


cioè la matrice densità coincide con il suo quadrato. 


$ 15. Quantità di moto 


Consideriamo un sistema chiuso di particelle non soggetto a 
campi esterni. Poiché tutte le posizioni di tale sistema in blocco 
sono equivalenti nello spazio, si può affermare che l’hamiltoniano 
del sistema non cambia in uno spostamento parallelo arbitrario 
del sistema. È sufficiente richiedere che questa condizione sia sod- 
disfatta per uno spostamento arbitrario infinitesimo perché essa 
resti soddisfatta anche per ogni spostamento arbitrario finito. 

In uno spostamento parallelo infinitesimo ér i raggi vettori r, 
di tutte le particelle (a è l’indice di numerazione della particella) 
subiscono lo stesso incremento ér: r, +»r, + ér. Una funzione 
qualsiasi delle coordinate delle particelle w (r,, re, ...) in tale 
trasformazione diventa 


w(ri4-dr,r,+òr, ...)=W(ry, ra ..-.)+ 
+8r D Vab= (1481 Y Va) $(11 ra, ...) 


dove V, è l'operatore di derivazione rispetto a r,. L'espressione 


1-+ rd) Va, 


è l'operatore di spostamento infinitesimo che trasforma w (r,, 2, . . .) 


in $(rr + dr, rag + dr, ...). 


ire che una trasformazione non cambi i i signi- 
D h trasfo bia l’hamiltoniano 


fica che, se si effettua questa trasformazione sulla funzione Hw 
si arriva allo stesso risultato che si ottiene effettuando prima la 
trasformazione sulla funzione + alla quale viene quindi applicato 


l'operatore 7. Matematicamente, questa proprietà può essere scritta 
come segue. Sia O l'operatore che realizza questa trasformazione. 
Si ha allora O (Hy) = H (0), da cui 

Oh-H0=0, 


cioè l’hamiltoniano deve commutare con l'operatore O. 
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Nel nostro caso, O è l'operatore di spostamento infinitesimo. 
Poiché l’operatore unità (operatore di moltiplicazione per 1) com- 
muta, ovviamente, con ogni operatore, e il fattore costante Èr può 
essere portato davanti ad H, la condizione OH — HO = Ossi riduce 
qui alla condizione 


(2 Va) H—H (2 va)=0. (15,1) 


Come già sappiamo, il fatto che un operatore (che non contiene 
il tempo esplicitamente) commuti con l’hamiltoniano significa che 
la grandezza fisica corrispondente a questo operatore è conservativa. 
La grandezza la cui conservazione per un sistema chiuso segue dalla 
‘omogeneità dello spazio è la quantità di moto del sistema (cfr. vol. I, 
Meccanica, $ 7). Di conseguenza, la relazione (15,1) esprime la 
legge di conservazione della quantità di moto nella meccanica 
quantistica; l'operatore Y}V, deve corrispondere, a meno di un fat- 
tore costante, alla quantità di moto totale del sistema, e ciascun 
fattore della somma alla quantità di moto di una singola particella. 

Il coefficiente di proporzionalità tra l'operatore della quantità 
di moto pe l'operatore V può essere determinato mediante il passag- 
gio limite alla meccanica classica ed è uguale a —if: 


p=— iv, (15,2) 
o in componenti: 


“ sg S bui. O sì .. 0 

pa= — ih—, Py= — ih; p.= ih. 

Infatti, utilizzando l’espressione limite della funzione d’onda (6,4), 
abbiamo 


py=—iht YVS= YVS, 


cioè, nell’approssimazione classica, l’azione dell'operatore p si riduce 
alla moltiplicazione per VS. Ma il gradiente dell’azione è precisa- 
mente la quantità di moto classica p della particella (vedi vol. I, 
Meccanica, $ 43). 

È facile provare che l'operatore (15,2) è, come deve essere, her- 
mitiano. Infatti, per funzioni arbitrarie w (7) e @ (2), che si annul- 
lano all’infinito, abbiamo 


_ i d 9 A 
Î Ppxpda= — ih | Qt de= ih { wS de | ppxrq da, 
che è la condizione perché l'operatore sia hermitiano. 


Poiché il risultato della derivazione delle funzioni rispetto a due 
variabili differenti non dipende dall’ordine della derivazione, è 


ENERGIA E QUANTITA DI MOTO 65 


evidente che gli operatori delle tre componenti della quantità di 
moto commutano: 


PxPy _ PyPx sa 0, P=P: STE P:Px da 0, PyP:— P.P, =0. (15,3) 


Ciò significa che tutte le tre componenti della quantità di moto della 

particella possono avere simultaneamente valori determinati. 
Troviamo le autofunzioni e gli autovalori degli operatori della 

quantità di moto. Essi sono dati dall’equazione vettoriale 


Le sue soluzioni hanno la forma 


w=costante-e'Pr/®, (15,0) 


L’assegnazione contemporanea delle tre componenti della quantità 
di moto determina completamente, come si vede, la funzione d'onda 
della particella. In altri termini, le grandezze p., py, P. costi- 
tuiscono per la particella uno degli insiemi completi possibili di 
grandezze fisiche. I loro autovalori formano uno spettro continuo 
che si estende da —c0 a co. 

Secondo la regola di normalizzazione delle autofunzioni dello 


spettro continuo (5,4), l’integrale fur pp dV, esteso a tutto lo 


spazio (dV = dx dy dz), deve essere uguale alla funzione delta 
è (p" — p)!). Tuttavia, per ragioni che risulteranno evidenti nelle 
successive’ applicazioni, è più naturale normalizzare le autofunzioni 
della quantità di moto della particella alla funzione delta della 
differenza delle quantità di moto divise per 2x4: 


1 P'—P 
| wp pp dV=8 ( DIth ) 
o ciò che è lo stesso, 


| Wirbp dV = (200) 6 (p'-- p) (15,6) 


(poiché ciascuno dei tre fattori nei quali si scompone la funzione 
delta è è ((px — px)/2rh) = 2nh6 (pi — px), ecc.). 


1) La funzione delta dell'argomento vettoriale a (funzione 8 tridimensio- 
nale) è definita come O: di funzioni delta di ciascuna componente del 
vettore: 6 (a) =è (a_) è (a,,) 6 (a)). 
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Integrando mediante la formula!) 


(e ©) 


- | eiat de = 8 (a), (15,7) 


— 00 


risulta che per la normalizzazione secondo la (15,6) bisogna porre 
nelle funzioni (15,5) costante = 1°): 


Wp = eipr/à. (15,8) 


Lo sviluppo di una funzione qualsiasi y (r) secondo le autofun- 
zioni dell'operatore della quantità di moto è nient'altro che 
lo sviluppo in integrale di ur 


vin= fa (pv = | cp _22_ (15,9) 


(dp = dp, dp, dp,). Conformemente alla formula (9,3), i coeffi- 
cienti dello sviluppo sono 


a)=|vMyi(Mmar= |w@e-may. (15,10) 


La funzione a (p) puo essere considerata (vedi $ 5) come funzione 
d'onda della particella nella MTA p: 


|a (p) |? San 
è la probabilità che la quantità di moto abbia valori nell'intervallo 
dp. 
Analogamente all'operatore p, che corrisponde alla quantità di 
moto determinandone le autofunzioni nella rappresentazione delle 


coordinate, si può introdurre l’operatore r delle coordinate della 
particella nella rappresentazione p. Esso deve essere definito in modo 
tale che il valore medio delle coordinate possa essere scritto nella 
forma 


= À d3 
Ie | a* (P) ra (P) Fare (15,11) 


1) Il senso convenzionale di questa formula è che la funzione del primo 
membro dell'uguaglianza gode della proprietà della funzione delta (5,8). Infat- 
ti, sostituendo la funzione è (x — «), espressa nella forma (15,7), nella (5,8), 
otteniamo la nota formula integrale di Fourier 


00 


ia= | (feta È 


— 00 


?) Richiamiamo l’attenzione sul fatto che con questa normalizzazione la 
densità di probabilità è è | w |? = 1, cioè la funzione è normalizzata a « una par- 
ticella nell'unità di volume ». Questa coincidenza di due sensi in una sola nor- 
malizzazione non è certamente casuale; vedi la nota alla pag. 244. 
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D'altra parte, questo valore medio è determinato a partire dalla 
funzione d’onda v (r) dalla formula 


r= \ y*rywdV. 


Sostituendo y (r) nella forma (15,9) ed integrando per parti, abbiamo 


: d3 0, 9 d3 
ry (r) — | ra (p) eiP"/” DESIO = | inetonim EDP. Tai 


Usando quest’espressione e tenendo conto della (15,10), troviamo 
a * .£ da(P) |; fh dp =\ ‘ti% da (p\ dip 
r={{w (r) if ST e*br/f dV ah) — iha* (p) op (rh * 

Confrontando con la (15,11), vediamo che l'operatore del raggio 

vettore nella rappresentazione p è 

> sg 0 
r= ih dp (15,12) 

Quanto all’operatore della quantità di moto, esso si riduce in questa 

rappresentazione alla moltiplicazione per p. 

Deduciamo infine, la formula che esprime mediante p l’opera- 
tore dello spostamento parallelo nello spazio di una distanza qual- 
siasi finita a (e non soltanto infinitesima). Per definizione di tale 


operatore (indichiamolo con 7a), si deve avere 


Tap(mn=w(r+a). 


Sviluppando la funzione y (r + a) in serie di Taylor, abbiamo 


dlr+a)= (0) +a SE 4... 


o, introducendo l’operatore p= —ihV: 
$(rta)=[1++ap+ (+29) +... |. 
L'espressione compresa tra le parentesi quadre è l'operatore 
fa=exp (+-9P) (15,13) 
che è l'operatore dello spostamento finito voluto. 


$ 16. Relazioni di indeterminazione 


Stabiliamo le regole di commutazione tra gli operatori della qu- 
antità di moto e delle coordinate. Poiché il risultato della derivazione 
rispetto ad una delle variabili 7, y, z e della moltiplicazione peru 
delle restanti non dipendedall’ordinedi queste operazioni, abbiamona. 


PxY—yPx=0, Pxaz—zPx=0 (16,1) 
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e relazioni analoghe per Po PD, 
Per dedurre le regole di commutazione fra p, e 7, scriviamo 
6 S ; d ; OY ; 
(Ppxx— xpx)w= — ih — (24) + il i — ih. 


Si vede che il risultato dell’azione dell’operatore p,r — xp, si 
traduce nella moltiplicazione della funzione per —i/; è evidente che 


lo stesso si può dire della commutazione fra py e y, fra p, e z. Di 
conseguenza, abbiamo!) 


Pat — €Px = — ih, PyY — YPy = — ih, 


p:3—2p,= — ih. (16,2) 
Tutte le relazioni (16,1), (16,2) possono essere scritte nella forma 
Pitr— IaPi = — ihd;nr Ì, k=x, Y, Z. (16,3) 


Prima di precisare il senso di queste relazioni e le loro conse- 
guenze, scriviamo due formule che ci saranno utili in seguito. Sia 
f (r) una funzione delle coordinate; si ha allora 


pi (r)—f(r)p= — ihvf. (16,4) 
Infatti, . 3 
(Pf—fP) y= — ih[V (f4) —/Vy]= — ihwvr. 


Una relazione analoga ha luogo per il commutatore di r con la fun- 
zione dell’operatore della quantità di moto: 

. La A 

{rr = 5. (16,5) 
Questa relazione può essere ricavata come la (16,4) se si fanno i 
calcoli nella rappresentazione p e se si utilizza per gli operatori 
delle coordinate l’espressione (15,12). 

Le relazioni (16,1) e (16,2) dimostrano che la coordinata della 
particella lungo uno degli assi può avere un valore determinato simul- 
taneamente con le componenti della quantità di moto secondo gli 
altri due assi; la coordinata e la componente della quantità di moto 
non possono essere determinate simultaneamente lungo uno stesso asse. 
In particolare, la particella non può trovarsi in un punto determi- 
nato dello spazio e, al tempo stesso, avere una quantità di moto deter- 
minata p. 

Supponiamo che la particella si trovi in una regione finita dello 
spazio, le cui dimensioni lungo i tre assi sono dell'ordine di Az, Ay, 
Az. Supponiamo inoltre che il valore medio della quantità di moto 


1) Queste relazioni, scoperte nella forma di matrici da Heisenberg nel 1925, 
hanno costituito il punto di partenza nella creazione della meccanica quantistica. 
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della particella sia p.. Matematicamente, ciò significa che la fun- 
zione d'onda ha la forma p = u(r) e'Po0”*, dove u (r) è una funzio- 
ne che differisce notevolmente da zero solamente nella regione dello 
spazio indicata. 

Sviluppiamo la funzione w in autofunzioni dell'operatore quan- 
tità di moto (cioè in integrale di Fourier). I coefficienti a (p) di 
questo sviluppo sono determinati dagli integrali (15,10) di fun- 
zioni della forma u (r) ei(Po-D"/h, Perché tale integrale differisca 
notevolmente da zero, i periodi del fattore oscillante e'(Po-p)r/f 
debbono essere non piccoli rispetto alle dimensioni Ax, Ay, Az della 
regione dove la funzione v (r) non è nulla. Ciò significa che a (p) 
differirà notevolmente da zero soltanto per valori di p tali che 
(Pox — Px) Ax/h < 1, ... Dato che | a (p) |? determina la proba- 
bilità dei diversi valori della quantità di moto, gli intervalli dei 
valori px, Py; Pz dove a (p) è differente da zero non sono altro che gli 
intervalli di valori che possono contenere le componenti della quan- 
tità di moto della particella nello stato considerato. Indicando 
questi intervalli con Ap,, Ap,, Ap:, abbiamo 


ApxAhx >< hi Apyby oh, Ap.Az- h. (16,6) 


Queste relazioni di indeterminazione sono state stabilite da ZHeisen- 
berg nel 1927. 

Si vede che quanto maggiore è la precisione della coordinata della 
particella (cioè quanto più piccolo è Az), tanto piî grande è l’in- 
determinazione Ap, nel valore della componente della quantità di 
moto sullo stesso asse, e viceversa. In particolare, se la particella 
si trova in un punto ben determinato dello spazio (Ax = Ay = Az = 
= 0), allora Ap, = Ap, = Ap,= co. Ciò significa che tutti i 
valori della quantità di moto hanno la stessa probabilità. Viceversa, 
se la particella ha una quantità di moto p rigorosamente determinata, 
hanno la stessa probabilità tutte le sue posizioni nello spazio (ciò 
risulta direttamente dalla funzione d’onda (15,8): il quadrato del 
modulo non dipende affatto dalle coordinate). 

Se la indeterminazione delle coordinate e delle quantità di moto 
è caratterizzata dalle fluttuazioni quadratiche medie 


$r= V (c-2?, 6px= V (Px— Pa), 


si può dare una valutazione precisa del minimo valore che può as- 
sumere il loro prodotto (7. Weyl). 

Consideriamo un caso unidimensionale: il pacchetto con funzione 
d’onda y (x) che dipende da una sola coordinata; supponiamo che i 
valori medi di x e di p, siano nulli in questo stato. Partiamo dall’evi- 
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dente disuguaglianza 
\ \arp+È sera LI dr > 


dove a è una costante arbitraria reale. Calcolando questo integrale, 
osserviamo che 


Î | yw| dx = (62)?, 
(e Narge | gran Jlete- 


Ì PE = -| La T cr= 37 | VPN dr= 5 (6px)? 


e otteniamo 


a? (6r) -— a+ Veli >D. 


Perché questo trinomio quadratico (in o) sia positivo per quali che 
siano i valori di a, il suo discriminante deve essere negativo. Ne 
risulta la disuguaglianza 


6r8py >. (16,7) 


Il valore minimo del prodotto è uguale a /#/2, 
Questo valore si ottiene nei pacchetti d'onda descritti da fun- 


zioni della forma 
1 i 2x2 
t= ave o (7 2-7)» ARS) 


dove po e èx sono costanti. Le probabilità dei diversi valori della 
coordinata in questo stato sono 


1 x% 
|yP= V2ndr xp(- as ), 


cioè sono distribuite attorno all origine delle coordinate (il valore 


medio x = 0) secondo la legge di Gauss con la fluttuazione quadratica 
media éx. La funzione d’onda nella rappresentazione p è: 


a (px) = aj w (2) eni, de. 


Il calcolo dell’integrale conduce a un'espressione della forma 


a (px) =costante- exp ( — Eten ) 
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La distribuzione delle probabilità dei valori della quantità di moto, 


| a (p.) |}, ha pure la forma gaussiana attorno alla media p, = po 
con la fluttuazione quadratica media ép, = //28x, in modo che il 
prodotto 8p,6r assume precisamente il valore //2. 

Infine, deduciamo ancora una relazione utile. Siano f e g due 
grandezze fisiche i cui operatori soddisfano alla regola di commu- 
tazione 


Îîe— gi= —ihc, (16,9) 


dove c è l’operatore di una grandezza fisica c. Nel secondo membro 
dell’uguaglianza abbiamo introdotto il fattore % in accordo con il 
fatto che nel limite classico (cioè per ? +0) tutti gli operatori delle 
grandezze fisiche si riducono alla moltiplicazione per queste 
grandezze e sono mutuamente commutativi. Cosi, nel caso 
« quasi-classico », si può, in prima approssimazione, considerare 
come nullo il secondo membro dell’uguaglianza (16,9). Nell’appros- 
simazione successiva, si può sostituire l'operatore c con l’operatore 
di moltiplicazione ordinaria per c. Si ha allora: 


ig—gi=—ihc. 
Questa uguaglianza è precisamente analoga alla relazione pxt — 
— xp, = —ih,con una sola differenza che in luogo di À vi è la gran- 
dezza fic *). Possiamo dedurre per analogia con la relazione ArAp., — 


2 h, che, nel caso quasi-classico, si ha per le grandezze f e g la rela- 
zione di indeterminazione 


Af Ag fic. (16,10) 
In particolare, se una delle grandezze è l’energia (f= ZH), e 
l'operatore dell’altra (g) non dipende esplicitamente dal tempo, si 


ha, conformemente alla (9,2), c = g, e la relazione d’indetermina- 
zione nel caso quasi classico è 


AE Ag hg. (16,14) 


1) La grandezza classica c è la parentesi di Poisson delle grandezze f e g; 
(vedi la nota alla pag. 45). 
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EQUAZIONE DI SCHRODINGER 


$ 17. Equazione di Schròdinger 


La forma dell'equazione d’onda di un sistema fisico è determi- 
nata dal suo hamiltoniano che acquista perciò un'importanza fonda- 
mentale in tutto l'apparato matematico della meccanica quantistica. 

La forma dell’hamiltoniano di una particella libera si può stabi- 
lire partendo dalle condizioni generali imposte al sistema fisico 
dalla omogeneità e dall’isotropia dello spazio, nonché dal principio 
della relatività di Galilei. Nella meccanica classica, queste condi- 
zioni conducono alla dipendenza quadratica dell’energia della par- 
ticella dalla sua quantità di moto: £ = p?/2m, dove la costante m 
si chiama la massa della particella (vedi vol. I, Meccanica, $ 4). 
Nella meccanica quantistica, le stesse proprietà dello spazio condu- 
cono ad un'identica relazione per gli autovalori dell’energia e della 
quantità di moto delle grandezze conservative misurabili simulta- 
neamente (per una particella libera). 

Affinché la relazione E = p*/2m valga per tutti gli autovalori 
dell'energia e della quantità di moto, essa deve valere ugualmente 
per i loro operatori: 
= (D+ +PI). (17,1) 
Sostituendo in quest’ultima la (15,2), otteniamo l’hamiltoniano di 
una particella libera in moto nella forma 

n” 2 
À=-PA, (17,2) 
dove A = 0°/0x° + 0°/0y° + 0°/02? è l'operatore di Laplace. 

L’hamiltoniano di un sistema di particelle non interagenti è 
uguale alla somma degli hamiltoniani di ciascuna particella: 

pe ia, (17,3) 


2 Ma 


f 


a 
dove a è l’indice di numerazione della particella; A, è l'operatore 
di Laplace nel quale la derivazione va fatta rispetto alle coordinate 


della a-esima particella. 
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Nella meccanica classica (non relativistica), il sistema di 
particelle interagenti è descritto aggiungendo alla funzione di Hamil- 
ton, relativa al sistema di particelle libere, il termine dell'energia 
potenziale d’interazione U (r,, r:, ...) che è una funzione delle 
coordinate delle particelle. Aggiunta all’hamiltoniana del sistema 
di particelle libere fornisce la funzione di Hamilton che descrive 
anche nella meccanica quantistica un sistema di particelle intera- 


gentil): 


7 h2 Aa 
H=--) er PU (Po ra +.) (17,4) 


il primo termine può essere considerato come l'operatore dell’'ener- 
gia cinetica, il secondo come l’operatore dell'energia potenziale. In 
particolare, l’hamiltoniano di una particella sottoposta ad un campo. 


esterno è 5 
A 2 h2 
Î = -+U(x, y,3)= — 7 A+U(x, y, 2), (17,5) 


dove U (x, y, z) è l’energia potenziale della particella nel campo 


esterno. 
Sostituendo le espressioni (17,2) - (17,5) nell’equazione generale 


(8,1) otteniamo le equazioni d’onda dei sistemi corrispondenti. Scri- 
viamo ora l’equazione d’onda di una particella sottoposta ad un 
campo esterno 

IL h? 

ih = sir ii dra) (x, y, 2)Y. (17,6) 


L'equazione (10,2), che determina gli stati stazionari, assume la 
forma 

h2 | 

Za AVHIE-U (2, y, 2) $=0. (17,7) 


Le equazioni (17,6) e (17,7) furono ottenute da Schròdinger nel 1926 


e sono dette equazioni di Schròdinger. 
Per una particella libera l'equazione (417,7) ha la forma 


3 Ap+EY=0. (17,8) 


Questa equazione ha soluzioni finite in tutto lo spazio per qualun- 
que valore positivo dell’energia E. Queste soluzioni per gli stati 
aventi direzioni del moto determinate sono le autofunzioni dell’ope- 
ratore della quantità di moto, dove £ = p°/2m. Le funzioni d'onda 
totali (dipendenti dal tempo) di tali stati stazionari hanno la forma 


al Et- 
Y = costantese * ‘ Pi (17,9) 


1) Questa affermazione non è certamente una conseguenza logica dei prin- 
cipi fondamentali della meccanica quantistica; essa deve essere considerata: 
come conseguenza di dati sperimentali. 
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Ogni funzione di questo tipo, descrivente un'onda piana, descrive 
uno stato in cui la particella ha energia £ e quantità di moto p de- 
terminate. La frequenza di quest'onda è E/A e il suo vettore d'onda 

= p/»; la lunghezza d'onda corrispondente 4 = 21A/p è detta 
lunghezza d'onda di de Broglie*). 

Lo spettro energetico di una particella libera è quindi continuo e 
si estende da zero a + co, Ciascuno di questi autovalori (ad ecce- 
zione del valore £ = 0) è degenere, e con ordine di degenerazione 
infinito. Infatti, a ciascun valore di £ non nullo corrisponde un’in- 
finità di autofunzioni (17,9) che si distinguono per la direzione del 
vettore p di modulo fissato. 

Vediamo come si consegue il limite classico dell'equazione di 
Schridinger considerando, per semplicità, il caso di una sola parti- 
cella in un campo esterno. Sostituendo nell’equazione di Schrédin- 
ger (17,6) l’espressione limite (6,1) della funzione d'onda Y = ae'9/*, 
dopo la derivazione otteniamo, 

OS 


di 


.£. 9a a 9 ih ih h2 n 
ita (V9) — 3a aAd —<_ VSVa—-7 ha +Ua== 0. 
Questa equazione contiene termini reali puri e immaginari puri 
(ricordiamo che $S ed a sono reali); eguagliando separatamente a zero 
gli uni e gli altri, otteniamo due equazioni: 
dS 1 3 n? 
Ag Na 


2ma ha = 0, 
da a 


1 
ELI 2m AST 77 VSVa=0. 


Trascurando nella prima di queste equazioni il termine contenente 
h?, otteniamo 
GA) 1 


+ 


ot 


o (VS)?+U = 0, (17,10) 
‘cioè, come doveva essere, l’equazione classica di Hamilton-Jacobi per 
l’azione S della particella. Si vede, intanto, che per 7$ +0 la mecca- 
nica classica resta valida fino a termini del primo ordine in È (e non 
di ordine zero). 

La seconda delle equazioni ricavate può essere trascritta, molti- 
plicandola per 2a, nella forma 


da? i VS 
0 div (a) = 0. (17,14) 


Questa equazione ha un senso fisico evidente: a? è la densità di pro- 
babilità di trovare una particella in una certa parte dello spazio 


1) Il concetto d’onda legata a una particella è stato introdotto da Lowvis de 
Broglie nel 1924. 
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(| Y |} = 2°); VS/m= pimè la velocità classica v della particella. 
Quindi, l'equazione (17,11) non è che l'equazione di continuità, che 
mostra che la densità di probabilità « si sposta » secondo le leggi 
della meccanica classica con la velocità classica v in ogni punto. 


PROBLEMA 


Trovare la legge di trasformazione di una funzione d’onda nella trasforma- 
zione di Galilei. 

Soluzione. Trasformiamo la funzione d’onda del moto libero della particella 
(dell'onda piana). Poiché ogni funzione Y' può essere sviluppata in onde piane, si 
può trovare quindi la legge di trasformazione anche di una funzione d'onda 


arbitraria. 
Le onde piane nei sistemi di riferimento X e X' (K' si muove rispetto a X 


alla velocità V) sono: 
Y (r, #)=costante-eiPr-E4/%, Y' (r', 1) = costante. ei(p'r'-E"b)/à, 


dove r = r' 4 Vi, e le quantità di moto e le energie della particella nei due 
sistemi sono legati dalle formule 
mV? 


p=p+mV, E=E"+Vp'-- 5° 


(vedi vol. I, Meccanica, $ 8). Sostituendo queste espressioni in Y, otteniamo 


Y (r, ,—Y' (1°, t) exp (+ ( mvr'+ i )]= 


2 
—W' (r— Vi, t)exp [7(mvr- uil |. (1) 


Scritta in questo modo, la formula non contiene più grandezze che caratterizzano 
il moto libero della particella, ed esprime la legge generale di trasformazione 
della funzione d’onda di uno stato arbitrario della particella. Per un sistema 
di particelle, l'esponente» nella (1) deve contenere una somma estesa a tutte 
le particelle. 


$ 18. Proprietà fondamentali dell'equazione di Schròdinger 


Le condizioni alle quali debbono soddisfare le soluzioni dell’equa- 
zione di Schròdinger hanno un carattere molto generale. Innanzi- 
tutto, la funzione d’onda deve essere monodroma e continua in tutto 
lo spazio. La condizione di continuità si conserva ugualmente nei 
casi in cui il campo U (, y, 2) ha superfici di discontinuità. Su tali 
superfici sia la funzione d’onda che le sue derivate debbono restare 
continue. Tuttavia, la continuità delle derivate non sussiste se l’ener- 
gia potenziale VU diventa infinita al di fuori dalla superficie. La par- 
ticella non può penetrare, in generale, in una regione dello spazio 
dove U = co, cioè dappertutto in questa regione si deve avere w = 
= 0. La continuità di y esige che w si annulli sul contorno di questa 
regione; quanto alle derivate di y, esse subiscono allora, in generale, 
un salto. 
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Se il campo U (z, y, z) non diventa infinito da nessuna parte, 
anche la funzione d’onda deve essere finita in tutto lo spazio. Questa 
condizione deve essere ugualmente soddisfatta nei casi in cui U di- 
venta infinito in un punto, ma non troppo rapidamente: come 1/r?, 
dove s< 2 (vedi anche $ 35). 

Sia Umin il valore minimo della funzione U (z, y, z). Poiché 
l’hamiltoniano della particella è la somma di due termini e cioè degli 


operatori dell’energia cinetica T e dell'energia potenziale, il valore 
medio dell’energia in qualunque stato è uguale alla somma £ = 


= T + U. Ma tutti gli autovalori dell'operatore 7 (coincidente con 
l’hamiltoniano della particella libera) sono positivi; di conseguenza, 


anche per il valore medio si ha 7>0. Tenendo conto dell’ovvia di- 


suguaglianza 7 > Umin, troviamo che anche £ > Unmin. Poiché 
questa disuguaglianza ha luogo per ogni stato, è evidente che essa 
sussiste anche per tutti gli autovalori dell’energia 


En >U min (18,1) 


Consideriamo una particella sotto l’azione di un campo di forza 
che si annulla all’infinito; definiremo, come si usa fare, la funzione 
U (x,y, z) in modo tale che essa si annulli all’infinito. È facile vede- 
re che lo spettro degli autovalori negativi dell’energia sarà in questo 
caso discreto, cioè tutti gli stati con É£ < 0 in un campo chesi annul- 
la all'infinito sono legati. Infatti, negli stati stazionari dello spettro 
continuo, corrispondenti a un moto infinito, la particella si trova 
all’infinito (cfr. $ 10). La presenza del campo a distanze sufficiente- 
mente grandi è trascurabile e il moto della particella può essere 
considerato come libero; in un moto libero, però, l'energia può essere 
solamente positiva. 

Al contrario, gli autovalori positivi formano uno spettro conti- 
nuo e corrispondono a un moto infinito; per £ > 0, l’equazione di 
Schròdinger non ha, in generale, (nel campo considerato) soluzioni 


tali che l’integrale | | w |? dV sia convergente!). 


Osserviamo che in meccanica quantistica una particella nel 
moto finito può venire a trovarsi anche nelle regioni dello spazio in 
cui E < VU; anche se la probabilità | y |? di presenza della particella 
tende rapidamente a zero all’interno di una tale regione, essa è però 
differente da zero a tutte le distanze finite. A questo riguardo esiste 
una differenza di principio dalla meccanica classica dove la parti- 
cella non può penetrare in nessun modo in una regione in cui U > £. 
Nella meccanica classica, l’impossibilità di penetrare in questa 
regione è dovuta al fatto che, per £ < VU, l'energia cinetica sarebbe 

1) Dal punto di vista puramente matematico, bisogna, però, fare la riserva 


che per certe forme della funzione U (x, y, 2) (priva dì significato fisico) dallo 
spettro continuo può scomparir un insieme discreto di valori. 
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negativa, cioè la velocità sarebbe immaginaria. Nella meccanica 
quantistica, gli autovalori dell’energia cinetica sono ugualmente 
positivi; cionondimeno, non vi è nessuna contraddizione, perché se 
un processo di misura localizza la particella in un punto determinato 
dello spazio, il processo stesso perturba lo stato della particella in 
modo tale che essa cessa di avere un’energia cinetica determinata. 

Se in tutto lo spazio U (x, y, 2) > 0 (mentre si ha sempre che 
U- 0 all’infinito), in virti della disuguaglianza (18,4), si ha 
E, >Q0. Poiché, d'altra parte, per £ > 0 lo spettro deve essere 
continuo, ne risulta che nel caso considerato lo spettro discreto è 
assente, cioè è possibile soltanto un moto infinito della particella. 

Supponiamo che U tenda a — co in un punto (che prendiamo 
per origine delle coordinate) secondo la legge 


Ur —-a/r  (a>0). (18,2) 


Consideriamo una funzione d’onda finita in una piccola regione (di 
raggio ry) attorno all'origine delle coordinate e nulla all’esterno di 
questa regione. L’indeterminazione nei valori delle coordinate della 
particella in tale pacchetto d'onda è dell’ordine di r,; di conseguen- 
za, l’indeterminazione nel valore della quantità di moto è — Èi/ro. 
Il valore medio dell’energia cinetica in questo stato è dell'ordine 
di f?/mr® e il valore medio dell’energia potenziale — — a/ri. Suppo- 
niamo dapprima che s > 2. Allora la somma 
h2 64 
mi Ti 


prende, per r, sufficientemente piccole, valori negativi arbitraria- 
mente grandi in valore assoluto. Ma se l’energia media può prendere 
tali valori, ciò significa in ogni caso che esistono autovalori negativi 
dell'energia arbitrariamente grandi in valore assoluto. A livelli ener- 
getici con grandi | E | corrisponde un moto della particella localizza- 
to in una regione molto piccola dello spazio attorno all’origine delle 
coordinate. Lo stato « fondamentale » sarà quello in cui una parti- 
cella si trova all’origine delle coordinate, cioè avverrà una « caduta » 
della particella nel punto r = 0. 

Se invece s < 2, l’energia non può prendere valori negativi arbi- 
trariamente grandi in valore assoluto. Lo spettro discreto comincia da 
un certo valore negativo finito. In questo caso, la caduta della parti- 
cella nel centro non avviene. Osserviamo che in meccanica classica 
la caduta di una particella nel centro è, in linea di massima, possibi- 
le in ogni campo attrattivo (cioè per tutte le s positive). Il caso in 
cui s = 2 verrà esaminato a parte nel $ 35. 

Esaminiamo ora il carattere dello spettro energetico in funzione 
del comportamento del campo a grandi distanze. Supponiamo che, 
per r + co, l’energia potenziale, essendo negativa, tenda a zero 
secondo la legge (18,2) (in questa formula r è ora grande). Conside- 
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riamo un pacchetto d’onda che « riempie » uno strato sferico di rag- 
gio ro molto grande e di spessore Ar «€ r. L'energia cinetica sarà 
allora dell'ordine di grandezza h?/m (Ar)? e l’energia potenziale 
dell'ordine —a/rs. Aumentiamo r,, aumentando nello stesso tempo 
Ar (in modo che Ar cresca proporzionalmente a ry). Se s<2, la 
somma È?/m (Ar)? — a/r, per r, sufficientemente grandi, diventerà 
negativa. Ne segue che esistono degli stati stazionari con energia 
negativa nèi quali la particella può trovarsi con una notevole pro- 
babilità a grandi distanze dall’origine delle coordinate. Ma ciò 
significa che esistono livelli energetici negativi arbitrariamente 
piccoli in valore assoluto (bisogna tener presente che nelle regioni 
dello spazio in cui VU > £ le funzioni d’onda si smorzano rapida- 
mente). Dunque, nel caso considerato, lo spettro discreto contiene 
un'infinità di livelli che si addensano verso il livello £ = 0. 

Se il campo decresce all'infinito come —1/r" con s > 2, not 
esistono allora livelli energetici negativi arbitrariamente piccoli in 
valore assoluto. Lo spettro discreto finisce a partire da un livello 
non nullo in valore assoluto, cosicché il numero totale di livelli è 
finito. 

L'equazione di Schridinger per funzioni d'onda w degli stati 
stazionari è, come pure le condizioni poste alle sue soluzioni, reale. 
Di conseguenza, le sue soluzioni possono essere sempre scelte reali!). 
Per quanto riguarda le autofunzioni dei valori non degeneri dell’ener- 
gia, esse diventano automaticamente reali a meno di un fattore di 
fase non essenziale. Infatti, p* soddisfa la stessa equazione cui sod- 
disfa w e, di conseguenza, è anche una autofunzione corrispondente 
allo stesso valore dell’energia; quindi, se questo valore non è dege- 
nere, p e pF debbono essere sostanzialmente identiche, cioè si possono 
distinguere soltanto per un fattore costante {con modulo uguale 
all’unità). Quanto alle funzioni d'onda corrispondenti a uno stesso 
livello degenere dell’energia, esse non sono necessariamente reali, 
ma si può sempre, mediante combinazioni lineari appropriate, otte- 
nere un insieme di funzioni reali. 

Le funzioni d'onda complete Y (dipendenti dal tempo) sono de- 
terminate, invece, da un'equazione i cui coefficienti contengono i. 
Tuttavia, questa equazione conserva la sua forma se in essa si cam- 
bia #f in —f e se contemporaneamente si passa alla sua complessa 
coniugata”). Di conseguenza, si possono sempre scegliere le funzioni 
W tali che Y e Y* si distinguano soltanto per il segno del tempo. 

Come è noto, le equazioni della meccanica classica non cambiano 
nella inver.ione del tempo, cioè se si cambia il segno al tempo. Nella 
meccanica quantistica, la simmetria rispetto auie due direzioni del 


1) Queste affermazioni non sono valide per sistemi che si trovano in un 


campo magnetico. . l i 
2) Si suppone che l'energia potenziale UV non dipenda esplicitamente dal 


tempo: il sistema o è chiuso, o si trova in un campo costante (non magnetico). 
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tempo si esprime, come si vede, nell’invarianza dell’equazione d’on- 
da allorché si cambia il segno di £ esi sostituisce contemporaneamen- 
te Y con Y*. Tuttavia, bisogna ricordare che questa simmetria ri- 
guarda qui soltanto le equazioni e non il concetto stesso di misura, che 
ha un ruolo fondamentale nella meccanica quantistica (come è stato 
già sottolineato nel $ 7). 


$ 19. Densità di corrente 


Nella meccanica classica la velocità di una particella v è legata 
alla sua quantità di moto dalla relazione p = mv. Nella meccanica 
quantistica, come c’era da aspettarsi, una relazione analoga esiste 
tra gli operatori corrispondenti. È facile dimostrarlo, calcolando 


l'operatore v =r secondo la regola generale di derivazione degli 
operatori rispetto al tempo (9,2): 


v= na (Hr—rf). 
Utilizzando per H l'espressione (17,5) e la formula (16,5), otteniamo 


si p 
V= ns (19,1) 
È evidente che le stesse relazioni avranno luogo anche tra gli auto- 
valori della velocità e della quantità di moto, nonché tra i loro valo- 
ri medi in uno stato qualsiasi. 

La velocità, come pure la quantità di moto di una particella, non 
può avere un valore determinato contemporaneamente alle sue coor- 
dinate. Ma la velocità moltiplicata per un intervallo infinitesimo di 
tempo dt determina lo spostamento della particella nel tempo dt. 
Di conseguenza, il fatto che la velocità non può esistere simultanea- 
. mente con le coordinate significa che, se la particella si trova in un 
dato istante in un punto dato dello spazio, nell’istante successivo 
infinitamente vicino la sua posizione non sarà più determinata. 


Diamo una formula utile per l'operatore j della derivata rispetto 
al tempo di una grandezza f (r), funzione del raggio vettore della 
particella. Poiché f commuta con U (r), abbiamo 


j= + (H{-{)= (Pf-{P?). 
Applicando la (16,4), scriviamo 


P°f=p(fP—ihVf), fp°= (pf+ihVf)P 
e troviamo la formula voluta 


j=> (Vi +v/-D) (19,2) 
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Troviamo ora l’operatore dell’accelerazione. Abbiamo 


AN 


v=+ (fiv-vÉ)=-4 dp— pi)=- (Up—pU). 
Utilizzando la formula (16,4), troviamo 
mv= — VU. (19,3) 


Questa equazione operatoriale ha precisamente la stessa forma dell’e- 
quazione del moto (equazione di Newton) della meccanica classica. 
L’integrale | Y |? dV esteso ad un volume finito V è la pro- 


babilità di trovare la particella in questo volume. Calcoliamo la 
derivata di questa grandezza rispetto al tempo. Abbiamo 


d * 
4 Srepar= J (122 + ve )ar- 
=+ | (VÀA*Y*— Y*ÎY) dv. 
Sostituendo in questa espressione 
7 % h2 
H= H*= = A+Ù (2, Yi, 2) 
ed utilizzando l'identità 
VAY*— P'AY = div(PVY* P*VY), 
otteniamo 
+ {|YPav=i- | diviar, 
dove j è il vettore!) 
j= E (Wrgrad Y*— y* grad VY) = (Yp'Y*+ P*PY). (19,4) 


L'’integrale di div j può essere trasformato, applicando il teorema di 
Gauss, nell’integrale esteso ad una superficie chiusa che delimita il 
volume V: 


+ |1YPar=-$jdt (19,9) 


Da qui si vede che il vettore j può essere chiamato vettore densità di 
corrente di probabilità, o meglio, vettore densità di corrente. L’inte- 
grale di questo vettore su una superficie è la probabilità che la par- 


1) Se yp è scritta nella forma | w | e°*, si ha allora 


= | ylagrada. (19,42) 
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ticella attraversi questa superficie nell’unità di tempo. Il vettore j 
e la densità di probabilità | Y |? soddisfano l’equazione 


21384 divj=0, (19,6) 


analoga” all’equazione classica di continuità. 

La funzione d’onda del moto libero — l’onda piana (17,9) — può 
essere normalizzata in modo tale che essa descriva la corrente di 
particelle di densità uguale all'unità (corrente in cui per un ele- 
mento unitario della sua sezione trasversale passa in media una par- 
ticella nell'unità di tempo). Tale funzione è 


w _ i = LI (Et— pr) 


Ver. 


doverv è la velocità della particella. Infatti, sostituendo questa 
espressione nella (19,4), otteniamo j = p/mv, cioè il vettore unitario 
orientato nella direzione del moto. 

È utile mostrare in che modo dall’equazione di Schròdinger deri- 
vi direttamente l’ortogonalità delle funzioni d'onda di stati con 
energie differenti. Siano pm e y, due tali funzioni; esse soddisfano le 
equazioni 


(19,7) 


h3 
"o Apm + UWm = EmWms 
Î2 


Moltiplichiamo la prima di esse per wî, la seconda per w,, e sottraia- 
mo membro a membro, si ottiene 


(Em En) fmi = (mA i — RAP) = div (Pm VP BAY Em). 


Se integriamo ora i due membri dell’equazione su tutto lo spazio, il 
secondo membro, trasformato mediante il teorema di Gauss, si 
annulla e si ottiene 


(Em—Ex) | tmpà dV =0, 


da cui, poiché si suppone £,, # £n; risulta la relazione di ortogo- 
nalità voluta 


{ bmi dv =o0. 
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$ 20. Principio variazionale 


L'equazione di Schrédinger nella forma generale By = Ey può 
essere dedotta dal principio variazionale 


8 | p* (77 —E)pdg=0. (20,4) 


Poiché y è complessa, si può variare y e p* indipendentemente. Va- 
riando rispetto a w* abbiamo 


| 8v*(A— E) wdg=0, 


da cui, essendo 6y* arbitraria, sì ottiene la relazione voluta Ay = 
= Ew. La variazione rispetto a p non dà niente di nuovo. Infatti 
variando in w e utilizzando l’hermiticità dell'operatore H, abbiamo 


| w* (7) 64dg= | Sp (Î*—E) p* da=0, 


da cui si ricava l'equazione complessa coniugata H*y* = £w*. 

Il principio variazionale (20,1) esige che l'integrale abbia un 
valore estremale non condizionato. Esso può essere scritto in 
un’altra forma, considerando £ come moltiplicatore di Lagrange nel 
problema di un valore estremale condizionato 


6 | y* wp dg =0 (20,2) 


con la condizione supplementare 


| o*dg=1. (20,8) 


Il valore minimo (sotto la condizione supplementare (20,3)) 
dell’ integrale (20, 2) rappresenta il primo degli autovalori dell’ener- 
gia, cioè l'energia E, dello stato normale. La funzione y realizzante 
questo minimo è, rispettivamente, la funzione d'onda w, dello stato 
fondamentale). Quanto alle funzioni d'onda w, (n >0) degli stati 
stazionari successivi, esse corrispondono soltanto a valori estremali 
e non al minimo vero dell’integrale. 

Per dedurre dalla condizione di minimo dell’integrale (20,2) la 
funzione d’onda y; e l’energia £, successive allo stato fondamentale, 
bisogna prendere come funzioni w possibili soltanto le funzioni che 
soddisfano sia la condizione di normalizzazione (20,3) che la condi- 


1) Più avanti, in questo paragrafo, noi considereremo come reali le fun- 
gioni d'onda y poiché tali possono essere sempre scelte (in assenza di un campo 


magnetico). 
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zione di ortogonalità rispetto alla funzione d’onda w, dello stato 
fondamentale {wo dq = 0. In generale, se si conoscono le funzioni 


d'onda wo, bi, - - |; Wn-1 dei primi r stati (gli stati sono ordinati 
secondo l’energia nel senso crescente), la funzione d’onda dello stato 
successivo realizza un minimo dell’integrale (20,2) sotto condizioni 
supplementari: 


furdg=1, |uwndg=0, m=0,1,2,...,n-1. (20,4) 


Enunciamo ora alcuni teoremi generali che possono essere dimo- 
strati basandosi sul principio variazionale!). 

La funzione d’onda w, dello stato normale non si annulla (si dice 
ancora che essa non ha nodi) per nessun valore finito delle coordina- 
te). In altri termini, essa ha lo stesso segno in tutto lo spazio. Ne 
segue che le funzioni d'onda w, (nr —>0) degli altri stati stazionari 
ortogonali a wo hanno obbligatoriamente dei nodi (se anche y, fosse 


di segno costante, l’integrale | bobxda non potrebbe annullarsi). 


Inoltre, dato che w, non ha nodi, il livello energetico normale non 
può essere degenere. Infatti, supponiamo il contrario, e siano yy © 
w, due autofunzioni diverse corrispondenti al livello £,. Ogni cora- 
binazione lineare cywy + c'yj sarà anche essa un’'autofunzione; ma 
scegliendo in modo appropriato le costanti c e c', si può sempre an- 
nullare questa funzione in ogni dato punto dello spazio, cioè si 
otterrebbe una autofunzione avente dei nodi. 

Se il moto ha luogo in una regione limitata dello spazio, sul 
contorno di questa regione deve essere p = 0 (vedi $ 18). Per deter- 
minare i livelli energetici bisogna trovare, per mezzo del principio 
variazionale il valore minimo dell'integrale (20,2) con questa condi- 
zione al contorno. Il teorema sull’assenza di nodi della funzione 
d'onda dello stato normale dice qui che w, non si annulla in nessun 
punto all’interno della regione considerata. 

Si osservi che all'aumentare delle dimensioni della regione del 
moto tutti i livelli energetici E, si abbassano, ciò risulta diretta- 
mente dal fatto che con l’estendersi della regione cresce l'insieme 
delle possibili funzioni che realizzano il valore minimo dell’inte- 
grale, e come risultato, questo minimo può solo diminuire. 


1) La dimostrazione dei teoremi sugli zeri delle autofunzioni (vedi anche il 
paragrafo seguente) si può trovare nei libri: M. Lavrentiev e L. Lusternik, Corso 
di calcolo variazionale, 20 edizione, cap. IX, Gostechizdat, 1950; R. Courant e 
A Ot Methods of Mathematical Physics (Interscience, New York, 1953, 
vol. 1, cap. 6). 

2) Questo teorema (come i suoi corollari) non vale, in generale, per le fun- 
at d'onda di sistemi composti da più particelle identiche (vedi la fine del 
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L'espressione 
| viwdg={[ 5-3 vA.p+ Up? | da 


per gli stati dello spettro discreto di un sistema di particelle può 
essere scritta sotto un’altra forma, più comoda per l'esecuzione della 
variazione. Nel primo termine dell’espressione integranda scriviamo 


PA w = diva (PVap)— (Vay)?. 


L’integrale di div, (WVaw) su dV, si trasforma in un integrale su una 
superficie chiusa infinitamente lontana e poiché le funzioni d’onda 
degli stati dello spettro discreto vanno a zero abbastanza rapidamen- 
te all'infinito, questo integrale si annulla. Quindi, 


fufivaa={[N3T wa)t+Uy]dg. (20,5) 


$ 21. Proprietà generali del moto unidimensionale 


Se l’energia potenziale della particella dipende da una sola coor- 
dinata (z), si può cercare la funzione d'onda sotto forma di prodotto 
di una funzione delle y e delle z per una funzione delle 7 soltanto. 
La prima di queste funzioni è determinata dall’equazione di Schrò- 
dinger del moto libero, e la seconda dall’equazione di Schròdinger 
unidimensionale 

m 

TI+F IL-U(Ap=0. (24,4) 
A questa equazione unidimensionale si riduce, evidentemente, il 
problema del moto in un campo con energia potenziale U (2, y, 2) = 
= U, (x) + U, (y) + Us (z) che si scompone nella somma di fun- 
zioni dipendenti ciascuna da una sola coordinata. Esamineremo qual- 
che caso particolare di moto « unidimensionale » nei $$ 22-24. Pre- 
liminarmente, cerchiamo qui di chiarirne alcune proprietà generali. 

Prima di tutto, mostriamo che in un problema unidimensionale 
tutti i livelli energetici dello spettro discreto sono non degeneri. 
A questo scopo, supponiamo vero il contrario, e siano w, e wp, due 
autofunzioni diverse corrispondenti a uno stesso valore dell’ener- 
gia. Dato che esse soddisfano tutte e due alla stessa equazione (24,1), 
si ha 


de 
To) dp. wYl = 0 (l'apice indica la derivazione rispetto a x). 
Integrando questa relazione, troviamo 

Pipa — psp; = costante. (21,2) 


emo: rs 
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Poiché all'infinito p, = w, = 0, la costante deve essere nulla, in 
modo che 


pps — Wai = 0, 


o )/yp, = )/w,. Integrando ancora una volta, otteniamo w, = 
= costante-w,, cioè le due funzioni sono linearmente dipendenti. 

Per le funzioni d'onda +, () dello spettro discreto può essere 
enunciato il teorema seguente (detto delle oscillazioni): la funzione 
n (x) corrispondente al (rn + 1)-esimo (in grandezza) autovalore 
En si annulla » volte (per valori finiti di x)!). 

Partiamo dal presupposto che, per x + + co, la funzione U (z} 
tenda a dei limiti finiti (ma non si richiede che sia monotona). 
Prendiamo il limite U (+ 00) come zero dei valori dell'energia 
(poniamo cioè U (-+ c0) = 0), indichiamo U (— 00) con Ul e sup- 
poniamo U, > 0. Lo spettro discreto è situato nell’intervallo di 
valori dell'energia che non permettono alla particella di andarsene 
all’infinito; per questo l’energia deve essere inferiore ai due limiti 
U (+ cc), cioè deve essere negativa: 


e, inoltre, in ogni caso si deve avere £ > Untn, cioè la funzione 
U (x) dovrà avere almeno un minimo con Unmnin <U. 
Consideriamo ora l'intervallo dei valori positivi dell’energia 
minori di U;: 
O0<E< U. (21,4) 


In questo intervallo lo spettro è continuo, e il moto della particella 
negli stati stazionari corrispondenti non finito, potendo la particella 
andarsene verso x = + co. È facile vedere che tutti gli autovalori 
dell’energia in questa parte dello spettro sono anche non degeneri. 
Si osservi, a questo scopo, che per la dimostrazione riportata prima 
è sufficiente (per lo spettro discreto) che le funzioni w; e wy si annul- 
lino all'infinito almeno in una delle direzioni (nel caso presente 
esse si annullano pex 7 + — 00). 

Per 7 positive sufficientemente grandi, nell'equazione di Schré- 
dinger (21,1) si può trascurare U (z): 


e, 3 
D+ E 9=0. 
Questa equazione ha soluzioni del tipo onda piana stazionaria 
y=acos(kr +6), (21,5) 


dove a e è sono costanti e il «vettore d'onda» & = p/h = V2mE/A. 
Questa formula definisce la forma asintotica (per x + + 00) delle 


1) Se la particella può trovarsi solo su un segmento limitato dell’asse delle 
x, bisogna parlare allora di zeri della funzione w, (x) su questo segmento. 
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funzioni d’onda dei livelli energetici non degeneri nell’intervallo 
(21,4) dello spettro continuo. Per grandi valori negativi l'equazione 
di Schròdinger si scrive 


n 2 
0) -— Fr (UE) p=0. 
La soluzione non tendente all’infinito per 7 + — co è 
y= de**, xu=- V2m (Uo — E). (21,6) 


Questa è la forma asintotica della funzione d’onda per z + — co. 
In tal modo, la funzione d'onda diminuisce esponenzialmente all’in- 
terno della regione dove £ < U. 

Infine, per 


E2>U (21,7) 


lo spettro è continuo e il moto infinito nelle due direzioni. In questa 
regione dello spettro tutti i livelli sono doppiamente degeneri. Ciò 
è dovuto al fatto che le funzioni d’onda corrispondenti sono deter- 
minate dall’equazione del secondo ordine (21,1), di cui ambedue le 
soluzioni indipendenti soddisfano le condizioni richieste all’infi- 
nito (mentre, per esempio, nel caso precedente una delle soluzioni 
tendeva all'infinito! per € + — co e doveva essere perciò-scartata). 
La forma asintotica della funzione d’onda per z + -+ co è 


p= axett* | age *8* (24,8) 


e analogamente per 7-- — co. Il termine contenente e*** corri- 
sponde a una particella che si muove verso destra, e il termine con- 
tenente e7-*** a una particella che si muove verso sinistra. 
Supponiamo che la funzione U (x) sia pari, cioè U(—z) = 
= U (2). Allora l’equazione di Schrédinger (21,1) resta inalterata 
quando si cambia il segno delle coordinate. Ne segue che se y (7) è 
una soluzione di questa equazione, anche y (—z) è una soluzione 
coincidente a meno di un fattore costante con »(z): p(—z) = 
= cy (x). Cambiando ancora una volta il segno di z, si ottiene 
* (2) = c*p (2), da cuic = +1. Cosî, se l’energia potenziale è sim- 
metrica (rispetto al punto x = 0), le funzioni d’onda degli stati 
stazionari possono essere 0 pari [w (—z) = w (2)], o dispari [p (—2)= 
= — W(x)] ®). In particolare, la funzione d'onda dello stato fon- 


1) In queste considerazioni si suppone che lo stato stazionario sia non dege- 
nere, il moto è cioè finito nelle due direzioni. In caso contrario, nel cambiamento 
di segno delle x le due funzioni d'onda relative ad uno stesso livello energetico 
dato potrebbero trasformarsi tra di loro. Tuttavia, anche se le funzioni d'onda 
degli stati stazionari non sono necessariamente pari 0 dSpari, esse possono sem- 
pre diventare tali (con una scelta appropriata di combinazioni lineari delle 
funzioni iniziali). 
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damentale è pari: infatti, essa non può avere dei nodi mentre una 
funzione dispari si annulla in ogni caso per z=01w(0) = 
= — w(0)=01. 

Esiste un semplice procedimento per normalizzare le funzioni 
d'onda del moto unidimensionale (nello spettro continuo) che per- 
mette di determinare il coefficiente di normalizzazione diretta- 
mente dall’espressione asintotica della funzione d’onda per grandi 
valori di | |. 

Consideriamo la funzione d'onda di un moto infinito in una dire- 
zione per (7 + + co). L’integrale di normalizzazione diverge per 
X + co (per 7-+ — co la funzione diminuisce esponenzialmente in 
modo che l'integrale converge rapidamente). Di conseguenza, per 
determinare la costante di normalizzazione, si può sostituire a w il 
suo valore asintotico (per grandi x > 0) e integrare, prendendo come 
limite inferiore qualsiasi valore finito di x, per esempio zero; ciò 
equivale a trascurare una grandezza finita rispetto ad una grandezza 
infinitamente grande. Mostriamo che la funzione d'onda normaliz- 
zata con la condizione 


{ivo de=6 (FE) = 2046 (pp) (21,9) 


(p è la quantità di moto della particella all'infinito) deve avere la 
forma asintotica (21,5) con il coefficiente a = 2: 


yo < 2cos (kx +8) = eilhx+8) 4 e-ihx+8), (241,10) 


Poiché non abbiamo l'intenzione di verificare l’ortogonalità 
delle funzioni corrispondenti a differenti p, sostituendo le funzioni 
(21,10) nell’integrale di normalizzazione noi supponiamo gli impul- 
si p e p' arbitrariamente vicini; di conseguenza, si può porre è = 
= $' (8 è, in generale, funzione di p). Inoltre, lasciamo nell’espres- 
sione integranda soltanto i termini che divergono per p = p'’; in 
altri termini, omettiamo i termini contenenti eti+R)*. Otteniamo 


quindì 


(0°) 60 i 
Î ppype de = Î ei(h'-hx dr + { e-i(h'-h)x dr = | ci -h)x dr 
0 0 ds9: 


che, in virtù della (15,7) coincide con la (21,9). 
Il passaggio alla normalizzazione con la funzione delta dell’ener- 
gia si compie, conformemente alla (5,14), moltiplicando w, per 


d (Dont) 1/21 


dE — Da © 


dove v è la velocità della particella all’infinito. Si ha quindi, 


1 1 ; 
Ve e (ed + etint), (24,14) 
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Si osservi che la densità di corrente di ciascuna delle due onde 
progressive in cui è scomposta l’onda stazionaria (21,11) è uguale a 
1/2 nh. Si può enunciare quindi la seguente regola per la normalizza- 
zione della funzione d’onda del moto infinito in una direzione con 
una funzione è dell’energia: rappresentando l’espressione asintotica 
della funzione d’onda sotto forma di somma di due onde piane pro- 
pagantesi in direzioni opposte, bisogna scegliere il coefficiente di 
normalizzazione in modo tale che la densità di corrente nell’onda che 
si propaga avvicinandosi all'origine delle coordinate (o allontanan- 
dosi da essa) sia uguale a 1/2xh. 

Nello stesso modo si può ottenere una regola analoga per la 
normalizzazione delle funzioni d'onda del moto infinito nelle due 
direzioni. La funzione d'onda sarà normalizzata con una funzione è 
dell'energia se la somma delle correnti nelle onde convergenti all'ori- 
gine delle coordinate dalla parte positiva e da quella negativa dell’ as- 
se delle x è uguale a 1/2rh. 


$ 22. Buca di potenziale 


Come semplice esempio di moto unidimensionale consideriamo 
il moto in una buca di potenziale i de in un campo la 


cui funzione U (x) è rappresentata nella fig. 1: U (x) =0 per0< 
U() 
4 
a T 
Fig. 1. 


<r<a, U(x)=U pera <0,r>A. È evidente a priori che 
perE<U;x lo spettro è discreto e che per E > Uc si ha uno spettro 
continuo di livelli doppiamente degeneri. 

Nella regione 0<z<a l' Ae) di Schròdinger è 


p+-É Ta - Ep=0 (22,1) 
(l'apice indica la E rispetto a z), e al di fuori della buca 
p +5 3 (E-U)p=0. (22,2) 


Per £ = 0, le soluzioni di queste equazioni debbono saldarsi l’una 
all'altra con continuità e con derivata continua, e per 7 = + cola 


EQUAZIONE DI SCHRUDINGER 89 


soluzione dell'equazione (22,2) deve restare finita (per lo spettro 
discreto, E < U., deve annullarsi). 
Per E< U; la soluzione dell'equazione (22,2) che si annulla 
all'infinito è 
yw= costante.eF**, w=- V2m (Un — E) (22,3) 


(i segni — e + nell’esponente si riferiscono, rispettivamente, alle 
regioni 7 > a ed 7 <0). La probabilità | w |? di trovare la parti- 
cella diminuisce esponenzialmente all’interno della regione in cui 
E<U (2). In luogo della continuità di w e p' sul contorno della 
buca di potenziale, è comodo esigere la continuità di w e della deri- 
vata logaritmica w'/w. Tenendo conto della (22,3), otteniamo la 
condizione al contorno della forma 


L= + x. (22,4) 
Non ci soffermeremo qui sulla determinazione dei livelli energrtici 
in una buca di profondità arbitraria U, (vedi problema 2) ed esami- 
neremo invece interamente soltanto il caso limite di pareti infini- 
tamente alte (U, — 00). 
Per U, = co il moto avviene soltanto nel segmento a limitato 
dai punti 7 = 0, e, come è stato indicato nel $ 18, la condizione al 
contorno in questi punti è 


p=0. (22,5) 


(È facile vedere che questa condizione può essere ugualmente dedotta 
dalla condizione generale (22,4). Infatti, per U, + co si ha anche 
% + co, e quindi w'/w + co; dato che w' non può diventare infinita, 
ne segue che w = 0.) Cerchiamo la soluzione dell'equazione (22,1) 
all’interno della buca nella forma 


p=csen (kr+8), k=L922. (22,6) 


La condizione y = 0 per x = 0 dà 6 = 0, mentre la stessa condizione 
per r = a dà sen ka =0, da cui ka = na (n sono numeri interi 
positivi a partire dall’unità !), oppure 
nh? 

En=<@ n: nslsZrdées (22,7) 
Questa espressione determina i livelli energetici della particella 
nella buca di potenziale. Le funzioni d’onda normalizzate degli 
stati stazionari sono 


b= È sen = x, (22,8) 


1) Pern= Osi otterrebbe identicamente p= 0. 
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In base a questi risultati si possono scrivere immediatamente i 
livelli energetici di una particella in una buca di potenziale rettan- 
golare, cioè per il moto tridimensionale in un campo con energia 
potenziale U = 0 per0<xrx<a, 0<y<b0<z<ceU = c0 
al di fuori di questa regione. Precisamente i livelli sono dati dalle 
somme 


E ninang = 


(Epi sd), na, ra, ma=1, 2,3,..., (22,9) 


e le funzioni d'onda corrispondenti sono date dai prodotti 


8 IR Tno 5 Tn3 
Vea sen —=7 <-Sen USA n Z. (22,40) 


Si osservi che l'energia dello stato fondamentale, secondo la 
(22,7) o (22,9), è dell’ordine di £, — À?/ml?, dove l sono le dimensio- 
ni lineari della regione in cui avviene il moto della particella. 
Questo risultato è in accordo con le relazioni di indeterminazione: 
se l’indeterminazione della coordinata è -—/, l’indeterminazione 
della quantità di moto, e con essa anche l’ordine di grandezza della 
quantità di moto stessa, è — #/l; l’energia corrispondente è — (4//)?/m. 


PROBLEMI 


1. Determinare la distribuzione di probabilità dei diversi valori della quan- 
tità di moto nello stato fondamentale di una particella che si trova in una buca 
di potenziale rettangolare infinitamente profonda. 

Soluzione. I coefficienti a (p) dello sviluppo della funzione +; (22,8) in auto- 


funzioni della quantità di moto sono: 


«(p)= | vspias=/ | sen (#2) e tPx/h gr. 
0 


Calcolando l'integrale ed elevandone il modulo al quadrato, otteniamo la distri- 
buzione di probabilità cercata 
4rvia 


dp pa 
\a(p)] 2nh = (pèat—n2h2)? 008° E dp. 


2. Determinare i livelli energetici per la buca di potenziale rappresentata 


nella fig. 2. 
Soluzione. Lo spettro energetico è discreto se E < U,. Nella regione x < 0 
la funzione d’onda è 


py= cei, K= > V2mU,=E), 


e nella regione 7 > e 


y= c9e "2%, u=+ V2m(U,— E). 
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Cerchiamo w all'interno della buca (0 < x < a) nella forma 


ph VE 


p=c sen (kz 46), ma A 


La condizione di continuità di ‘p'/y al contorno della buca ci dà le equazioni 


kogs=x=]/ È2-u,-h, kctig (k+9=—0=—]/ EUR, 


ovvero 


kh kh 
= ——— ka = —=°1 
RES V2mU;' O) v2mU,° 


Eliminando $, otteniamo l’equazione trascendente 


(1) 


kfi kh 
ka=nn—arcsen ———  arcsen ————- 
V2mU; V2mU, 
(dove n= 4, 2,3,..,@i valori dell’arcoseno vanno da 0 a 3) le cui radici 


determinano i livelli energetici E = %?%?/2m. Per ogni n si ha, in generale, una 
radice; i valori di n numerano i livelli in ordine crescente. 


Fig. 2. 


Poiché l'argomento dell’arcoseno non può superare 1, è ovvio che i valori 
di % sono esclusivamente compresi nell'intervallo tra 0 e V2mU,/h. Il primo 
membro dell'equazione (1) è una funzione monotona crescente di % e il secondo 
membro è una funzione monotona decrescente. Di conseguenza, l’esistenza di 
una radice dell'equazione (1) richiede che per 4 = V2mU,/h il secondo membro 
sia inferiore al primo. In particolare, la disuguaglianza 


V 2mU, I U, 
a ci > ORA Va , (2) 


ottenuta per n = 1, è la condizione che nella buca esista almeno un livello 

energetico. Si vede che per U, # Ua dati esistono sempre valori sufficientemente 

piccoli della larghezza a della buca per i quali non si avrà nessun livello energe- 

tico discreto. È evidente che per VU, = U, la condizione (2) è sempre soddisfatta. 
Per U, = Us = Uog (buca simmetrica) la condizione (1) si riduce a 


hk na — ka (3) 


arcsen ———===-=7-__-e 
7, 2mUo 2 
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Introducendo la variabile È = &a/2, si ottiene, per n dispari, l’equazione 


così=+ vi, -V 4 ; (4) 


dove si debbono prendere le radici per le quali tg & > 0. Per n pari si ottiene 
l'equazione 


sengé=+ vi, (5) 


dove si debbono prendere le radici per le quali tg È > 0. Dalle radici di queste 
due equazioni si determinano i livelli energetici E = 2€2%?/ma?; il numero dei 
livelli (per y # 0) è finito. 

In particolare, nel caso di una buca poco gi dove Uo « h?/ma?, si 
ha y D 1 e l’equazione (5) non ha nessuna radice. Quanto all’equazione (4), 
essa ha una sola radice (prendendo il secondo membro col segno più) uguale a 


I 2 (1 — x) . In tal modo, nella buca si ha un solo livello energetico 


ma? 


Éo zsUo— 


situato vicino alla sua « sommità ». 

3. Determinare la pressione esercitata sulle pareti di una buca di potenziale 
rettangolare da una particella in essa racchiusa. 

Soluzione. La forza agente sulla parete perpendicolare all'asse delle 
è data dal valore medio della derivata —0/4/da della funzione di Hamilton 
della particella rispetto alla lunghezza della buca lungo l’asse delle z; la pres- 
sione si ottiene dividendo questa forza per l’area bc della parete. Conformemen- 
te alla formula (11,16), il valore medio cercato si ottiene derivando l’autovalore 
dell'energia (22,9). Si ottiene cosi la pressione 


$ 23. Oscillatore lineare 


Consideriamo una particella che compie piccole oscillazion: 
unidimensionali (il cosiddetto oscillatore lineare). L'energia poten 
ziale di tale particella è uguale a m@?7°/2 dove ® rappresenta nell 
meccanica classica la frequenza propria delle oscillazioni. L’hami! 
toniano dell’oscillatore è quindi 


& p? mor? 
= dm + 9 ° (23 , 


Poiché l’energia potenziale diventa infinita per 7 = + co, la pa 
ticella può compiere soltanto un moto finito e, di conseguenza, tutto 
lo spettro energetico dell’oscillatore sarà discreto. 

Determiniamo i livelli energetici dell’oscillatore mediante il 
metodo matriciale'). Partiamo dalle equazioni del moto nella forma 


1) Ciò è stato fatto da Heisenberg nel 1925 prima che Schròdinger scoprisse 
l'equazione d'onda. 
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(19,3); esse nel nostro caso danno 


z+o0%5=0. (23,2) 
In forma matriciale questa equazione si scrive: 
(mn + ©%2mn =0. 
Conformemente alla (11,8), per gli elementi di matrice dell’accele. 


razione abbiamo (%)mn = iOmn (%)mn = — ®©înnTmn. Pertanto otte- 
niamo 


(Omn — 0) Tmn = 0. 


Da qui risulta che tutti gli elementi di matrice 2,7, sono nulli, tran- 
ne quelli per Cui ®© mn = +. Numeriamo tutti gli stati stazionari 
in modo tale che le frequenze +@ corrispondano alle transizioni. 
n-+n F1, cioè che On nzi = +0. In questo caso saranno diversi 
da zero soltanto gli elementi di matrice n, nri- 

Supponiamo che le funzioni d'onda w, siano reali. Poiché x è 
una grandezza reale, saranno reali anche tutti i suoi elementi di 
matrice Xmp. La condizione di hermiticità (11,10) equivale al fatto 
che la matrice zmn è simmetrica: 


Imn=Tnm- 


Per calcolare gli elementi non nulli della coordinata, applichia- 
mo la regola di commutazione 


A 
CA A* 


; ._ h 
rxr—zxrx= —i—, 
m 
scrivendola in forma matriciale 
° o ih 


Per la regola di moltiplicazione delle matrici (11,12) per m=n 
abbiamo 


° ° NI 2 A hi 
|) dI (On :En1Tin — EniinCin) = 2i dI Onin= 07: 
1 I 
In questa somma sono diversi da zero soltanto i termini con / = 
= n + 1, e quindi si ottiene 


h 
2 ni 
(Tnt, n)" — (En, n-1) = ‘mo (23,3) 
Da questa uguaglianza si deduce che le grandezze (zn+1, n)? costi- 
tuiscono una progressione aritmetica illimitata superiormente, ma 
necessariamente limitata inferiormente, perché essa può contenere 
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soltanto termini positivi. Poiché abbiamo stabilito per il momento 
soltanto l’ordine relativo dei numeri degli stati n e non i loro valori 
assoluti, possiamo scegliere arbitrariamente il valore di n corri- 
spondente al primo stato dell’oscillatore, ossia allo stato normale. 
Sia zero questo valore. In relazione a ciò, il termine x, -; sarà iden- 
ticamente nullo, e l'applicazione successiva delle equazioni (23,3) 
conn= 0, 1, ... conduce al risultato 


nh 
(Tn, n-1)° T Omo ° 


In definitiva si ottiene la seguente espressione per gli elementi di 
matrice non nulli della coordinata!): 


h 
In, n-13Zn-t1,n= V i . (23,4) 


La matrice dell'operatore # è diagonale e gli elementi di matrice 
Hnn rappresentano gli autovalori dell'energia E, dell’oscillatore. 
Per calcolarli scriviamo 


m 


Hun == Én 5 [(Z2)nn + w? (22)nn] = 
m ; y i m \ 
= DI [3 WWn Tnt WinTin t dS LniTin | == > )i (0° + nl) Lin 
l l l 


Nella somma su Zi soli termini non nulli sono quelli con / = n + 1; 
usando la (23,4), si ottiene 


E,=(n+) ho, h=01:2;5u, (23,5) 


I livelli energetici dell’oscillatore sono quindi separati da inter- 
valli uguali a Ro. L'energia dello stato fondamentale (n = 0) è 
uguale a È @/2; sottolineiamo che essa non è nulla. 

Il risultato (23,5) si può ottenere anche risolvendo l'equazione 
di Schròdinger. Questa equazione per l’oscillatore si scrive 


dî 2m 273 
rta (E) v=0. (20,9) 


In luogo della coordinata x è comodo introdurre qui la variabile 
adimensionale È definita dalla relazione 


E=y Fs (23,7) 


1) Scegliamo le fasi indeterminate a, (vedi la nota alla pag. 50) in modo tale 
da ottenere il segno -+ davanti alla radice in tutti gli elementi di matrice (23,4). 
Questa scelta è sempre possibile per una matrice nella quale sono non nulli 
soltanto gli elementi relativi a transizioni tra stati con numeri contigui. 
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Si ottiene allora l’equazione 
È 2E 
» +(F-E) p=0. (23,8) 


(L’apice significa qui la derivazione rispetto a È.) 

Per grandi È si può trascurare 2E£/ho rispetto a È?; l'equazione 
y" = ÈÉ2y ha come integrali asintotici y = e#+è°2 (la derivazione di 
questa funzione dà infatti, trascurando i termini di ordine inferiore 
in È, p = Èy). Dato che la funzione d’onda w deve essere finita 
per È = +00, nell’esponente occorre scegliere il segno meno. In re- 
lazione a ciò, è naturale fare nell’equazione (23,8) la sostituzione 


p=e-5/2x (È). (23,9) 


Per la funzione y (È) si ottiene la seguente equazione (introduciamo 
la notazione 2E/fim — 1 = 2n; poiché sappiamo a priori che £ > 0, 
sarà n > — 1/2) 

ga — 2Ex 4+2ny=0, (23,10) 


da risolvere con la condizione che la funzione y deve essere finita 
per tutte le È finite, e per È = + co essa può crescere indefinita- 
mente, ma non più rapidamente di una potenza finita di È (in modo 
che la funzione w tenda a zero). 

Tali soluzioni dell’equazione (23,10) esistono solamente per valori 
interi positivi (compreso lo zero) di r (vedi $ a, dell’ Appendice mate- 
matica); ciò dà per l’energia gli autovalori già noti (23,9). Le solu- 
zioni dell'equazione (23,10) corrispondenti ai diversi valori interi 
di n sono 

y = costante» /7,, (È), 


dove H, (È) sono polinomi di grado n in È, detti polinomi di Her- 
mite, dati dalla formula 
n pE2 de È° 
H,(E)=(— 1)" eb gen * (23,11) 
Determinando la costante in modo tale che le funzioni w, soddisfino 
la condizione di normalizzazione 
| vi (2) de=1, 


otteniamo (vedi (a, 7)) 


vo ()=(17-) TA ne hi (2 Ve . (23,12) 
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Cosi, la funzione d’onda dello stato normale è 
1/4 — Ti ga 
va = (FL). (23,13) 
Come era da aspettarsi, essa non ha zeri per valori finiti di x 


+ c0 
Calcolando gli integrali J Pnpm5d8, si possono determinare gli 


elementi di matrice della coordinata: questo calcolo dà, ovviamente, 


gil stessi valori (23,4). 
Per concludere mostriamo in che modo si possono calcolare le 
funzioni d'onda w, usando il metodo matriciale. Osserviamo che 


nelle matrici degli operatori x + iwî sono diversi da zero soltanto 
gil elementi 


(iz) n= — (+0) i E (23,46) 


Pe-tendo dalla formula generale (11,11) e tenendo conto che y._., = 
== 0, si deduce che 


U=i03) = 0. 


Sostituendo l’espressione 7 = ii, ricaviamo l'equazione 
dibo ma 
de — — 7 fto 

la cui soluzione normalizzata è (23,13). Inoltre, poiché 


2oln 


(£ + i0z) Pr-1= (z+ IOI)n, n-1 Pn = iv n 


otteniamo la formula di ricorrenza 


VE (440) ot (-441) = 
Versate: si Ghia E 


che, applicata n volte alla funzione (23,13), conduce alla espressione 
(23,12) delle funzioni normalizzate w,. 


Pn, 


A ioosimi 


PROBLEMI 


1. Determinare la distribuzione di probabilità dei diversi valori delle quan- 
tità di moto di un oscillatore. 

Soluzione. Invece di sviluppare la funzione d'onda dello stato stazionario 
secondo le autofunzioni della quantità di moto, è più semplice nel caso dell’oscil- 
latore partire direttamente dall’equazione di Schròdinger nella rappresentazio- 
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ne p. Sostituendo nella (23,1) l'operatore della coordinata (15,12) x = ifd/dp, 
si ottiene l’'hamiltoniano nella rappresentazione p 
% p° mo2h3  d2 


rod Frnrce-ree ii e rena 
c_— ° 


L'equazione di Schròdinger corrispondente Ha (p) = Ea (p) per la funzione 
d’onda a (p) nella rappresentazione p è 


d°a (p) 2 
dp® ne mah? ( 
Questa equazione è esattamente identica alla (23,6); di conseguenza, si possono 


scrivere le soluzioni per analogia con la (23,12). In tal modo, troviamo la distri- 
buzione di probabilità cercata nella forma 


2 
-T) a(p)=0. 


dp 1 - p2 
o _CP________.-p*/mohyz (È) 
lan (P)| 2rh  2"n Vanok n Vmnok dp 


2. Trovare il limite inferiore dei valori possibili dell'energia di un oscillatore 
mediante la relazione di indeterminazione (16,7). 


Soluzione. Osservando che x° = x? + (8z)?, p? = p? + ($p)? e utilizzando 
la (16,7), per il valore medio dell’energia dell’oscillatore si ha 


mo? = P* m 


O | 2 4 2h2 8p)3 
E (6a)? + (6p> pr + 


8 (6p)? 2m 


Determinando il minimo di questa espressione (come funzione di 6p), si trova 
il limite inferiore dei valori medi e, di conseguenza, di tutti i valori possibili 
energetici: E => fio/2. 

3. Determinare le funzioni d’onda degli stati di un oscillatore lineare, che 
minimizzano la relazione di indeterminazioni, cioè degli stati in cui le fluttua- 
zioni medie quadratiche della coordinata e della quantità di moto nel pacchetto 
d'onda sono legate dall’uguaglianza ép òx = 4/2 (E. Schròdinger, 1926)}), 

Soluzione. Le funzioni d'onda cercate debbono avere la forma 


DS 4 ipr __ (r—z)? ur 
+ (2, 0 Rn E exp { h 4 (82)? lp ©} ® (1) 


La dipendenza tra le loro coordinate in ogni istante corrisponde alla formula 


(16,8), dove 7 = x (t) e p= p(t) = mz(t) sono i valori medi della coordinata 
e della quantità di moto; conformemente alla formula (19,3) per l’oscillatore 


lineare (U = m@?2?/2), si ha p = —mo?z e, di conseguenza, per i valori medi: 
p= —m@?z, oppure 
x+o?îz=0, (2) 


cioè la funzione x (#) soddisfa l'equazione del moto classica. Il coefficiente co- 
0 

stante nella (1) è determinato dalla condizione di normalizzazione Î |Y |} da= 
— 00 

= 4; oltre a questo fattore, Y può contenere ancora un moltiplicatore di fase 


1) Tali stati sono detti stati coerenti. 
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con la fase @ (#) dipendente dal tempo. Le incognite, la costante 67 e la funzione 


@ (t) si trovano sostituendo la (1) nell'equazione d’onda 


hi 0% ma a OL 
— Im dx ‘ 2 idea 


Tenendo conto della (2), dopo la sostituzione otteniamo 
x - m2w? 1 mi73 23 1 m » 
(+-#) ( TE -mus)+ DIE “retin 90 ] ai 
da cui (8x)? = &/2mo e quindi 
tn gut 
P=ar (2° 0°) +3, == pr 1301. 


Si ha in definitiva 


mo \1/4 ‘D. — 72 pr 
reo=(20) an (fire (ME). A 


Per 7 = 0, p=0 questa funzione diventa o (2) e7*®*/2, ossia la funzione 


d’onda dello stato fondamentale dell’oscillatore. 
L’energia media dell’oscillatore nello stato coerente è 


° 


la grandezza n introdotta qui è il « numero medio di quanti » f© nello stato 
considerato. Si vede che lo stato coerente è completamente definito da una fun- 


zione z (#) che soddisfi l'equazione classica (2). Questa funzione nella forma 
generale si scrive 
_mortip _,-iot, |a|2=n. (5) 
V2mio 
La funzione (3) può essere sviluppata secondo le funzioni d’onda degli stati 
stazionari dell’oscillatore 


Y= di anPn; Yn (x, )=Wn (2) exp { —i ( n+7) ot } à 
n=0 
I coefficienti di questo sviluppo si calcolano come integrali!) 


00 
= { PrY de. (6) 
Da qui la probabilità che l'oscillatore si trovi nello stato n è 
a 32" 
Wn=]an|}=e ni! (7) 


cioò è data dalla nota distribuzione di Poisson. 


1) Cfr. i calcoli nel problema 41, $ 41. 
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4. Determinare i livelli energetici di una particella che si muove in un 
campo con energia potenziale 


U (x)= A (e 29% — 2e- 98) 


(fig. 3, Ph. Morse). e 
Soluzione. Lo spettro degli autovalori positivi energetici è continuo (e i 


livelli non sono degeneri), e lo spettro dei valori negativi è discreto. 


U(2) 


<A 
Fig. 3. 


L’equazione di Schròdinger nel nostro caso è: 


SQ (Eder 2Ae 9) p=0. 


da? 
Introduciamo la nuova variabile 


2V2mA _ax 
p= 020, 
(04/) 
(che assume i valori da 0 a +00) e le notazioni (considerando lo spettro discreto 


cosicché E < 0) 
VE, sede: ta 


a ah i ah 


L’equazione di Schrédinger assume allora la forma 


n di sata n4-s 41/2 ss?) 
U°) ++Y4+( Pg sani È 17) v=0. 


Per È-+ co la funzione w si comporta asintoticamente come e#%/2, e per È + 0 
la funzione y è proporzionale a £**. Perché essa sia finita, occorre scegliere la 
soluzione che si comporta per È+ co come 78/2, e per È + 0 come È. Sosti- 
tuendo 

p=e 82520 (E) 


si ottiene per w l'equazione 
E” +-(254+1—E)w' +rw=0, (2) 


che deve essere risolta con le seguenti condizioni: w è finita per È = 0, e per 

+ co w tende all’infinito ma non più rapidamente di una potenza finita di È. 
L'equazione (2) è l'equazione per la funzione ipergeometrica confluente (vedi $ g 
dell'Appendice matematica) 


w=F(—n, 2541, È). 
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La soluzione che soddisfi la condizione richiesta si ottiene per n intero non 
das (la funzione f si riduce allora a un polinomio). Conformemente alle 
definizioni (1), si ottengono quindi per i livelli energetici i valori 


hi 41 \22 
af (+4)] 
È [1 2mA nt3 : 


dove n assume valori interi positivi a partire da zero fino al valore massimo 
per il quale si abbia 


V2mA 1 
ahi sa ta 


(cosicché il parametro s è, per definizione, positivo). In tal modo, lo spettro 
discreto contiene una serie limitata di livelli. Se 


V2mA < L 


ah TRE, 


lo spettro discreto non esiste. 


Mi Uo ; 
5. Il problema 4 per V= “na (fig. 4). 


U(2) 


% 


Fig. 4 


Soluzione. Lo spettro delle energie positive è continuo, e quello delle 
energie negative discreto ; consideriamo quest'ultimo. L'equazione di Schrodin- 


ger è 


d*yp 2m Uo L 
dr? +3 (8+ ch? ar )u=0 


Facciamo il cambiamento di variabile È = th az ed, introducendo le notazioni 


_ V-2mE 2mU, _ A V ont | 
es» e 641 (14 14). 


otteniamo 


[1-8 ]+[:6+0-g]v=0. 
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Questa è l'equazione delle funzioni generalizzate di Legendre. Riconduciame 
questa funzione ad una forma ipergeometrica facendo la sostituzione 


= (1-62)? w (È) 
e il cambiamento provvisorio di variabile LI (1 — È) = u: 
u(1—-u)w"+(e+1)(1-2u)w"—(eT—s)(e+s+1)w=0. 
La soluzione finita per È = 1 (cioè per 7 = 00) è 
= (1-82)? F es, e+s+1, e+1, (1—-E)2]. 


Perché y sia finita ST per sw —1 (cioè per x = — oo), si deve avere e — s = 
= —n, dove n = 0, 1, 2,... (allora F è un polinomio di grado r, finito per 


In tal modo, i livelli energetici sono determinati dalla condizione s — e = 


= n, da cui 
h2a? 8mU o 
En= — 8m [+2 14 2] i 


Il numero di livelli è finito e determinato dalla condizione e > 0, cioè n < s. 


$ 24. Moto in un campo uniforme 


Consideriamo il moto di una particella in un campo esterno uni- 
forme. Orientiamo il campo lungo l’asse delle x, e sia F la forza 
agente sulla particella nel campo; in un campo elettrico £ questa 
forza è uguale a 7 = e£, dove e è la carica della particella. 

L'energia potenziale di una particella in un campo uniforme si 
scrive U = — Fx + costante; scegliendo la costante in modo tale 
che si abbia U = 0 per x = 0, si ottiene U = —Z7r. L'equazione di 
Schròdinger per il sr agi considerato ha la forma 

Ce 27 (E4- Pa) j=0. (24,1) 

Poiché U tende a + c0 per 7 ++ — c0, e UV-++- — c0 per x+ 
-— + co, è a priori evidente che i livelli energetici formano uno 
spettro continuo che riempie tutto l’intervallo dei valori da — co 
a + oo. Tutti questi autovalori non sono degeneri e corrispondono a 
un moto finito nella direzione di x = — oce infinito nella direzione 


X > + co. 
Introduciamo in luogo della coordinata la variabile adimensio- 


nale 
E=(2++)(Gr) (24,2) 


Allora l'equazione (24,1) assume la forma 
p+Ep=0. (24,3) 


Questa equazione non contiene più il parametro energia. Di conse- 
guenza, ottenuta la sua soluzione che soddisfa le condizioni di 
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finitezza, otterremo di conseguenza l’autofunzione per valori arbitrari 


dell'energia. 
La soluzione dell'equazione (24,3) finita per tutte le x ha la se- 
guente forma (vedi $ db, Appendice matematica) 


y.(E) = AD (—È), (24,4) 
dove 


DO=3= { cos (+e) du 
| D: 


è la cosiddetta funzione d’Airy, ed A un fattore di normalizzazione 
che definiremo più avanti. 

Per È -+- — co la funzione y (È) tende esponenzialmente a zero. 
L'espressione asintotica di w (È) per le È negative grandi in valore 
assoluto ha la forma (vedi (db, 4)) 


2 

dA = (24,5) 

Per i grandi valori positivi di È l’espressione asintotica della fun- 
zione w (E) è la seguente (vedi (db, 5)!): 


A 2 It 
d = 777 301 (+8++4). (24,6) 


In accordo con la regola generale (5,4) di normalizzazione delle auto- 
funzioni dello spettro continuo, normalizziamo le funzioni (24,4) 
con una funzione delta dell’energia 


+00 


| v® VE) de=8 (2-2). (24,7) 


— 00 


Nel $ 21 è stato indicato un procedimento semplice per determinare 
il coefficiente di normalizzazione mediante l’espressione asintotica 
delle funzioni d'onda. Seguendo questo procedimento, rappresentiamo 
la funzione (24,6) sotto forma di somma di due onde progressive: 


v@= tr far [1(78°-7)]+o0[-:($8%-2)]}. 


1) Anticipando, osserviamo che le espressioni asintotiche (24,5) e (24,6) 
corrispondono precisamente alle espressioni quasi-classiche della funzione d'on- 
da nelle regioni classiche inaccessibile e accessibile ($ 47). 
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La densità di corrente calcolata per ciascuno di questi due termini è 


2 A \2 (2hF)1/3 
(#77) °-_Vi E+F2) Fa) (7a zi) =A° imil3 * 
Eguagliandola a 1/2nî, troviamo 
1/3 
7 CLS (24,8) 


11/2 F1/3 2/3 i 


PROBLEMA 
Determinare le funzioni d'onda nella rappresentazione p per una particella 


in un campo uniforme. 
Soluzione. L'hamiltoniano nella rappresentazione p è 


p* 
He ce ir 


in modo che l’equazione di Schròdinger della funzione d’onda a (p) ha la forma 
— ihF + (P_E)a 0; 


Risolta questa equazione, si ottengono le funzioni eercate 


E i P3 


Queste funzioni sono normalizzate con la condizione 
+ c0 
aò (P) ap. (p)dp=6(E"— E). 


— 00 


$ 25. Coefficiente di trasmissione 


Consideriamo il moto di particelle nel campo rappresentato nella 
fig. 5 del seguente tipo: UV (x) cresce monotonamente da un valore li- 
mite costante(U =0 per x+ — 00) adun altro(U=U, pert+ + 00). 
Secondo la meccanica classica, una particella con energia E < U,, 
che si muove in tale campo da sinistra verso destra, arrivando alla 
barriera di potenziale si riflette da essa e riprende il moto in dire- 
zione opposta; se invece £ > | la particella continua a muoversi 
nella stessa direzione ma con velocità minore. Nella meccanica 
quantistica compare un fenomeno nuovo: anche per E > U, la 
particella può essere riflessa dalla barriera di potenziale. La proba- 
bilità di riflessione deve essere calcolata, in linea di principio, nel 
modo seguente. 
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Supponiamo che la particella si muova da sinistra verso destra. 
Per grandi valori positivi di x la funzione d’onda deve descrivere la 
particella che è passata « sopra la barriera » e si muove nella dire- 
zione positiva dell'asse delle x, cioè deve avere la forma asintotica 


per +00: pa Ae, ky=--V2m (E— Up) (29,1) 


(dove A è una costante). Trovata la soluzione dell'equazione di 
Schròdinger che soddisfa questa condizione limite, calcoliamo l’e- 


Fig. o 


spressione asintotica per x + — co; essa è una combinazione line- 
are di due soluzioni dell'equazione del moto libero, cioè ha la forma 


per 7 +— c0: Pre eihi* | Be-'h1ix, Kk, => V2mE. (25,2) 


Il primo termine corrisponde alla particella incidente (si suppone 
w normalizzata in modo tale che il coefficiente di questo termine sia 
uguale a uno); il secondo termine, invece, rappresenta la particella 
riflessa dalla « barriera ». La densità di corrente nell’onda incidente 
è proporzionale a X,, nell’onda riflessa a #, | B |? e nell’onda tra- 
smessa a k, | A |?. Definiamo il coefficiente di trasmissione D della 
particella come il rapporto della densità di corrente nell’onda tra- 
smessa alla densità di corrente nell’onda incidente: 


k » 
D=--|AP. (25,3) 


Analogamente si può definire il coefficiente di riflessione R come il 
rapporto della densità di corrente riflessa alla densità di corrente 
incidente; è evidente che R$ =1 — D: 


R=|BP=1-2|Af (25,4) 


(questa relazione tra A e B è soddisfatta automaticamente). 

Se la particella si muove da sinistra verso destra con energia 
E<Ug, allora k, è immaginario puro, e la funzione d'onda dimi- 
nuisce esponenzialmente per € + -+ co. La corrente riflessa è uguale 
a quella incidente, si ha cioè una riflessione totale della particella 
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dalla barriera di potenziale. Sottolineiamo però che anche in questo 
caso, la probabilità di trovare la particella nella regione in cui É£ < 
<U; non è nulla, benché diminuisca rapidamente al crescere di z. 

Nel caso generale di uno stato stazionario qualsiasi (con energia 
E > U,) l'espressione asintotica della funzione d’onda è, per x + 
+ — co come per 7 + + co, la somma di due onde che si propagano 
nelle due direzioni dell’asse delle x: 


y= Aeît1* + B,je-iRK1% per x-+— 00, 95.5 
y= Age'R2* 4 Bye-i82% per r-++ 00. a) 


Poiché queste due espressioni sono forme asintotiche di una stessa 
soluzione di una equazione differenziale lineare, esiste tra i coeffi- 
cienti A,, B, e A,, B, una relazione lineare. Sia 4, = cA, + BB,, 
dove a, f sono costanti (generalmente complesse) dipendenti dalla 
forma concreta del campo U (x). Per B, si può scrivere una relazio- 
ne analoga sulla base del fatto che l’equazione di Schròdinger è re- 
ale. Sempre in accordo con quest’ultimo fatto, se w è una soluzione 
di una data equazione di Schrédinger, anche la funzione complessa 
coniugata w* è una soluzione di questa equazione. La forma asinto- 
tica 
pt = fe-ihix | B'feikix per r-— 00, 


y* — AZe-ik2x | B5e#2* per x +-+ 00 


differisce dalla (25,5) soltanto per coefficienti costanti; di conseguen- 
za, B3 = aBi + BAT o B, = a*B, + B*A,. In tal modo, i coeffi- 
cienti nella (25,5) sono legati fra di loro da relazioni della forma 


Ag=aA,+BB,, B,=P*A,+ a*h,. (25.6) 


La condizione che la corrente lungo l’asse delle x sia costante 
conduce per i coefficienti della (25,5) alla relazione 


ky (|A |—|B, |?) = ke (142|? —|B:]}). 


Esprimendo qui A,, B, in funzione di A,, B, secondo la (25,6), 
otteniamo 


k r 
|al—18P=+*- (25,7) 


Mediante le relazioni (25,6) si può mostrare che i coefficienti di 
riflessione sono identici (per un'energia data £ > U;) per particelle 
che si muovono nella direzione positiva o in quella negativa dell’asse 
delle x. Infatti, il primo caso si ha ponendo nelle funzioni (25,5) 
B, = 0; si ha, inoltre, B,/A, = —f*/a*. Nel secondo caso poniamo 
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A, = 0, e allora si ha A,/B, = Lf/a*. I coefficienti di riflessione 
corrispondenti sono 


B, |2 2 
Ri=|zt[= 


9 


A; |2 


ni 


Ba 


È 


ps |2 
a*|' a* 


'R= 


da cui risulta evidente che R, = R,. 


PROIBLEMI 


1. Determinare il coefficiente di riflessione di una particella da una barriera 
di potenziale rettangolare (fig. 6); l'energia della particella E > Uo. 

Soluzione. In tutta la regione x > 0 la funzione d'onda ha la forma (25,1), 
e nella regione x < 0 la forma (25,2). Le costanti 4 e B si determinano dalla 
condizione di continuità di y e dyw/dr per 7 = 0: 


A+B=A, ki(1—B)=ksA, 


da cui 
___2ka _ka ko 
 kako° _ ki+kg° 
Il coefficiente di riflessione (25,4)!) è 


R=(Fi7) (Ain) 
kit ko Pa + Pe 


Per E = Uo (ka = 0) R diventa uguale all’unità, e per E + co esso tende a zero 
come R = (Uy/4E)?. 

2. Determinare il coefficiente di trasmissione di una particella attraverso 
una barriera di potenziale rettangolare (fig. 7). 

Soluzione. SVEDoniamo che E > Uo e che la particella incidente si muova 
da sinistra verso destra. Si hanno allora per la funzione d’onda nelle diverse 
regioni espressioni della forma 


per r<0: p=e'i* 4 AeciRi, 
per 0<z<a: p= Beih2% 1 B'e-ih2x. 
per 2>a: w= Cei 


(nella regione dove x > a si deve avere solamente un'onda trasmessa che si 
propaga nel senso positivo dell’asse delle 7). Le costanti 4, 2, 2’, C sono deter- 
minate dalle condizioni di continuità di w e di dy/dz in gr = 0, z= a. Il coef- 
ficiente di trasmissione è determinato come D = kj | C [?/k1= | € {?. Il calcolo 
dà il seguente risultato: 

D-_ 4kîk3 

(k? — k3)2 sen? ako -;-4kîk3 " 

1) Nel caso limite della meccanica classica il coefficiente di riflessione deve 
annullarsi. Ciononostante, l’espressione trovata non contiene una costante 
quantistica. Questa contraddizione apparente è dovuta al seguente fatto. Al 
limite classico corrisponde il caso in cui la lunghezza d'onda di de Broglie della 
particella ) — h/p è piccola rispetto alle dimensioni caratteristiche del proble- 
ma, cioè rispetto alle distanze sulle quali il campo U (x) varia sensibilmente. 
Ma nel caso schematico considerato questa distanza è nulla (nel punto z = 0), e 
quindi il passaggio al limite non può essere realizzato. 
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Per E < U.ks è una grandezza immaginaria pura; le espressioni corrispondenti 
di D si ottengono sostituendo ky con ix, dove fix, = V2m (Uo — E): 
= 4kx3 
“— (k2-+ x2)? sh? ang + 4k2u3 ° 

3. Determinare il coefficiente di riflessione di una particella da una barriera 
di potenziale definita dalla formula 


U (x2)=Uo/(1-4+-e7®%) 


D 


Fig. 6 Fig. 7 


(vedi fig. 5); l'energia della particella E > Uo. 
Soluzione. L'equazione di Schròdinger è: 


ca (ez )elo 


dz° 14 eT® 


Dobbiamo trovare la soluzione che per x + +co ha la forma 
ihox 


p= costante.e 
Introduciamo la nuova variabile 
E= — e 2* 
(che assume i valori da —co a 0) e cerchiamo la soluzione nella forma: 
p=b7 2/0 (E), 


dove w (È) tende a una costante per È + 0 (cioè per z + co). Per w (È) si ottiene 
un'equazione del tipo ipergeometrico 


" Zi bg 
E(A—E)w"+ (1-2 40) (1-8) w+27 (K— 41) wv=0, 
che ha come soluzione una funzione ipergeometrica 
i i 2i 
w= F [TP 0-%), cole 8 | 


(tralasciamo il fattore costante). Per È + 0 questa funzione tende all'unità, cioè 
soddisfa la condizione posta. 

L'espressione asintotica della funzione p per È + —co (cioè 2 + —oc0) è!) 
pe ET 02/8 [1 (— E) TAR C,(— pi tra/a) = 


= (4) [Cet + Ce 813], 
1) Vedi la formula (2,6), dove nei due termini a secondo membro occorre 


ritenere soltanto il primo termine dello sviluppo, sostituendo cioè le funzioni 
ipergeometriche di 1/2 con l’unità. 
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dove 
r (= ky) r (-2k41) 
C,= 
i i 
D(->(+4))M"(- (@1+4)+1) 
r (7 ky) r (-È ky+1) 
(el ded. 
i "i 
T (— (ts) ) 1 (+ (&4—ka) +1) 
Il coefficiente di riflessione cercato è R = | C/C} |; il calcolo, usando la nota 
formula 


T(2)T (1-2=—_ 


conduce al risultato 
2 


Fa sh (k1—ka) 
sh (k1+k2) 


Per E= U; (k, = 0) AR diventa uguale a 1, e per E + co esso tende a zero 
secondo la formula 


41 ITER 
R= (FO)? 2m “ah V2mE 
_ Vah E 
Nel passaggio limite alla meccanica classica A si annulla, come era da aspettarsi. 

4. Determinare il coefficiente di trasmissione di una particella attraverso 
una barriera di potenziale definita dalla formula 


Uo 
È) — ch? ar 


(fig. 8); l’energia della particella E < Uo. 
Soluzione. L'equazione di Schridinger di questo problema si ottiene da 
quella del problema 5 del $ 23 cambiando il segno di UV e supponendo ora l’ener- 


gia E positiva. 
Applicando lo stesso procedimento si ottiene la soluzione 


iR 
ino ik i : Pa 
p=(1-—t2) 2% F (-È-,, lrn Lu, 108), (1) 


1 8mU o 
= (14 1-0). 
Questa soluzione soddisfa già la condizione che per x + co (cioè per È +1, 
1 — È) = 2e-2=) la funzione d’onda cont?nga solamente l’onda trasmessa 


( "—eikx), L'espressione asintotica‘della funziune d'onda per z + —oc0 (5 + —1) 
si ottiene trasformando la funzione ipergeometrica per mezzo della formula (e, 7): 


-jnxT (ik/2) F (1— ik/a) ;hx T(—ik/a)T (1—ik/a) 
paci T(—s)T[(14-s) e r(—ik/a—s)T(T—ik/a4s+1)" (è) 
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Calcolato il quadrato del modulo del rapporto dei coefficienti in questa funzione, 
si ottiene la seguente espressione per il coefficiente di trasmissione D = 1 — R- 


sh2 —t— 
U 
sa et eil... — per Set < Li 
h? uk o {3 1 8mUo 
i ica I dee a 
she SR 8mU 
a MU g 
D= ———-——————————_—_—_——«___ er ——- >Il. 
nk IT 8mUo P ha? 
sh? — + ch? { — —1 
a 2 h2a? 


La prima di queste formule vale anche nel caso in cui Vo < 0, quando cioè 
la particella passa non sopra una barriera, bensi sopra un: buca di potenziale. 


U() 
2, 


Fig. 8 


Si osservi che in questo caso D =4 se 1 + (8m | Uol/f?a?) = (2n + 1)?, 
cioè per determinati valori della profondità della buca | Uo | le particelle pas- 
santi sopra la buca non vengono riflesse. Ciò si vede già dall'espressione (2), 
dove, per s intero e positivo, il termine contenente e-i8x manca completamente. 
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MOMENT(0 ANGOLARE 


$ 26. Momento angolare 


Per dedurre la legge di conse@TVazione della quantità di moto nel 
$ 15, abbiamo usato l’omogen@!tà dello Spazio per un sistema di 
particelle chiuso. Oltre all'’omo?8@Neltà, lo spazio gode anche della 
proprietà di isotropia: tutte le d !T®210n1 sono equivalenti. Per questo 
l’hamiltoniano di un sistema ch:1US® non deve cambiare in una rota- 
zione di tutto il sistema di un AN80l0 arbitrario attorno ad un asse 
qualsiasi. È sufficiente richiedef® che questa condizione sia soddi- 


sfatta per una rotazione infinit@5!na Voet 
Sia 8g}il vettore di una rot42!0ne Iniinitesima, uguale in gran- 


dezza all'angolo di rotazione 69? © diretto secondo l'asse attorno al 
quale avviene la rotazione. Le vAllazioni dr, (dei raggi vettori delle 


particelle r,) in tale rotazione S9N0 uguali a 
6ra = [6@ ra]. 


Una funzione arbitraria w (riyj ra, “* .) diventa in tale trasformazione 


$(r-+-6ry, ry+6r,, ...)= (rn, Po *-)+2/draVop= 
=$(1,, ra, +..)+D [6p-ro] Vag = (1+59 2 freva]) we, 1a, ...) 


L'espressione 


1+ 89 pà [raVa] 


è l'operatore di rotazione infiniteSima. Il fatto che una rotazione 
snfinilosima nei Cambia l'han! o del sistema è espresso 
(cfr. $ 15) dalla commutatività dell'operatore di rotazione con l'ope- 


Già 0 _°. ° o 
ratore ?. Poiché 69 è un vettore costante, questa condizione si ridu- 
ce alla relazione 


(D frsvwa]) ff (2) [reVa]) =0, (26,1) 


che esprime una legge di conser*2210ne. 
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La grandezza la cui conservazione per un sistema chiuso deriva 
dalla proprietà di isotropia dello spazio è il momento angolare del 
sistema (cfr. vol. I, Meccanica, $ 9). In tal modo, l'operatore 
x [r,Val deve corrispondere, a meno di un fattore costante, al mo- 
mento angolare totale del sistema, e ciascun termine della somma 
{r. Va) al momento angolare di una singola particella. 

Il coefficiente di proporzionalità va posto uguale a —ià; l’espres- 
sione per l’operatore del momento angolare della particella 


A 
—ih [rg] = [rp] corrisponderà allora precisamente all'espressione 
classica [rp]. In seguito, ci serviremo sempre del momento angolare 


misurato in unità 7. Indichiamo con l l'operatore del momento ango- 


lare di una particella cosi definito, e con L l'operatore del momento 
angolare dell’intero sistema. Cosi, l'operatore del momento angolare 
di una particella è: 


hl={rp]}= — ih{rv] (26,2) 


ovvero, in componenti: 
hl,= YP:—- ZPy, hl, = 2Px— tPa, hl, = YPy ua yDx- 


Per un sistema posto in un campo esterno il momento angolare 
generalmente non si conserva. Tuttavia la conservazione del momen- 
to angolare può aver luogo per una simmetria determinata del campo. 
Cosi, se il sistema si trova in un campo a simmetria centrale, tutte le 
direzioni partenti dal centro sono equivalenti, e il momento 
della quantità di moto rispetto a questo centro si conserverà. 
Analogamente, in un campo a simmetria assiale si conserva la 
componente del momento angolare lungo l’asse di simmetria. Tutte 
queste leggi di conservazione della meccanica classica restano valide 
anche nella meccanica quantistica. 

In un sistema con momento angolare non conservato il momento an- 
golare non ha valori determinati negli stati stazionari. In questi casi 
presenta talvolta interesse trovare il valore medio del momento ango- 
larein unostato stazionario dato. È facile vedere che il valore medio del 
momento angolare è nullo in ogni stato stazionario non degenere. Infat- 
ti, se si cambia il segno del tempo l’energia non cambia, e poiché ad 
un livello energetico dato corrisponde uno e un solo stato staziona- 
rio, ne segue che lo stato del sistema deve restare immutato se si 
sostituisce £# con —t. Ciò significa che debbono restare immutati 
anche i valori medi di tutte le grandezze, del momento angolare in 
particolare. Ma quando cambia il segno del tempo, anche il momen- 


to angolare cambia di segno, e si avrebbe L = —L; ne segue che 
L =0. Allo stesso risultato si arriva partendo dalla definizione 
matematica del valore medio di L come integrale di w*Lw. Le fun- 
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zioni d'onda degli stati non degeneri sono reali (vedi la fine del 
$ 18). Pertanto l’espressione 


L= -ih | w(S trovwal) dg 


è immaginaria pura e poiché L deve essere, ovviamente, una gran- 
dezza reale, è chiaro che L=0. 

Troviamo le regole di commutazione degli operatori del momento 
angolare con gli operatori delle coordinate e della quantità di moto. 
Mediante le relazioni (16,2) troviamo facilmente 


(ix, 2}=0, {L,y)=iz, {L,2}=—-wy, 


{l,, y}=-0, {i zz=ix, {ly a=—iz, (26,3) 
{l,, zf=0, {L,, x} = iy, {î,, y}= —ix. 


Cosi, per esempio 
3 AI La 3 n e 2° ; 
lay —yla= F (Up. 3py)y—-y(YP.— <P) 73 TE {Py, y} = iz. 
Tutte le relazioni (26,3) possono essere scritte in forma tensoriale 


{li, Tn} = i0;11T1, (26,4) 


dove e;,; è un tensore unità antisimmetrico di rango tre!), ed è sottin- 
tesa la somma sugli indici « muti » (indici che si ripetono due 
volte). 

Possiamo facilmente verificare che relazioni di commutazione 
analoghe valgono per gli operatori del momento angolare e della 
quantità di moto 


{l:, Pr} na ieiniPi. (26,0) 


1) Il tensore unità antisimmetrico di rango tre e;x; (detto anche tensore 
unità assiale) è definito come un tensore antisimmetrico rispetto a tutti e tre 
gli indici, e con ef 73 = 1. È evidente che delle sue 27 componenti sono diverse 
da zero soltanto quelle 6 i cui indici i, X, ! formano una permutazione qualunque 
dei numeri 4,2, 3. Le componenti sono uguali a +1 se gli indici i, X, sono otte- 
nuti da 1, 2, 3 con un numero pari di permutazioni a coppie (trasposizioni), e 
valgono —4 se gli indici sono ottenuti con un numero dispari dì trasposizioni. 
È evidente che 


einttihm= 20m,  einitini=6. 


Le componenti del vettore C = [AB], prodotto vettoriale di due vettori 
A e B, possono essere scritte mediante il tensore e;,; nella forma 


Ci = emiAyBi 
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Mediante queste formule si possono facilmente stabilire le regole 
di commutazione per gli operatori delle componenti del momento 
angolare. Abbiamo 
h (= Lilo) _ E (zDx — xD;) LE (2Dx — xD) È i 
= (l2—2l) pix (l:p.— pala) = — wpx+ ixpy=ifù;. 
In tal modo, 
{i, L= il, (LL =ii {lx = il (26,6) 
ovvero 
gl; Î,}= ieiily. (26,7) 


Relazioni assolutamente identiche valgono per gli operatori Lx, Li 


L, del momento angolare totale del sistema. Infatti, poichè gli ope- 
ratori dei momenti angolari delle diverse particelle commutano fra 
di loro, si ha per esempio, 


> lo; D los Ti 3 (RE D lay == D (Layla: tal) = i di Loy 
Così, 
{Ly, L= ila, {Lx La}=iLym {Lx, Ly)=il.. (26,8) 


Le relazioni (26,8) mostrano che le tre componenti del momento 
angolare non possono avere simultaneamente valori determinati 
(salvo nel caso che siano tutte e tre nulle, vedi più avanti). A que- 
sto proposito il momento angolare differisce essenzialmente dalla 
quantità di moto le cui tre componenti sono misurabili simulta- 
neamente. Si. 

Formiamo con gli operatori L,, Ly, L; l'operatore del quadrato 
del valore assoluto del vettore momento angolare: 


Lo=1i4Lip. (26,9) 
Questo operatore commuta con ciascuno degli operatori £,, £,, L,: 
{L?, Lx}=0, {L?, L,}=0, {L?, L.}=0. (26,10) 
Infatti, utilizzando la (26,8), si ha per esempio, 
{L, L= Lx{Lx, L34{Lx, LI L= — i(£:Ly+ LL), 
{î3, Îj=i(£:£L,+Ì, Lo), 
{Î, L.}=0. 


Sommando queste uguaglianze, si ottiene l’ultima delle relazioni 


(26,10). 
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Dal punto di vista fisico, le relazioni (26,10) significano che il 
quadrato del momento angolare (cioè il suo valore assoluto) può 
avere valori determinati contemporaneamente con una delle sue 
componenti. 

Risulta spesso più comodo usare, in luogo degli operatori L,, Ly, 
le loro combinazioni complesse 

Ly= Lx+iLy, L-=Lx—iLy. (26,11) 


È facile verificare con un calcolo diretto usando la formula (26,8) 
che per queste combinazioni valgono le regole di commutazione 
seguenti: 


{L,, L}=2L, {L,, L}=L,, {L, L}=-L_. (26,12) 
Non è difficile inoltre verificare che 
L:— L£_+L3-L>LL+L+L,. (26,13) 


Infine, scriviamo le espressioni, spesso usate, dell'operatore del 
momento angolare di una particella in coordinate sferiche. Introdu- 
cendo queste ultime mediante le relazioni note 


=rsen0cosp, y=rsenOseng, Zz=rcosì, 


dopo un semplice calcolo otteniamo le seguenti espressioni: 


L= it, (26,44) 
5 ò i ò 
l, = e+!9 (ta ticte037) è (26,15) 


Sostituendo queste espressioni nella (26,13), otteniamo l'operatore 
del quadrato del momento angolare della particella nella forma 


P=-_[(FiTgt+tanrs(8004)]. (6,10 


senz 0 dp? * send d0 


Si osservi che questo è, a meno di un fattore, la parte angolare del- 
l'operatore di Laplace. 


$ 27. Autovalori del momento angolare 


Per determinare gli autovalori della proiezione del momento 
angolare di una particella lungo una direzione è comodo usare l’e- 
spressione per il suo operatore in coordinate sferiche, dirigendo l’asse 
polare lungo la direzione considerata. Secondo la formula (26,14), 


l'equazione /,w = /,w si scrive nella forma 


dp 
ur 3) (27,1) 
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La sua soluzione è 
w=/(r, 9) eli9, 


dove f (r, 0) è una funzione arbitraria di r e 0. Perché la funzione w 
sia univoca, è necessario che essa sia periodica in g@ con periodo 2a. 
Ne segue!) 


bici, mel, i, 2a (27,2) 


In tal modo gli autovalori j, sono uguali ai numeri interi positivi 
e negativi compreso lo zero. Indichiame con 


On (9) = VE gimo, (27,3) 


il rattore dipendente da @, che è caratteristico delle autofunzioni 
dell'operatore /,. Queste funzioni sono normalizzate, cosicché 
2 


m (9) Dn (0) dp = mm. (27,4) 
0 


Gli autovalori della componente sull’asse z del momento angolare 
totale del sistema sono anche, evidentemente, dei numeri interi 
positivi e negativi: 


L,=M, M=0, +1, +2,... (27,5) 


(ciò è dovuto al fatto che l'operatore Z, è la somma degli operatori 


Tan 


I, delle singole particelle, operatori che commutano fra loro). 


Poiché la direzione dell’asse delle z non è privilegiata in alcun 


modo, è ovvio che lo stesso risultato si ottiene per L,, Ly, © in gene- 
rale per le componenti del momento angolare, qualunque sia la dire- 
zione: essi possono assumere solamente valori interi. Questo risul- 
tato può sembrare a prima vista paradossale, in particolare se lo si 
vuole applicare a due direzioni infinitamente vicine. Ma in realtà 
occorre tener conto che l’unica autofunzione comune degli operatori 


Lx, Ly, L; corrisponde ai valori simultanei 
Ly= Ly = ,= 0 


in questo caso, il vettore momento angolare e, di conseguenza, le 
sue proiezioni lungo una direzione qualsiasi sono uguali a zero. Se, 
invece, almeno uno degli autovalori Lx, Ly, LZ; è diverso da zero, 
non esistono autofunzioni comuni degli operatori corrispondenti. In 
altri termini, non esistono stati in cui due o tre componenti del 


1) L'uso universalmente seguito di indicare gli autovalori della proiezione 
del momento angolare con la lettera m, la stessa con cui si indica la massa della 
particella in pratica non può far sorgere confusione. 
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momento angolare lungo direzioni diverse abbiano simultaneamente 
valori determinati (diversi da zero), cosicché è possibile parlare di 
valori interi solamente per una di queste componenti. 

Gli stati stazionari di un sistema che si differenziano solamente per 
il valore di M hanno la stessa energia, conclusione alla quale si arri- 
va già da considerazioni generali sul fatto che la direzione dell'asse z 
non è fissato a priori. Ciò equivale a dire che i livelli energetici di un 
sistema con momento angolare (non nullo) che si conserva sono de- 
generi!). 

Passiamo ora alla determinazione degii autovalori del quadrato 
del momento angolare e mostriamo come si possono trovare questi 
autovalori usando solo le regole di commutazione (26,8). Indichiamo 
con yy le funzioni d’onda degli stati stazionari corrispondenti allo 
stesso valore di L° ehe si riferiscono ad uno stesso livello energetico 
degenere e si differenziano per il valore di M?). 

Poiché le due direzioni dell'asse delle z sono fisicamente equiva- 
lenti, osserviamo anzitutto che, per ogni valore positivo possibile 
M= |M]|ne esiste uno corrispondente negativo M = — | M |. Indi- 
chiamo con L (numero intero positivo o zero) il valore massimo pos- 
sibile di | M | (per un dato valore di L?). L'esistenza stessa di un 


limite superiore deriva dal fatto che la differenza L? — L*, = 


— L}z + L} è l’operatore di una grandezza fisica essenzialmente 
o. . y o. . SI ® . 
positiva Lz + Li, e i suoi autovalori non possono essere negativi. 


Applicando l’operatore L,Z, alla autofunzione w,; dell’opera- 
tore L, ed usando la regola di commutazione (26,12), otteniamo 


L:La ww = (M +1) Ly. (27,6) 


Ciò prova che la funzione Lai è (a meno di una costante di norma- 
lizzazione) l’autofunzione corrispondente al valore M +41 del- 


l'operatore L, 
Wx41= costante» L,)m, WPar-4= costante: L_wy. (27,7) 


1) Questo è un caso particolare del teorema generale del $ 10 sulla degene- 
razione dei livelli in presenza di almeno due grandezze conservative con opera- 
tori non commutativi. Qui tali sono le componenti del momento angolare. 

2) Qui è sottinteso che non esiste alcuna degenerazione supplementare che 
comporti l’identità dei valori dell’energia per valori diversi del quadrato del 
momento angolare. Ciò è valido per lo spettro discreto (tranne che per il caso 
della cosiddetta « degenerazione accidentale » in un campo coulombiano; vedi 
$ 36) e non è valido in generale per i livelli energetici dello spettro conti- 
nuo. Tuttavia, anche in presenza di una degenerazione supplementare è sempre 
possibile scegliere le autofunzioni in modo tale che esse corrispondano a stati 
con valori determinati di L?, e quindi scegliere tra questi degli stati con valori 
uguali di E e L®?. Matematicamente ciò si esprime nel fatto che le matrici degli 
operatori commutativi si possono sempre diagonalizzare simultaneamente. In 
seguito, in casi analoghi, per brevità, agiremo come se non vi fosse alcuna de- 

enerazione supplementare, e tenendo presente che in realtà, secondo quanto 
etto sopra, i risultati ottenuti non dipendono da questa supposizione. 
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Se nella prima di queste uguaglianze si pone M = L, si dovrà 
avere identicamente 


Lyap=0, (27,8) 


poiché, per definizione, non esistono stati in cui M > L. Applicando 
a questa uguaglianza l’operatore L_ ed usando l'uguaglianza (26,13), 
otteniamo 


È_Lw,=(L2—L:- L.)w,=0. 


Ma poiché wa, sono le autofunzioni comuni degli operatori L? e L,, 
allora 


Ly =Lyw, Liyr=L"pr, Lopr= Le, 
cosicché l'equazione ottenuta dà 
L'=L(L+1) (27,9) 


La formula (27,9) determina gli autovalori del quadrato del mo- 
mento angolare; il numero L assume tutti i valori interi posi- 
tivi incluso lo zero. Per un dato valore di ZL, la componente L, = M 
del momento angolare può prendere i valori 


M=bkb=e ls (27,10) 


cioè in tutto 2L + 41 valori diversi. Cosi, il livello energetico corri- 
spondente al momento angolare L è (2L + 4) volte degenere; di 
questa degenerazione si parla di solito come di degenerazione relati- 
va alle direzioni del momento angolare. Lo stato di momento nullo, 
L = 0 (le sue tre componenti sono quindi nulle), non è degenere. 
Osserviamo che la funzione d’onda di tale stato gode di simmetria 
sferica; ciò si vede già dal fatto che la sua variazione in ogni rota- 
zione infinitesima, data dall’espressione Lw, nel caso considerato si 
annulla. 

Per brevità, parleremo spesso di « momento angolare L » del 
sistema intendendo con questo il momento angolare il cui quadrato 
è uguale a L (L + 1); della componente sull'asse delle z del momento 
angolare si parla semplicemente come di « proiezione del momento 
angolare ». 

Indichiamo con la lettera minuscola / il momento angolare di 
una sola particella, scriviamo cioè per essa la formula (27,9) nella 
forma 

I=/(14+ 1). (27,11) 


Calcoliamo gli elementi di matrice delle grandezze L, e L, nella 
rappresentazione nella quale insieme con l’energia sono diagonali 
L° e L, (M. Born, W. Heisenberg, P. Jordan, 1926). Osserviamo pri- 


ma di tutto che, poiché gli operatori Li È, commutano con l’ha- 
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miltoniano, le loro matrici sono diagonali rispetto all'energia, cioè 
tutti gli elementi di matrice delle transizioni tra stati con energie 
differenti (e con momenti L differenti) sono nulli. È sufficiente quin- 
di considerare gli elementi di matrice delle transizioni entro un 
gruppo di stati con valori differenti di M, corrispondenti a un livello 
energetico degenere. 

Dalle formule (27,7) si vede che nella matrice dell'operatore L, 
sono diversi da zero soltanto gli elementi corrispondenti alle transi- 
zioni M —1-- M, e nella matrice dell’operatore LZ_ gli elementi 
‘ corrispondenti alle transizioni M + M — 1. Tenendo presente 
questo, troviamo gli elementi di matrice diagonali dei due membri 
dell'uguaglianza (26,13) ottenendo !) 


L(L+1)=(M|L.}M—-1)(M—-1|L_|M)+ M°— M. 
Essendo gli operatori L,, L; hermitiani, si ha 
(M—-1|L_|M)=(M]|L.,|M--1)*, 
scriviamo questa uguaglianza nella forma 
\(M|L.]M—-1)}}=L(L+1)-M(M—-1)=(L-M+1)(L+M), 
da cui?) 
(M|L.|M-—1)=(M—-1|L-|M)=V(L+M)(L-M+1) (27,12) 


Per gli elementi di matrice non nulli delle grandezze L, e Ly si 
trova quindi | 


(M |La|]M-1)=(M-1|Lx|M)=5V(L+M(£L-M+1, 


(M|Ly|M-—1)=—(M-1|Ly|M)=-5V({+M)(L-M+1). 
(27,13) 


Richiamiamo l’attenzione sul fatto che mancano nelle matrici 
delle grandezze L,, L, elementi diagonali. Poiché l’elemento di 
matrice diagonale dà il valore medio delle grandezze nello stato cor- 
rispondente, ciò significa che negli stati con valori determinati di 
L,, i valori medi di L, e L, sono nulli: Lx = Ly = 0. Così, se la 
proiezione del momento angolare in una qualche direzione dello spazio 
ha una determinata importanza, la stessa direzione è assunta da 


tutto il vettore L. 


1) Nell'’esprimere gli elementi di matrice omettiamo, per abbreviare la 
e tutti gli indici rispetto ai quali essi sono diagonali (compreso l’indi- 
ce L). 
| 3) La scelta del segno in questa formula è conforme alla scelta dei fattori 
di fase nelle autofunzioni del momento angolare. 
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$ 28 Autofunzioni del momento angolare 


L'assegnazione dei valori di / e m non definisce completamente 
la funzione d’onda. Ciò si vede già dal fatto che le espressioni degli 
operatori di queste grandezze in coordinate sferiche contengono sola- 
mente gli angoli 0 e ©, cosicché le loro autofunzioni possono contene- 
re un fattore arbitrario dipendente da r. Consideriamo qui soltanto 
la parte angolare della funzione d’onda, caratteristica delle auto- 
funzioni del momento angolare, che indicheremo con Yi;m (0, 9) e 
che normalizzano con la condizione 


{[Ym|fdo=1 


(do = sen 0 d0 dq è l'elemento di angolo solido). 
Come si vedrà dai calcoli successivi, il problema della determi- 


nazione delle autofunzioni comuni degli operatori /*? e /, ammette 
la separazione delle variabili 9 e @, e queste autofunzioni si possono 
porre nella forma 


Yim “= Dn (©) 09m (0), (23,1) 


dove ,, (p) sono le autofunzioni dell'operatore 1, determinate 
dalla formula (27,3). Poiché le funzioni ®,, sono già normalizzate 
con la condizione (27,4), le funzioni ©,,, debbono essere normaliz- 
zate allora dalla condizione 


T 
{ 1Ouml?sen8do=1. (28,2) 
0 


Le funzioni Y,m con o m differenti risultano automaticamente 
ortogonali: 
2a n 


come autofunzioni degli operatori del momento angolare corrispon- 
denti ad autovalori diversi. Sono separatamente ortogonali anche 


le funzioni Pi (9) (vedi (27,4)) come autofunzioni dell’operatore È, 
corrispondenti ai suoi diversi autovalori m. Le funzioni 9;,m (0), 
invece, non sono di per sé autofunzioni di qualche operatore del 
momento angolare; esse sono reciprocamente ortogonali per / diver- 
si, ma non per m diversi. 

Il metodo più diretto per calcolare le funzioni cercate consiste nel 


determinare le autofunzioni dell'operatore Î* scritto in coordinate 
sferiche (formula dati L'equazione 1°p = 1°y diventa: 


1 d 
74 (Sn 0) + ig i +10+1)4=0. 


YimYim sen 0 dd dq = SrvOmm, (28,3) 


lu) 
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Sostituendo in questa equazione yp nella forma (28,1), per la fun- 
zione 8,,, otteniamo l'equazione 


1 d d m3 
senò dd (sen e tdi) @m+L(1+1) Om=0. (28,4) 
Questa equazione è ben nota dalla teoria delle funzioni sferiche. 
Essa ha soluzioni che soddisfano le condizioni di limitatezza e univo- 
cità per i valori interi positivi / => | m |, in accordo con gli autova- 
lori del momento angolare ottenuti sopra mediante il metodo matri- 
ciale. Le soluzioni corrispondenti sono i cosiddetti polinomi asso- 
ciati di Legendre P7° (cos 0) (vedi $ c, Appendice matematica). Nor- 
malizzando la soluzione con la condizione (28,2), otteniamo!) 


| 21) (Imi 
Bim=(— mi EI ir Pf (così). (28,5) 
Qui si suppone m = 0. Per m negativo determiniamo 8, con la 
relazione 


0,, - [ml ( nu: 1)” tim» (28,6) 


cioè 9,,, perm < 0è rappresentata dalla formula (28,5) dove occorre 
scrivere | m | in luogo di m e omettere il fattore (—1)”. 

Così, dal punto di vista matematico, le autofunzioni del momento 
angolare risultano essere le funzioni sferiche normalizzate in un 
determinato modo. Per facilitare i successivi riferimenti, scriviamo 
qui l’espressione completa di queste funzioni, nella quale si è tenuto 
conto di tutte le definizioni date: 


Yim (0, @}=(—1)Mt an lidi Lg e PI”! (cos 0) ciro. 


40 (14m) 
(28,7) 
In particolare, 
YVyp=i V citi P; (cos 6). (28,8) 


È evidente che le funzioni che si distinguono per il segno di m sono 
legate dalle relazioni 


(— pi Y,, -m => Vi (28,9) 


Per = 0 (anche m = 0) la funzione sferica si riduce a una co- 
stante. In altri termini, le funzioni d’onda degli stati di una parti- 


1) La scelta del fattore di fase non è determinata, ovviamente, dalla condi- 
zione di normalizzazione. La definizione della quale ci serviremo in questo 
libro è la più naturale dal punto di vista della teoria generale della composizio- 
ne dei momenti; essa si differenzia da quella usata di solito per il fattore i!. 
I vantaggi di tale scelta risultano chiari dalle note alle pagg. 269, 5410, 517. 


MOMENTO ANGOLARE 121 


cella con momento angolare nullo dipendono solamente da r, cioè 
godono di simmetria sferica completa, ciò che è in accordo con l’'aî- 
fermazione generale del $ 27. 

Per un dato m, i valori di Z, a partire da |m |, numerano gli 
autovalori successivi di 1° in ordine crescente di grandezza. Di conse- 
guenza, in base al teorema generale sugli zeri delle autofunzioni 
($ 21), possiamo concludere che la funzione 0, si annulla per 
I — |m| valori diversi dell'angolo 6; in altri termini, essa ha come 
linee nodali / — |m | « paralleli » della sfera. Quanto alle funzioni 
angolari complete, esse avranno come linee nodali, se si prendono 
con fattori reali cos m@ o sen mg in luogo di e+'lml0 ) anche |ym | 
« meridiani »; il numero totale delle linee nodali sarà allora ugua- 
le a l. 

Infine, mostriamo come si possono calcolare le funzioni 0;m 
mediante il metodo matriciale. Il procedimento è analogo a quello 
per le funzioni d'onda dell’oscillatore, impiegato nel $ 23. Partiamo 
dall’uguaglianza (27,8): /.w;, = 0. Utilizzando l’espressione (26,15) 


per l'operatore /, e sostituendo 
1 
Yy=T= 
di V2a 
otteniamo per 9,; l'equazione 
ou —lcetg 009,,=0, 


e'r0, (0), 


da cui 9,;, = costante su Determinata la costante mediante la 
condizione di normalizzazione, otteniamo 


«1/4 
0,,=(—i VEIL sent 0. (28,10) 


Utilizzando quindi la (27,12), scriviamo 
IYi,mx= (L)m, my Yim= V (CM) (1+m+1)Yim. 


Una successiva applicazione di questa formula dà: 


((—m)! 1 7l-m 


Fm mv! 


I} calcolo del secondo membro dell’uguaglianza si fa facilmente se 
si usa l’espressione (26,15) dell'operatore /_ secondo la quale si ha 


Yi 


Î_[f (0) eimo]= cilm- 10 sent” da TOI (f sen” 6). 


1) Ogni funzione di questo genere corrisponde a uno stato in cui /, non ha 
un valore determinato, ma può avere, con uguale probabilità, i valori ta 
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Una successiva applicazione di questa formula dà 
dl-m 


1} a MeiloQ,, =: eimo sen -" 0 —__ 
(d cos 6)!-m 


(sen' 0. 0,). 


Infine, usando queste relazioni e l’espressione (28,10) di @,,, otte- 
niamo la formula 


(—_ —rT_TT_m-_rreeri.-- Teena: 


_ I 21+1 (Emi 1 d!-m ol 
dii VP LT 5 
(28,11) 


che coincide con la (28,5). 


$ 29. Elementi di matrice di vettori 


Consideriamo di nuovo un sistema di particelle isolato!); siano f 
una qualsiasi grandezza fisica scalare che la caratterizza e f l’opera- 


n» 


tore corrispondente a questa grandezza. Ogni scalare è invariante 
rispetto alle rotazioni del sistema di coordinate. Pertanto l'operatore 


scalare f non cambia per effetto dell'operazione di rotazione, esso 
cioè commuta con l’operatore di rotazione. Sappiamo però che l'ope- 
ratore di rotazione infinitesima coincide, a meno di un fattore co- 
stante, con l’operatore del momento angolare, cosicché 


{f, L}=0. (29,4) 


Dalla commutatività di f con l'operatore del momento angolare 
segue che la matrice della grandezza f, rispetto alle transizioni tra 
gli stati con valori determinati di L e M, è diagonale in questi indi- 
ci. Inoltre, dato che l’assegnazione del valore M determina sola- 
mente l’orientazione del sistema rispetto agli assi coordinati, dal 
momento che il valore di una grandezza scalare non dipende affatto 
da questa orientazione si può affermare che gli elementi di matrice 
('LM |f|nLM) non dipendono dal valore di M (la lettera n 
esprime convenzionalmente l’insieme di tutti i numeri quantici, 
tranne ZL e M, che determinano lostato del sistema). La dimostrazione 
formale di questa affermazione può essere fatta partendo dalla com- 
mutatività degli operatori feL: 


MN A 


ÎL,-- L.f=0. (29,2) 


Scriviamo l'elemento di matrice di questa uguaglianza per la transi- 
zione n, L, M-+n', L_M +41. Tenendo conto del fatto che la 


‘) Tutti i risultati di questo paragrafo sono validi anche per una particella 
posta In un campo a simmetria centrale (e, in generale, in tutti i casi in cui 
sì conserva il momento angolare). 
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matrice della grandezza ZL, ha soltanto gli elementi con n, LL M+ 
-—- n, L, M + 1, troviamo 


(n', LI M+4]}|n, L M+1)(n, L, M+1|L,|n, L, M)= 
= (n°, L, M+1]|L.|n'L, M)(n,L, M|j|n, L, M), 


e poiché gli elementi di matrice di ZL, non dipendono dall’indice 
n, si ha 


(n°, L, M+1]|f|n, L M+1)=(n', L, Mjf|n, L, M), (29,3) 


da cui segue che, tutti gli elementi di matrice del tipo n’, L, M 
\f|m, L, M) con M diversi (restando identici gli altri indici) 
sono uguali. 

Applicando questo risultato all’hamiltoniano stesso, otteniamo 
l’indipendenza già nota dall’energia degli stati stazionari da My, 
cioè i livelli energetici sono (2L 4 1) volte degeneri. 

Sia ora A una grandezza fisica vettoriale che caratterizza un 
sistema isolato. In una rotazione del sistema di coordinate (in parti- 
colare, in una rotazione infinitesima, sotto l’azione, cioè, dell’ope- 
ratore del momento angolare) le componenti del vettore si trasfor- 
mano le une per mezzo delle altre. Quindi, anche come risultato della 


commutazione degli operatori È; con gli operatori À; si debbono ot- 


tenere di nuovo le componenti dello stesso vettore 4;. Quali preci- 
samente lo si può stabilire osservando che, nel caso particolare in 
cui A è il raggio vettore della particella, si debbono ottenere le 
formule (26,4). Si trovano cosi le regole di commutazione: 


{L,, An} = cm. (29,4) 


Queste relazioni permettono di ottenere una serie di risultati 
riguardanti la forma delle matrici delle componenti del vettore A 
(M. Born, W. Heisenberg, P. Jordan, 1926). In primo luogo, è possi- 
bile trovare le regole di selezione che determinano le transizioni per 
le quali gli elementi di matrice possono essere diversi da zero. Tutta- 
via non riportiamo qui i rispettivi calcoli assai complessi, perché, 
come si vedrà in seguito ($ 107), queste regole risultano in realtà 
direttamente dalle proprietà generali di trasformazione delle gran- 
dezze vettoriali e possono essere di fatto trovate senza bisogno di 
calcoli. Riportiamo qui queste regole senza deduzione. 

Gli elementi di matrice di tutte le componenti di un vettore pos- 
sono essere diversi da zero soltanto nelle transizioni in cui il mo- 
mento L varia non di più di un'unità: 


L-+L,L+1. (29,9) 


Esiste, inoltre, una regola di selezione supplementare che esclude le 
transizioni tra due stati qualsiasi in cui L = 0; questa regola è una 
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conseguenza evidente della simmetria sferica completa degli stati 
con momento angolare nullo. 

Le regole di selezione relative alla proiezione del momento M 
sono differenti per le diverse componenti del vettore. E cioè, posso- 
no essere diversi da zero gli elementi di matrice delle transizioni 
in cui M varia nel modo seguente: 


per Ay,=Ax+i4yg M-+M+1, 
per A_=Ax-iAyj M-+M-1, (29,6) 
per 4; M-+M. 


Inoltre, risulta possibile determinare in forma generale la dipen- 
denza degli elementi di matrice del vettore dal numero M. Diamo, 
pure senza deduzione, queste formule importanti, spesso utilizzate 
perché anch'esse sono in realtà un caso particolare di relazioni più 
generali (riguardanti qualsiasi grandezza tensoriale) che saranno 


dedotte nel $ 107. 
Gli elementi di matrice non nulli della grandezza A, sono dati 


dalle seguenti formule: 


(n'LM | A;|nLM)= 2 


VI (L+1)(2L+-1) 

; af L-M 7, 

(n'LM|A,|n, L-1, M=V Tar WLIIAI|n L—1), 
(29,7) 

, L®?— M2® , 

n, LA, M|A;|nLM)=V Taro 0, L-A|A||n2). 


Il simbolo 


(n'L||A||nL), 


(n'L'||A||rL) 


indica qui i cosiddetti elementi di matrice ridotti, grandezze non 
dipendenti dal numero quantico M?). Essi sono legati dalle relazioni 


(n'L'||A||nL)= nL||A]||n'L")*, (29,8) 


che seguono immediatamente dal fatto che l'operatore 4, è hermi- 


tiano. 
Mediante gli stessi elementi ridotti sono espressi gli elementi di 
matrice delle grandezze A_ e A,. Gli elementi di matrice non nulli 


di A4_ sono 


1) I denominatori dipendenti da L nelle formule (29,7) e (29,9) corrispondo- 
no alle notazioni generali introdotte nel $ 107. L’opportunità di questi denomi- 
natori appare, in particolare, nella forma semplice che la formula (29,12) assume 
per gli elementi di matrice del prodotto scalare di due vettori. 

Il simbolo dell'elemento di matrice ridotto va inteso come un tutt’uno (a 
differenza di quanto è stato detto del simbolo dell'elemento di matrice (11,17)). 
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’ L-M44)(L+M) , 
(n°, LL M_1|A_|nLM)= er LI AI|rL), 
{n°,L, M—1|A_|n, L-1, M)= 


VERI wL||A]|r, L-1), (299) 

{n', L-41, M—1|A_,|nLM)== 

arri pr pre L-A4||A||nL). 

Gli elementi di matrice di 4, non richiedono formule particolari 

perché, essendo A, e A, reali, si ha 
(n'L'M°|A,|nLM)={nLM|A_|n'L'M°%®. (29,10) 


Riportiamo una formula che esprime gli elementi di matrice dello 
scalare AB attraverso gli elementi di matrice ridotti delle due gran- 
dezze vettoriali A e B. È comodo effettuare il calcolo scrivendo l’ope- 


ratore AB nella forma 


AB= + (4,8_+4_B,)+4,B,. (29,11) 


La matrice della grandezza AB (come pure di ogni scalare) è diago- 
nale rispetto a ZL e M. Il calcolo mediante le formule (29,7-29,9) 


conduce al risultato: 
(n'LM |AB|nLM)= Si (#L||A||e"Z"n"L"|B|nL), 


n”, L” 


1 
Li 
(29,12) 
dove ZL” prende i valori L, L+ 1. 


Scriviamo, a titolo informativo, gli elementi di matrice ridotti 
del vettore L. Dal confronto delle formule (29,9) e (27,12) si ricava 


{L||L||L)=VL(L+1)(2C2+1), (L-1||Z||L)= 
=(L||L||L—-1)=0. (29,13) 


Il vettore unità n nella direzione del raggio vettore di una parti- 
cella è una grandezza che si incontra spesso nelle applicazioni; deter- 
miniamone quindi gli elementi di matrice ridotti. È sufficiente a 
tale scopo calcolare, per esempio, gli elementi di matrice di n, = 
= cos 0 nel caso in cui la proiezione del momento angolare è nulla: 
m= 0. Si ha 


IT 
d—-A1, 0|n,|10)= | 6?_; 060300; sen 0 dd 
0 
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dove le funzioni 8,, sono date dalla (28,11). Il calcolo dell’integra- 
le dà!): 


(1-1, 0|r.|/0)=il/V (22—1)(22+1). 


Quanto agli elementi di matrice per le transizioni ) + , essi sono 
nulli (cosi come per ogni vettore polare di una singola particella; 
vedi più avanti la (30,8)). Il confronto con la (29,7) ci dà ora 


U—1|[n]{b=—Q][n]{2-1t=iY7T, (]j=][D=0. (29,14) 
PROBLEMA 


Calcolare il valore medio del tensore njnj — 78% (essendo n il vettore 


unità nella direzione del raggio vettore di una sei nello stato in cui il 
vettore ha un modulo assegnato uguale ad 1, ma la sua direzione non è assegna- 
ta (cioè 7, è indeterminato). 

Soluzione. Il valore medio cercato è un operatore che può essere espresso 


solamente in funzione dell'operatore Î. Cerchiamolo nella forma 
— 1 
ning — 3 din=@ [+-+ Òinl (+1) ] i 


questa è l’espressione più generale di un tensore simmetrico di rango due con 
traccia nulla formato con le componenti di T. Per determinare la costante a, 


moltiplichiamo per Ì; il primo membro dell'uguaglianza, e per i, il secondo 
membro (sommando su ie k). Poiché il vettore n è perpendicolare al vettore 


àl= [rpl, si ha nil; = 0. Sostituiamo al prodotto bh = (12)? il suo auto- 


valore /% (2! + 1)?, e trasformiamo il prodotto ì; ib li i, mediante le relazioni di 
commutazione (26,7) nel modo seguente: 


AN 


Lit, =ll lai, — iesndli nh=(î-3 ein; (Mi, — l;)= 


Cas 


= (2944 emetamiiim=(®—P=12 0419-1041) 


Bblamo ui: tia del fatto che e;p:tmh1 = 2dim). Dopo un semplice 
calcolo si ottiene infin 


| 
(211) (21+3) ‘ 


a= — 


$ 30. Parità di uno stato 


Oltre alla traslazione e alla rotazione del sistema di coor- 
dinate (l’invarianza rispetto alle quali esprime, rispettivamen- 
te, l'omogeneità e l’isotropia dello spazio), esiste ancora una tra- 
sformazione che lascia invariata l’hamiltoniana di un sistema isolato. 


1) Il calcolo è fatto integrando (! — 1) volte per parti rispetto a d cos 0. 
Quanto alla formula generale per gli integrali di questo genere, vedi la (107,14). 
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Questa è la cosiddetta trasformazione d’inversione spaziale che consiste 
nel cambiamento simultaneo di segno di tutte le coordinate, cioè 
nell’inversione della direzione di tutti gli assi coordinati; un sistema 
di coordinate destrorso si traduce in uno sinistrorso, e viceversa. 
L’invarianza dell’hamiltoniana rispetto a questa trasformazione 
esprime la simmetria dello spazio rispetto alle riflessioni specula- 
ri!). Nella meccanica classica, l’invarianza della funzione di Hamil- 
" ton rispetto all’inversione non porta a nuove leggi di conservazione. 
Nella meccanica quantistica, invece, la situazione è profondamente 
diversa. 


Introduciamo l'operatore di inversione P la cui azione sulla 
funzione d’onda W (r) consiste nel cambiamento di segno delle coor- 
dinate: 


Pyr=Yy(—r). (30,1) 


È facile trovare gli autovalori P di questo operatore che sono 
dati dall’equazione 


Pyp(r)= Py(r). (30,2) 


Osserviamo a tale scopo che l’azione ripetuta dell'operatore d'’in- 
versione spaziale conduce a un'identità, in quanto gli argomenti 
Cai 


della funzione non cambiano affatto. In altri termini, si ha 2?y = 
— P*y = wy, ossia P? = 1, da cui 


pie dl (30,3) 


In tal modo, le autofunzioni dell’operatore d’inversione spaziale 
o non cambiano affatto sotto la sua azione, o cambiano di segno. 
Nel primo caso la funzione d'onda (e lo stato corrispondente) si dice 
pari, nel secondo caso dispari. 

L’invarianza dell’hamiltoniana rispetto all’inversione spaziale 
(ossia la commutatività degli operatori È e È) esprime quindi /a leg- 
ge di conservazione della parità: se lo stato di un sistema isolato ha una 
parità determinata (cioè se esso è pari o dispari), questa parità si 
conserva nel tempo?). 

Anche l'operatore del momento angolare è invariante rispetto alla 
inversione spaziale: essa infatti cambia il segno sia delle coordinate che 
degli operatori di derivazione rispetto a queste coordinate e, di conse- 
guenza, l'operatore (26,2) resta invariato. In altri termini, l’operatore 
d’inversione spaziale commuta con l’operatore del momento ango- 
lare e ciò significa che il sistema può possedere una determinata 


1) Anche l’hamiltoniana di un sistema di particelle che si trova in un cam- 
po a simmetria centrale (dove l'origine delle coordinate deve coincidere con il 
centro del campo) è invariante rispetto all’inversione spaziale. . 

2) A scanso di equivoci ricordiamo che si tratta della teoria non relativisti- 
ca. In natura esistono interazioni (che riguardano il campo della teoria relati- 
vistica) che violano la conservazione della parità. 
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parità contemporaneamente con determinati valori del momento L 
e della sua proiezione M. Inoltre, si può affermare che tutti gli stati, 
che si differenziano solo per il valore di M, hanno la stessa parità. 
Questa circostanza è evidente dal fatto che le proprietà di un 
sistema isolato non dipendono dalla sua orientazione nello spazio, 
e può essere formalmente provata partendo dalla commutazione 
L.P_-PL,=0in modo analogo alla deduzione della (29,3) dalla (29,2). 

Per gli elementi di matrice delle diverse grandezze fisiche esisto- 
no determinate regole di selezione secondo la parità. 

Consideriamo anzitutto le grandezze scalari. Occorre fare la distin- 
zione tra veri scalari, che non cambiano per inversione spaziale, e pseu- 
doscalari, grandezze che sotto l’inversione spaziale cambiano di segno 
(pseudoscalare è il prodotto scalare di un vettore assiale con un vettore 
polare). L'operatore di un vero scalare f commuta con È; da qui risulta 
che se la matrice P è diagonale, sarà diagonale rispetto all’indice 
di parità anche la matrice f, cioè non nulli saranno soltanto gli 
elementi di matrice delle transizioni g + g ed u+ u (gli indici g 
e u indicano, rispettivamente, gli stati pari e dispari). Per quanto 
riguarda l’operatore di una grandezza pseudoscalare, si ha P7 = 
= —fP, ossia gli operatori P ed f sono « anticommutativi ». L’ele- 
mento di matrice di questa uguaglianza per la transizione g + g è 


Poefeg= — feePego 


e poiché Pg = 1, si ha fgg = O; si trova quindi che anche fyy = 0. 
In tal modo, la matrice di una grandezza pseudoscalare ha gli ele- 
menti non nulli soltanto nelle transizioni in cui cambia la parità. 
Dunque, le regole di selezione per gli elementi di matrice delle 
grandezze scalari sono: 


veri scalari: gE>QgU->Ug, 
. (30,4) 
pseudoscalari: g>U, U> £. 


Queste regole possono essere stabilite in modo diverso, partendo 
cioè direttamente dalla definizione degli elementi di matrice. Consi- 


deriamo, per esempio, l'integrale fug = | ife dq, dove la fun- 


zione pg è pari e la funzione w, dispari. Quando il segno di tutte le 
coordinate cambia l’espressione integranda cambia di segno se f è 
un vero scalare; d’altra parte, l'integrale esteso a tutto lo spazio non 
può dipendere dal cambiamento nelle notazioni delle variabili d’in- 
tegrazione. Ne risulta che f,g = —fug, cioè fug = 0. 

In modo analogo si possono dedurre le regole di selezione delle gran- 
dezze vettoriali. È da ricordare che i vettori polari ordinari cambiano 
di segno per inversione spaziale, mentre i vettori assiali non cam- 
biano in questa trasformazione (per esempio, tale è il vettore momen- 
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to angolare, ossia il prodotto vettoriale di due vettori polari p e r). 
Tenendo conto di questo, troviamo le regole di selezione: 


vettori polari: g>U,U> £. 

Ri (30,5) 

vettori assiali: g>gu+u. 
Determiniamo la parità dello stato di una particella con momen- 

to l. L’inversione (x > —z, y+ —Y, 2 + —2) si traduce, per le 

coordinate sferiche, nella trasformazione 


r>r, 0-1n—-0, pPy-p+1n. (30,6) 


La dipendenza della funzione d’onda della particella dagli angoli è 
data dalla funzione sferica Y;, che, a meno di una costante, qui 
inessenziale, ha la forma 27° (cos 6) e°m?. Sostituendo @ con p + ©, 
il fattore e?! viene moltiplicato per (—1)”, e sostituendo 0 con 
x — 6, la funzione P7° (cos 8) diventa P7° (—cos 0) = (—1)!" PP x 
x (cos 0). Cosi, la funzione tutta intera viene moltiplicata per (—1)' 
(che non dipende da m, in accordo con quanto detto sopra); in 
altri termini, la parità dello stato con momento angolare dato / è 


P= (1). (30,7) 


Si vede che tutti gli stati con Z pari sono pari e quelli con / dispari 
sono dispari. 

Una grandezza fisica vettoriale, relativa a una singola parti- 
cella, può avere elementi di matrice soltanto per le transizioni in 
cui /-+ 21, { + 1 ($ 29). Tenendone conto e confrontando la formula 
(30,7) con quanto detto sopra sul cambiamento della parità negli 
elementi di matrice dei vettori, possiamo concludere che gli elementi 
di matrice delle grandezze vettoriali relative a una sola particella 
sono diversi da zero solamente per le transizioni seguenti: 


vettori polari: l-+-l1+1, 


vettori assiali: l+> l. (30,8) 


$ 31. Composizione dei momenti angolari 


Consideriamo un sistema composto di due parti debolmente inte- 
ragenti. Se si trascura totalmente l’interazione, per ciascuna di esse 
è valida la legge di conservazione del momento angolare, e il mo- 
mento totale di tutto il sistema L può essere considerato come la 
somma dei momenti angolari L, e L, delle sue parti. Nell’approssi- 
mazione successiva, tenendo conto della debole interazione, le leggi 
di conservazione di L, e L, non sono più rigorosamente osservate, ma 
i numeri ZL, e £, che determinano i loro quadrati restano « buoni » 
numeri quantici per la descrizione approssimata dello stato del 
sistema. Intuitivamente, cioè considerando i momenti angolari 
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dal punto di vista classico, si può dire che in questa approssimazione 
L, e L, ruotano attorno alla direzione di L restando invariati in 
modulo. 

In relazione allo studio di tali sistemi si pone il problema della 
legge di composizione dei momenti angolari. Quali sono i valori pos- 
sibili di L, dati i valori di ZL, e Ly? Quanto alla legge di composizione 
delle proiezioni del momento angolare, essa è evidente: dal fatto 


che L, = L,, + Î,, segue che anche 


M=M,+M,. (34,1) 


Tale semplice relazione non esiste però per gli operatori dei qua- 
drati dei momenti angolari, e per dedurne la «legge di composizio- 
ne » ragioniamo nel modo seguente. 

Prendendo come sistema completo di grandezze fisiche le gran- 
dezze L?, L?, L,,, Ly:1), ogni stato sarà determinato allora dai nume- 
ri Ly, Lo, M,;, M,. Per L; e L, dati, i numeri M,, M, assumono, ri- 
spettivamente, (2L, + 1) e (2Z, + 1) valori, cosicché si hanno in 
tutto (2L, + 1) (2L, + 1) stati diversi con gli stessi L,, L,. Indi- 
chiamo con gr,r,m,m, le funzioni d’onda degli stati in questa de- 
scrizione. 

In luogo delle quattro grandezze indicate, si possono prendere 
come sistema completo le quattro grandezze L?, Lì, L*°, L,. Allora 
ogni stato sarà caratterizzato dai valori dei numeri L,, Lo, L, M 
(indichiamo con wr,r,rm le corrispondenti funzioni d'onda). Dati 
L, e L, si debbono avere, ovviamente, come prima (2L, +4 1) x 
X (2L, + 4) stati diversi, cioè, dati ZL, e L,, la coppia di numeri L, 
M può prendere (2L, + 1) (2L, + 1) coppie di valori. Il ragiona- 
mento seguente permette di determinare questi valori. 

Sommando i diversi valori possibili di M, e M,, si ottengono i 
corrispondenti valori di /M, come è indicato nella seguente 


tabella: 


M, M, M 

La La Lei 
gi = 

0A LTT a 

LA Li-1 

Li I-2} Li + Ls—2 

i I 


0 0 0 è. è. mè‘ 0 è. è è0 è è è ® ese è 0 as e è os». 


1) E una serie di altre grandezze che, con le quattro indicate, costituiscono 
un sistema completo. Queste altre grandezze non intervengono nei ragionamenti 
successivi, e, per abbreviare le espressioni, non ne parliamo affatto, chiamando 
convenzionalmente completo il sistema delle quattro grandezze indicate. 
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Si vede che il valore massimo possibile di M è M = Lj + L,, è 
a questo valore corrisponde uno stato @ (coppia di valori di M,, M}). 
Pertanto il valore massimo possibile di M negli stati w e, di conse- 
guenza, il valore massimo di L, è Ly -+ Ly. Esistono inoltre due stati 
q con M = L, + L, — 1. Di conseguenza, ci debbono essere ugual- 
mente due stati @ con questo valore di M; uno di essi è lo stato con 
L= L,+L, (per M=L— 1), e l’altro con L= L+L,— 1 
(per M = L). Per il valore M = L, + Ly, — 2 esistono tre diversi 
stati pg. Ciò significa che oltre ai valori L= Ly + L,, L=L1+ 
+ L, — 1 è possibile anche il valore L = L, + L, — 2. 

Questo ragionamento si può continuare nello stesso modo 
finché diminuendo M di 1 aumenta di 1 il numero di stati con il 
dato valore di M. È facile capire che ciò si verifica finché M non 
raggiunge il valore | Ly — Ly |. Diminuendo ulteriormente M, il 
numero di stati cessa di crescere restando uguale a 2L, + 1 (se 
L, < L;). Ciò significa che | Ly, — Ly | è il valore minimo possibile 
di L. 

Cosi, siamo giunti al risultato che, dati ZL, e L,, il numero L può 
prendere i valori 


rebeb: debile (34,2) 


cioè in totale 2L, + 1 valori diversi (supponendo che L, < L,). 
E facile provare che si ottengono infatti (2L, + 1) (2L,+4) valori 
diversi per la coppia di numeri M, L. É importante notare intanto 
che a ciascuno dei valori possibili di L (31,2) corrisponde (a pre- 
scindere dai 2L + 1 diversi valori di M per un dato L) un solo stato. 

Questo risultato può essere illustrato mediante il cosiddetto 
modello vettoriale. Se introduciamo due vettori L, e L, con moduli 
L, e L,, i valori di L saranno rappresentati come moduli interi dei 
vettori L, ottenuti componendo vettorialmente L, e L,; il valore 
massimo (Ly, + Ly) di Z si ottiene allorché L, e L, sono paralleli, e 
il valore minimo (| Z, — L, |) allorché essi sono antiparalleli. 

Negli stati in cui i momenti LZ, Ly e il momento totale L hanno 
valori determinati, hanno valori determinati anche i prodotti scalari 
L,L,, LL,, LL,. È facile trovare questi valori. Per calcolare L,L,, 


scriviamo L = L, + Lo, oppure, dopo aver elevato al quadrato e 
ordinato i termini, 


oli, = Lt- La. 


Sostituendo gli operatori nel secondo membro dell’uguaglianza con i 
loro autovalori, otteniamo l’autovalore dell'operatore nel primo 
membro dell'uguaglianza 


L.Ly=- {L(L+1)—L(L1+1)—Ly(L,+1)}. (34,3) 
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In modo analogo si trova 
LL;=-{L (L+1)+L;(L1+1)—La(L3+1)}. (84,4) 


Deduciamo ora la regola di composizione delle parità. La funzione 
d’onda Y di un sistema costituito da due parti indipendenti rappre- 
senta il prodotto delle funzioni d’onda Y, e Y, di queste parti. Per- 
tanto è chiaro che se queste ultime hanno la stessa parità (cioè entram- 
be cambiano o non cambiano di segno quando tutte le coordinate 
cambiano di segno), la funzione d'onda dell'intero sistema è pari. 
Viceversa, se Y, e Y, sono di parità differente; la funzione Y è 
dispari. Queste affermazioni possono essere espresse dall’ugua- 


glianza 
P = PP; (31 ,9) 


dove P è la parità dell'intero sistema, e P,, P, sono le parità delle 
sue parti. Questa regola, beninteso, si generalizza immediatamente 
al caso di un sistema costituito da un numero arbitrario di parti non 
interagenti. 

In particolare, se si tratta di un sistema di particelle che si tro- 
vano in un campo a simmetria centrale (l’interazione tra le particelle 
essendo supposta debole), la parità complessiva dello stato del 
sistema è 


p =(—qjitht. (34,6) 


(cfr. la (30,7)). Sottolineiamo che si ha qui nell’esponente una somma 
algebrica dei momenti angolari delle particelle che è, in generale, 
differente dalla loro « somma vettoriale », cioè dal momento ango- 
lare L del sistenia. | 
. Se un sistema isolato si disintegra in due (sotto l’azione delle 
forze interne), il suo momento angolare totale e la parità si debbono 
conservare. Questa circostanza può rendere impossibile la disinte- 
grazione del sistema, anche se essa è possibile energeticamente. 
Consideriamo, per esempio, un atomo in uno stato pari con mo- 
mento L = 0; dal punto di vista, jenergetico esso potrebbe disinte- 
grarsi in un elettrone libero e.uno, ione in uno stato dispari con lo 
stesso momento L = 0. È facile vedere che tale disintegrazione è 
di fatto impossibile (si dice che essa è proibita). Infatti, per la legge 
di conservazione del momento angolare l’elettrone libero dovrebbe 
avere anche un momento angolare nullo e, di conseguenza, trovarsi 
in uno stato pari (P = (—1)° = + 41), ma in questo caso lo stato 
del sistema ione + elettrone libero sarebbe dispari, mentre lo stato 


iniziale dell'atomo. era. pari. 
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MOTO IN UN CAMPO A SIMMETRIA CENTRALE 


$ 32. Moto in un campo a simmetria centrale 


Il problema del moto di due particelle interagenti nella meccani- 
ca quantistica può essere ridotto al problema di una sola particella, 
in modo analogo a come può essere fatto nella meccanica classica. 
L'hamiltoniano di due particelle (con masse m, ed m,) che intera- 
giscono secondo la legge U (r) (dove r è la distanza tra le particelle) 
ha la forma 


Lo. 


pe 


h2 h2 
Im, Agra DetU), (32,1) 
dove A,, A, sono gli operatori di Laplace relativi alle coordinate 
delle particelle. Introduciamo in luogo dei raggi vettori delle par- 
ticelle r, ed r, le nuove variabili R ed r: 

__ _mrtmoro , 
ie myi{4mo °° 


r è il vettore della distanza mutua, R il raggio vettore del centro 
di massa delle particelle. Dopo un semplice calcolo si ottiene: 


(32,2) 


UC=f,_U, 


h2 


h2 a 


H= — 
(Ar e A sono gli operatori di Laplace relativi alle componenti dei 
vettori R ed r, rispettivamente; mj + m, è la massa totale del siste- 
ma; m =m,my/(m, + m,) la massa ridotta). L'hamiltoniano si 
scompone quindi nella somma di due parti indipendenti. Partendo 
da questo fatto, si può cercare w (r,, r,) in forma di prodotto 
@ (R) w (r), dove la funzione g (R) descrive il moto del centro di mas- 
sa (come moto libero di una particella di massa m, + m.), e w (r) 
descrive il moto relativo delle particelle (come moto di una parti- 
cella di massa m in un campo a simmetria centrale U = U (r)). 
L'equazione di Schròdinger del moto di una particella in un 
campo a simmetria centrale ha la forma 


A+ [E-U (My =0. (82,4) 
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Utilizzando la nota espressione dell'operatore di Laplace in coordinate 
sferiche, scriviamo questa equazione nella forma 


n (1 È Halana dd (sen 847 i; += “sen? 9 77 ]t 
+77 [E-U(@]yp=0. (32,5) 


Introducendo in quest’ultima formula l'operatore (26,16) del quadra- 
to del momento angolare, prg 


de DT (P + + v]+UMy= Ew. (32,6) 


2m r® @r 


Nel moto in un campo a simmetria centrale il momento angolare 
si conserva. Consideriamo gli stati stazionari con valori determinati 
del momento angolare / e della sua proiezione m. Assegnando i valori 
di / e m, si determina la dipendenza angolare delle funzioni d’onda. 
Conformemente a ciò, cerchiamo la soluzione dell'equazione (32,6) 
nella forma 


$=RMYm(0, 9) (32,7) 


dove Y,m(0, @) sono le funzioni sferiche. Poiché PY, = = 
= L(14 41) Y.m, per la « funzione radiale » A (r) si ottiene allora 
l'e equazione 


4 d dR I(1+1 2 
Fio) R+AE-U(MA=0. (32,8) 


Questa equazione non contiene affatto il valore /, = m, cosa che 
corrisponde al fatto ormai noto che i livelli sono (22 + 41) volte 
degeneri rispetto alle direzioni del momento angolare. 
Studiamo ora la parte radiale della funzione d'onda. Con la 
sostituzione 
R(r=L0 (32,9) 


- 


1) Se si introduce l’operatore della componente radiale della quantità di 
moto p, nella forma 


To, 1 
Prp= — nl rp=—it (+ -)y, 
l'’hamiltoniano si scrive allora nella forma 


1 nel? 


5, (ha 


)+U), 


che coincide con la forma della funzione di Hamilton classica in coordinate sfe- 
riche. 
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l'equazione (32,8) si riduce alla forma 


d? 2 1 
4 e x=o. (32,10) 


Se l’energia potenziale U (r) è ovunque finita, finita deve essere 
allora in tutto lo spazio, compresa l'origine delle coordinate, anche 
la funzione d’onda w e, di conseguenza, la sua parte radiale A (r). 
Ne segue che Yy (r) deve annullarsi per r = 0: 


x (0)=0. (32,11) 


Questa condizione in realtà vale (vedi $ 35) anche per un campo 
che per r + 0 diventa infinito. 

L’equazione (32,10) coincide formalmente con l'equazione di 
Schròdinger del moto unidimensionale in un campo con energia po- 
tenziale 

U: (1) =U(M + EI, (32,12) 


r2 


uguale alla somma dell'energia U (r) e del termine 
h21(14+1) — R213 
— 2mr? © 2mr 


che si può chiamare energia centrifuga. Il problema del moto in 
un campo a simmetria centrale si riduce quindi al problema del 
moto unidimensionale in una regione semi-limitata (condizione al 
contorno per r = 0). «Carattere unidimensionale » ha anche la 
condizione di normalizzazione della funzione y che è definita 
dall’integrale 


jIRpPrtar= {|thar 


Nel moto unidimensionale in una regione semi-limitata i livelli 
energetici non sono degeneri ($ 21). Si può allora affermare che 
l'assegnazione del .valore dell'energia determina completamente 
la soluzione dell'equazione (32,10), cioè la parte radiale della fun- 
zione d'onda. Tenendo anche conto che la parte angolare della ‘fun- 
zione d'onda è data completamente dai valori di / ed m, concludia- 
mo che nel moto in un campo a simmetria centrale la funzione 
d’onda è definita completamente dai valori di £, 2, m. In altri ter- 
mini, l'energia, il quadrato del momento angolare e la sua proie- 
zione costituiscono insieme un sistema completo di grandezze fisiche 
per tale moto. 

La riduzione del problema del moto in un campo a simmetria 
centrale a un moto unidimensionale permette di applicare il teorema 
dell’oscillazione (vedi $ 21). Disponiamo gli autovalori dell'energia 
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(dello spettro discreto) per un dato / in ordine crescente, e numeria- 
moli con i numeri r;, assegnar do al livello più basso il numero n,= 0. 
In questo caso, n, determina il numero di nodi della parte radiale 
della funzione d’onda per valori finiti di r (il punto r = 0 escluso). 
Il numero nr è detto numero quantico radiale. Nel moto in un campo a 
simmetria centrale il numero / è chiamato talvolta numero quantico 
azimutale, e il numero m numero quantico magnetico. 

Per indicare gli stati con differenti valori del momento / di una 
particella, la notazione universalmente adottata è la seguente; gli 
stati sono indicati con lettere latine con la corrispondenza seguente: 


1=01234567... (32,13) 
spdfghik... 


Lo stato fondamentale per il moto di una particella in un campo a 
simmetria centrale è sempre lo stato s; infatti, per { 4 0, la parte 
angolare della funzione d’onda ha in ogni caso dei nodi, mentre la 
funzione d’onda dello stato fondamentale non ne deve avere nessuno. 
Si può affermare anche che l’autovalore dell’energia minimo, 
per un dato Ì, cresce al crescere di /. Ciò risulta già dal fatto 
che la presenza del momento angolare è dovuta all’aggiunta all’ha- 
miltoniano del termine essenzialmente positivo È. (1 + 1)/2mr?, che 
cresce al crescere di /. 

Determiniamo la forma della funzione radiale nell’intorno del- 
l’origine delle coordinate. Partiremo dall’ipotesi che 


lim (U (r)r2=0. (32,14) 


r+0 


Cerchiamo A (r) sotto forma di una serie di potenze in r, conservando 
per piccoli valori di r soltanto il primo termine dello sviluppo; in 
altri termini, cerchiamo A (r) nella forma A = costante-r°. Sosti- 
tuendo quest’ultima espressione nell’equazione 


L (e) 1044) R=0, 


ricavata dall’equazione (32,8) moltiplicando per r? e prendendo il 
limite per r +0, si ottiene 


s(5sS+1)=/((+1). 
da cui 
s=l oppures= — (/+4 1). 


La soluzione in cui s = — ( + 1) non soddisfa le condizioni richie- 
ste; essa diventa infinita per r = 0 (ricordiamo che />0). Così, 
resta la soluzione con s = È, cioè nell’intorno dell’origine delle coor- 
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dinate le funzioni d'onda degli stati con un dato ! sono proporziona- 
li ar: 
Rx costante-r". (32,15) 


La probabilità che una particella si trovi alla distanza dal centro 
compresa tra r ed r + dr è data dalla grandezza r? | AR |?, e di conse- 
guenza, è proporzionale a r2(%+!, Si vede che essa si annulla nell’ori- 
gine delle coordinate tanto più rapidamente quanto più grande è 
il valore di |. 


$ 33. Onde sferiche 
L'onda piana 
fp = costante-e? 


descrive uno stato stazionario in cui la particella libera è dotata di 
una quantità di moto determinata p (e di energia E = p?/2m). Con- 
sideriamo ora stati stazionari di una particella libera in cui essa 
ha, oltre all’energia, modulo e proiezioni determinate del momento 
angolare. È comodo introdurre in luogo dell’energia il vettore 
d'onda 


p___V2mE (33,1) 


La funzione d’onda dello stato con momento angolare / e proie- 
zione del momento angolare m ha la forma 


Yam = Rui (r) Yim (0, Q), (33,2) 
dove la funzione radiale è data dall’equazione 
E 2 1(1+1) A 
Ri + Ra +[P- 2 |A =0. (33,3) 


Questa è l'equazione (32,8) senza U (r). Le funzioni d’onda warm» 
relative allo spettro continuo (in X), soddisfano le condizioni di 
normalizzazione e di ortogonalità: 


| wtarmetaim AV = 816 mmed (E) 


L’ortogonalità per Z, l’ e m, m' diversi è assicurata dalle funzioni 
angolari. Quanto alle funzioni radiali, esse debbono essere normaliz- 
zate con la condizione 


00 


| r°RyRaidr= è | — ) = 2016 (kl — k). (33,4), 
0 
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Normalizzando le funzioni d’onda non sulla « scala di X/2x », bensi 
sulla «scala dell’energia », cioè con la condizione 


| r°ReiRm dr=8 (E'—E), 
0 
si ha allora, secondo la formula generale (5,14), 


1 dk \1/2 1 
Rei= Rui (32 E) LV 7 Ru (83,5) 
Per = 0, si può scrivere l’equazione (33,3) come segue 


d2 
a (CRno) + k°rBro=0; 


la sua soluzione, finita per r = 0 e normalizzata con la condizione 
(33,4) (cfr. (21,9)), è 
Rri= 229. (33,6) 


Per risolvere l'equazione (33,3) con / #4 0, facciamo la sostitu- 
‘zione 
Rar=r%nr. (33,7) 
Per Xx; si avrà l’equazione 


= 2(1+1 ; 
Mii 4 ECT Mi 4 42 = 0. 


Derivando questa equazione rispetto ad r, si ottiene 


#09 2 141.4 # I 2 (1 1 lA 
hi +SCD Ki +[e-47] Ka = 0. 


‘Con la sostituzione Yh = rXa, 4, essa si riduce alla forma 
Ò 2(14+2) ,,, 
Xx, 141+t 2049 Xx, 141 + Xn, 1414= 0, 


.che coincide effettivamente con quella cui deve soddisfare la fun- 
zione Xx, +. Pertanto le funzioni Xx, sono legate in successione dalla 
relazione 


Xk, =D, (33,8) 


e sì ha quindi 


dove Y ko = Rao è data dalla formula (33,6) (questa espressione può 
essere ancora moltiplicata, naturalmente, per una costante arbi- 
traria). 
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In tal modo, troviamo infine la seguente espressione per le fun- 
zioni radiali del moto libero di una particella: 


(AL. rl (_d \! senkr 
Ru=(—021 (4) CH 


“ 


(il fattore k-' è stato introdotto per la normalizzazione (vedi più 
avanti), e il fattore (—4)' per ragioni di comodità). Le funzioni 
(33,9) possono essere espresse mediante le funzioni di Bessel di ordine 
semintero: 


TT | 
Rai= VV È J141/2 (kr) = 2kji (lr); (33,10) 

le funzioni 
ia= > T1+1/2 (2) (33,11) 


introdotte a tale scopo sono dette funzioni di Bessel sferiche !). 

Per ottenere le espressioni asintotiche della funzione radiale 
(33,9) a grandi distanze, osserviamo che il termine che per r + co 
decresce meno rapidamente si ottiene derivando . volte il seno. 
Poiché ogni derivazione, —d/dr, del seno aggiunge il termine —x/2 
nel suo argomento, si ottiene allora la seguente espressione 
asintotica: 


Ra sen (kr-5). (33,12) 

Le funzioni A&)x; si possono normalizzare usando le loro espres- 
sioni asintotiche, come è stato mostrato nel $ 214. Confrontando la 
formula asintotica (33,12) con la funzione normalizzata Rxg (33,6), 
vediamo che la funzione Ax; con il coefficiente preso dalla (33,9) è 
effettivamente normalizzata nel modo dovuto. 

Nell’intorno dell’origine delle coordinate (piccoli r), sviluppando 
sen kr in serie e conservando soltanto il termine con la potenza di r 
più bassa abbiamo ?): 


( 1 d \l senkr _ (1 LN) (Kr)lHi o (—1)L K2144 
ir i) RA dl r(20141)! © (22+1)!! 
1) Alcune tra le prime funzioni ;;: 

. Sens . __senr coss 

Jo = x , JA x x b) 

| 3 1 3 cos x 

=(7-7) sen. 


Nella letteratura esiste anche una definizione delle funzioni j, che si di- 


stingue dalla (33,11) per il fattore x. 
2) Con il segno!! sì vuole indicare il prodotto di ‘tutti i numeri della stessa 


parità fino a quello considerato. 


440 CAPITOLO V 


In tal modo, nell’intorno dell’origine delle coordinate le funzioni 
Ra: hanno la forma 
= 2641 
Ru < Gti” (33,13) 
che è in accordo con il risultato generale (32,15). 

In certi problemi (nella teoria della diffusione) occorre conside- 
rare le funzioni d’onda che non soddisfano le condizioni di limitatezza 
ordinarie e descrivono un flusso di particelle uscenti dal centro o, 
viceversa, cadenti nel centro. La funzione d’onda descrivente un 
tale flusso di particelle con momento / = 0 si ottiene prendendo in 
luogo dell’onda sferica stazionaria (33,6) la soluzione nella forma di 
un’onda sferica divergente (Rio) o convergente (R&o): 


Rio =‘ esi (83,14) 


Nel caso generale in cui il momente / è diverso da zero la solu- 
zione dell’equazione (33,3) si ottiene nella forma 


(14) c-. (33,15) 


r dr r 


ta 
Rii=(—1)/ A-7 


Queste funzioni possono essere espresse mediante le funzioni di 
Hankel 


Rii= + iA4/ EH) (kr) (33,16) 


(di prima e di seconda specie rispettivamente, per il segro +e per 
il segno —). L’espressione asintotica della funzione (33,15) è 


Ri=‘exp[-+i(t--5-)] (33,17) 


Nell'intorno dell’origine delle coordinate questa espressione 

diventa 
21-41)! _t_ 

Ri mali, ly, (33,18) 

Normalizziamo queste funzioni in modo tale che esse corrispon- 

dano all’emissione (o all’assorbimento) di una particella nell’unità 

di tempo. Osserviamo a tale scopo che a grandi distanze un'onda 

sferica può essere assimilata, lccalmente, a un'onda piana, e la 


densità di corrente in essa è uguale a j = vwwît, essendo v = kA/m 
la velocità delle particelle. La normalizzazione è data dalla condi- 


zione $ jdf = 1, dove l'integrale è esteso a una superficie sferica di 


raggio r sufficientemente grande; in altri termini, | jr?îdo = 1, dove 
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do è l’elemento d’angolo solido. Conservando la normalizzazione 
precedente delle funzioni angolari, dobbiamo quindi porre nella 
funzione radiale il coefficiente A uguale a 


mm 
die DE sp (33,19) 

Un’espressione asintotica analoga alla (33,12) si ha non soltanto 
per la parte radiale della funzione d’onda del moto libero, ma anche 
per il moto (con energia positiva) in qualsiasi campo che si annulli 
abbastanza rapidamente con la distanza!). A distanze molto grandi 
si può trascurare nella equazione di Schròdinger sia il campo che 
l’energia centrifuga, e resta l'equazione approssimata 


dl d? (rRk1) + k2Rpr eu: 0. 


r dr? 
La soluzione generale di questa equazione è 


sen (14 8) 


r 0 


Rui 2 (33,20) 
dove è, è una costante (sfasamento) e il fattore comune è stato scelto 
conformemente alla normalizzazione della funzione d’onda « sulla 
scala £/2n »?). La fase costante è, è data dalla condizione al contorno 
(si chiede che AR, sia limitata quando r +0) per la quale l’equa- 
zione di Schròdinger esatta deve essere risolta, e non può essere 
calcolata in forma generale. Le fasi è; sono, naturalmente, funzioni 
sia di } che di Xe rappresentano una caratteristica essenziale delle 
autofunzioni dello spettro continuo. 


PROBLEMI 


4. Determinare i livelli energetici per il moto di una particella col momento 
angolare 2 = 0 in una buca di potenziale a simmetria sferica: U (r) = —Uo 
per U (r)=0 per < a, per r>a. 

Soluzione. Per 2 = 0 le funzioni d'onda dipendono solamente da r. All’inter- 
no della buca l’equazione di Schréòdinger ha la forma 


d2 
dr? 


L (rp) + k2p=0, =| V2m (Uo=|£ |) 


1) Come verrà mostrato nel $ 124, il campo deve decrescere più rapida- 
mente di 4/r. 

2) Il termine —/n/2 nell’argomento del seno è stato aggiunto perché si 
abbia, in assenza di campo, 6, = 0. Poiché il segno della funzione d’onda non 
ha importanza, le fasi 8; sono determinate a meno di na (e non di 2nn); 
pertanto i loro valori possono essere sempre ridotti all’intervallo tra 0 e n. 
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La soluzione finita per r = 0 è 


p= A sen kr . 
r 
Per r > a si ha l’equazione 
41 d@ . 4 PE 
— ga CI _p=9, =" VIm[E. 


La soluzione che si annulla all’infinito è 


— nr 


y=d — 


r 


La condizione di continuità della derivata logaritmica di rw per r = a dà 


2mU 
kctgka=-x= — Lo, (1) 
ovvero 
k V x 
sen ka= + Img (2) 


Questa equazione determina implicitamente i livelli energetici cercati 
(occorre prendere le radici dell'equazione per le quali ctg ka < 0, come risulta 
dalla (1)). Il primo di questi livelli è anche il più basso di tutti i livelli energetici, 
cioè esso corrisponde allo stato fondamentale della particella. 

Quando la buca di potenziale Vo è troppo poco profonda, il non si hanno 
livelli energetici negativi, e la particella non può essere «trattenuta » dalla 
buca. Ciò si vede facilmente dall'equazione (2) mediante la seguente rap- 
presentazione grafica. Le radici di un'equazione della forma +sen x = az sono 


Fig. 9 


rappresentate dai punti d’intersezione della retta y = az con le curve y= 
== +sen z, e occorre considerare soltanto quei punti d’intersezione in cui 
ctg a < 0; le corrispondenti porzioni delle curve y = +sen x sono rappresentate 
nella fig. 9 dalla linea continua. Si vede che per a troppo grandi (U; piccoli) 
tali punti d’intersezione non esistono. Il primo punto di questo genere appare 
allorché la retta y = «ax si trova nella posizione 0a, cioè per a = 2/n e quando 


x = n/2. Ponendoa = A/V2ma?U,, r = ka, si trova la minima profondità della 
buca per la quale appare il primo livello negativo, 


72h? - 
Uo min="<Gg7gi * (3) 
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Questa grandezza è tanto più grande quanto più piccolo è il raggio della 
buca a. La posizione del primo livello £, all'istante della sua comparsa è deter- 
minata da ka = n/2 ed è uguale a Ej= 0, come era naturale aspettarsi. Con 
l'aumentare della profondità della buca anche il livello fondamentale £, si 
abbassa. Quando la differenza A = Uv/Uomin — 1 è piccola questo abbas- 
samento avviene secondo la legge 

2 
—E=3r Uo mind°. (4) 

2. Determinare l’ordine secondo cui compaiono i livelli energetici con 

diversi valori del momento / in una buca di potenziale sferica molto profonda 


(Uo > h?/ma?) (W. Elsasser, 1933). 
Soluzione. La condizione sulla parete della buca richiede che per 


Uo + co wsi annulli (vedi $ 22). Scrivendo la funzione d’onda radiale all'interno 
della buca nella forma (33,10), otteniamo l’equazione 


T141/2 (kKa)=0, 


le cui radici determinano la posizione dei livelli dal fondo della buca 
(Uo _ 1E|= 4?k?/2m) per i diversi valori di 2. L'ordine della loro disposizione, 


partendo dallo stato fondamentale, è il seguente: 
4s, 1p, id, 2s, if, 2p, 1g, 2d, 1h, 3s, 2f, ... 


La cifra che precede ogni lettera numera, in ordine crescente, la serie dei livelli 


energetici con lo stesso /!). 
3. Determinare l’ordine secondo cui compaiono i livelli con i diversi 2 


man mano che aumenta la profondità della buca Uo. 

Soluzione. All’istante della sua prima comparsa un nuovo livello ha 
l’energia £ = 0. La funzione d'onda corrispondente fuori della buca, annullan- 
tesi per r + 00, è R; = costante - r-4*1) (soluzione dell'equazione (33,3) con 


k = 0). La continuità di R;ed Ri sulle pareti della buca comporta, in particolare, 
la continuità della derivata (r!*12))', da cui si ottiene, nel nostro caso, la seguen- 
te condizione per la funzione d’onda all’interno della buca: 


(r1+4R;))°=0 se r=a. 


Essa equivale?) alla condizione di annullamento della funzione R;_1 e, tenendo 
conto della (33,10), otteniamo l’equazione 


a n 
Jr (+ V2mUo)=0; 


quando /=0, la funzione J,_, /2 Va sostituita con un coseno. Da qui si ottiene 
la seguente successione per la comparsa dei nuovi livelli coll’aumentare di Vo: 


4s, 1p, id, 2s, 1f, 2p, 1g, 2d, 3s, 1h, 2f, . 


1) Tale notazione è adottata per i livelli delle particelle del nucleo (vedi 


$ 118). 
2) Conformemente alle (33,7-8) si ha (r-!R))' — r-!R},1. Poiché l’equazio- 
ne (33,3) non cambia sostituendo ) con —! — 1, si ha ugualmente 


(ri*1R_;_)) — rl1R_,. 
Infine, poiché le funzioni R_, ed R;_, soddisfano la stessa equazione, si ottiene 
in definitiva 
(MIR) — r1R;_, 


che è la relazione usata nel testo. 
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Si osservi che le differenze nell'ordine della disposizione dei livelli in una buca 
profonda appaiono solamente per livelli relativamente alti. 

4. Determinare i livelli energetici di un oscillatore armonico a simmetria 
sferica (particella nel campo U = 1/2mw?r?), l’ordine della loro degenerazione 
e i valori possibili del momento orbitale negli stati stazionari corrispondenti. 

Soluzione. L'equazione di Schrédinger di una particella nel campo 
U = 1/2m@? (x* + y? + 2?) ammette la separazione delle variabili, che conduce 
a tr equazioni del tipo dell’oscillatore lineare. Per i livelli energetici pertanto 
si ha 


E=h (i+ +84) = ho (244) . 


L’ordine di degenerazione dell’n-esimo livello è uguale al numero di modi 
con cui n può essere rappresentato come somma di tre numeri interi positivi 


DI 


(zero compreso)!); questo numero è 


(n 1) (n+2) 


D] ; 
Le funzioni d’onda degli stati stazionari sono 
Prinong = Costante -exp (—a?r2/2) H,, (ax) H,,, (ay) H, (az), (1) 


dove a = Vmo/h (m è la massa della particella). Cambiando il segno della 
coordinata, il polinomio 7, si moltiplica per (—1)". Di conseguenza, la parità 
della funzione (1) è (—1)?!t"2+"3 — (—4)®. Formando le combinazioni lineari 
di queste funzioni, essendo data la somma nj + ng + n3 = n, si possono formare 
le funzioni 


n 


)nlm= costante-rl exp(—a?r2/2) Yim (9, ) F(— 3 -; 143; dr), (2) 
dove | m|= 0,1,...,l.elassumei valori 0, 2,...,npernparie1,3,..., n 
per n dispari; quest’ultimo fatto risulta evidente dal confronto tra la parità 
{(—1)" delle funzioni (1) e la parità (—1)? delle funzioni (2) che debbono essere 
uguali. Questo determina i valori possibili del momento orbitale corrispondenti 
ai livelli energetici considerati. 

Di conseguenza, la successione dei livelli dell’oscillatore armonico sferico 
(nelle stesse notazioni che nei problemi 2, 3) è la seguente: 


(15), (4p), (1d, 2s), (1f, 2p), (1g, 24, 35), ..., 


gli stati reciprocamente degeneri sono raggruppati tra parentesi?). 


$ 34. Sviluppo di un'onda piana 


Consideriamo una particella libera che si muove con quantità di 
moto determinata p = Xf nella direzione positiva dell’asse z. La 
funzione d'onda di tale particella ha la forma 


p= costante. e*”. 


1) In altri termini, è il numero di modi che permette di distribuire n sfe- 
rette uguali in tre urne. 

?) Richiamiamo l’attenzione sulla degenerazione reciproca dei livelli con 
momenti angolari ! diversi: vedi in proposito la nota alla pag. 160. 
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Sviluppiamo questa funzione in serie di funzioni d’onda wx:m del 
moto libero con momenti angolari determinati. Poiché l'energia 
nello stato considerato ha un valore determinato, E = k?°h?/2m, è 
chiaro che nello sviluppo cercato entreranno solamente le funzioni 
con uno stesso £. Inoltre, poiché la funzione e'*% gode di simmetria 
assiale attorno all’asse 2, nel suo sviluppo possono entrare soltanto 
le funzioni non dipendenti dall’angolo @, cioè le funzioni con m = 
= 0. In tal modo, si deve avere: 


(è ©) [e ©) 
ea Z ArPrio = È a:Ra:Y 100 


dove le a, sono costanti. Sostituendo le espressioni (28,8) e (33,9) 
per le funzioni Yi ed AR, otteniamo 


eh _ S CP, (cos0) (+) (+ Li ) sen kr. (z=rcos0), 


r dr kr 
1=0 


dove C; sono altre costanti. È facile determinare queste costanti 
confrontando i coefficienti di (r cos 0)" negli sviluppi di entrambi i 
membri dell'uguaglianza in potenze di r. Nel secondo membro 
dell’uguaglianza soltanto l’n-esimo termine contiene un'espressione 


di questo genere; per / > n lo sviluppo della funzione radiale comin- 
cia con potenze di r più elevate e per n > il polinomio P;, (cos 6) 
contiene potenze minori di cos 0. Il termine con cos’ @ nel poli- 
nomio P, (cos 0) ha come coefficiente (22)!/2* (21)? (vedi la formula 
(c, 1)). Utilizzando inoltre la formula (33,13), troviamo il termine 
dello sviluppo del secondo membro dell’uguaglianza che andavamo 
cercando: 


(21)! (kr cos 0)! 


(-— 1°C —_————. 
21(11)21-3...(22+1) 


Il termine corrispondente del primo membro dell’uguaglianza (nello 
sviluppo di ei” 0088) è 
(ikr cos 0)! 
HI ° 


Eguagliando tjueste due quantità, troviamo Ci = (—i)' (22 + 1). 
In tal modo, si ottiene lo sviluppo cercato 

iz x l(1 d \l k 

e = N (—1) (21+1) P; (cos 6) (+) (++) o. (34,1) 


1=0 
A distanze molto grandi esso assume la forma asintotica 


d0 


It 


ihz 1 , l 
e’ RIT > i' (21+ 1) P;(cos0) sen (k -3). (34,2) 
1=0 
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Nella (34,1) l’asse delle z è orientato lungo la direzione del vetto- 
re d'onda dell'onda piana k. Questo sviluppo può essere ugualmente 
scritto in forma più generale, a prescindere dalla scelta degli assi 
coordinati. A tale scopo occorre applicare il teorema sull’addizione 
delle funzioni sferiche (vedi (c, 11)) ed esprimere i polinomi P; (cos 0) 
attraverso le funzioni sferiche delle direzioni k ed r (che formano 
appunto l'angolo 0). Si ottiene allora 


este _ dn SÌ 5; i' ja (#7) Yim(+)Ym(1). (34,3) 


1=0 m=-| 


Le funzioni j; (kr) (definite dalla (33,11)) dipendono solamente dal 
prodotto kr, e quindi è evidente la simmetria della formula rispetto 
ai vettori k e r (non importa quale delle due funzioni sferiche abbia 
il segno di coniugazione complessa). 

Normalizziamo la funzione d’onda e'* in modo che la densità 
di corrente di probabilità sia uguale all'unità, cioè in modo che 
essa corrisponda a un fascio di particelle (parallelo all’asse delle 
z) tale che attraverso l’unità di superficie normale ad esso passi una 
particella nell’unità di tempo. È facile vedere che tale funzione è 


p= » gite / Pr ghe (34,4) 


(v è la velocità delle particelle; vedi (19,7)). Moltiplicando i due 
membri dell'uguaglianza (34,1) per Vm/kh ed introducendo nel 
secondo membro le funzioni normalizzate rim = Riì (1) Yim (0, ®), 
otteniamo 


=D Va(2+1) + (Paso — Paro) - 
1=0 


Il quadrato del modulo del coefficiente di wz;0 (0 di wro) deter- 
mina, in questo sviluppo, in accordo con le regole generali, la pro- 
babilità che la particella nel fascio incidente nel centro (o nel fascio 
uscente) abbia il momento angolare 2 (rispetto all'origine delle coor- 
dinate). Poiché la funzione d'onda w corrisponde ad un fascio di 
particelle di densità unitaria, questa « probabilità » ha le dimen- 
sioni del quadrato di una lunghezza; essa può essere interpretata in- 
tuitivamente come la grandezza della « sezione d'urto » (nel piano z, y) 
su cui deve cadere la particella incidente se essa ha il momento ango- 
lare uguale a /. Indichiamo questa grandezza con c;; abbiamo 


00=- (2141). (34,5) 
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Per grandi valori di / la somma delle sezioni d’urto nell’inter- 
vallo A/ dei valori di / (tale che 1 « A/< /) è uguale a 


Dorn 4 2IAI= 207 AL. 
AI 


Sostituendo l’espressione classica del momento fl = pp (dove p è 
il cosiddetto parametro d’urto), questa espressione diventa 


2rpAp, 


coincidente con l’espressione classica. Non è un fatto casuale: vedre- 
mo in seguito che per grandi valori di Z il moto è quasi-classico 


($ 49). 


$ 35. Caduta di una particella su di un centro 


Per illustrare alcune particolarità del moto quantistico (0 quan- 
tomeccanico), è utile, anche se questo problema è privo di senso 
fisico diretto, studiare il caso del moto di una particella in un 
campo con energia potenziale che in un certo punto (nell'origine delle 
coordinate) diventa infinita secondo la legge U (r) = —f/r° (B>0); 
la forma del campo lontano dall’origine non ci interesserà. Abbiamo 
visto nel $ 18 che questo è il caso intermedio tra quello degli stati 
stazionari ordinari e quello della « caduta » della particella nell’o- 
rigine delle coordinate. 

Nell'’intorno dell’origine delle coordinate, l'equazione di Schrò- 
dinger per il caso considerato è: 


R'+È R'4+-2 R=0 (35,1) 


(RR (r) è la parte radiale della funzione d’onda), dove è stata intro- 
dotta la costante 


yv= TÈ 10141) (35,2) 


e sono stati omessi tutti i termini d’ordine inferiore in 1/rj poiché 
il valore dell'energia £ si suppone finito è stato ugualmente omesso 
il termine corrispondente nell'equazione. i: | 


. bra 
Cerchiamo A nella forma R + r*; per s si ottiene allora l’equazio- 
ne di secondo grado 


s($4+1)+y=0 


con le radici 


cdi DE 1 1 
s=-3+V+-v s=-4-V4-v (85,3) 


Per un'ulteriore analisi è comodo procedere nel modo seguente. 
Prendiamo attorno all’origine delle coordinate una piccola regione 
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di raggio r, e sostituiamo la funzione —y/r® in questa regione con la 
costante — y/rî. Definite le funzioni d’onda in un tale campo « tron- 
cato », vediamo poi cosa si avrà passando al limite per rr —>0. 
Supponiamo dapprima /1/4. Allora sj ed s, sono dei numeri 
reali negativi e, inoltre, sj > sg. Per r >ry la soluzione generale 
dell'equazione di Schròdinger ha la forma (si tratta dappertutto di 
r piccoli) 
R = Ar® -{- Br® (35,4) 


(A, B sono costanti). Perr<r, la soluzione dell'equazione 
n_ È pr Y ci 
R°= =: R'+ » R=0, 
finita nell'origine delle coordinate, si scrive 
Neat. i Mr (30,9) 
r lo 


Per r = ry la funzione A e la sua derivata RR’ debbono essere fun- 
zioni continue. È conveniente scrivere una delle condizioni sotto 
forma di condizione di continuità della derivata logaritmica di rf. 


Ciò conduce all’equazione 
A (s1+1) rp +B (5241) r0° 
=kctg kr 
Artt! 4 Bret! kc 8 “To 


ovvero 
A(si1+41)r9+2(s.+1)r0 ni = 
PETE =VycetgVy. 


Risolta rispetto al rapporto B/A questa equazione dà un'espressione 
della forma 


4 = costante=ro! *. (35,6) 
Passando ora al limite r, +0, troviamo che B/A +Q (ricordia- 
mo che sj > 53). Di conseguenza, tra le due soluzioni della equazio- 


ne di Schròdinger (35,1) divergenti nell’origine delle coordinate va 
scelta quella che tende meno rapidamente all'infinito: 


1 
R=A pls (30,7) 


Sia ora y > 1/4. Allora s, ed s, sono complesse: 


o FE 1 
8= “pi VV» a So= SÌ. 
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Ripetendo il ragionamento precedente, ritroviamo ancora l’uguaglian- 
za (35,6) che, dopo la sostituzione dei valori di s, ed s,, dà 

È = costanteerj” 4Y-!, (35,8) 
Per rr +0 questa espressione non tende a nessun limite determina- 
to, cosicché il passaggio diretto al limite rr +0 è impossibile. Te- 
nendo conto della (35,8), la soluzione reale può essere scritta nella 
forma generale seguente: 


. r 
Rf =costante- vr COS (V» —7nT+ costante ) . 39,9) 

Questa funzione possiede zeri in numero indefinitamente cre- 
scente al diminuire di r,. Poiché, da una parte, l’espressione (35,9) 
per la funzione d’onda vale (per r sufficientemente piccoli) per qua- 
lunque valore finito dell'energia £ della particella e, d’altra parte, 
la funzione d’onda dello stato fondamentale non deve avere zero 
alcuno, possiamo concludere che lo « stato fondamentale » della par- 
ticella nel campo considerato corrisponde all’energia £ = — co. 
Ma in ogni stato dello spettro discreto la particella si trova 
principalmente nella regione dello spazio in cui E > U. Di conse- 
guenza, per £ -— — co la particella si trova in una regione 
infinitesima attorno all’origine delle coordinate, cioè la particella 
« cade » nel centro, 

Il campo «critico » Ucrit nel quale diventa possibile la « caduta » 
della particella nel centro corrisponde al valore y = 1/4. Il valore 
minimo del coefficiente di —1/r? si ottiene allorché / = 0, cioè 

2 
Una = — por: (35,40) 

Dalla formula (35,3) (per s,) si vede che la soluzione possibile 
dell'equazione di Schròdinger (nell’intorno del punto in cui U.- 
= 1/r?) diverge per r + 0 non più rapidamente di 1/Vr. Se per 
r-- 0 il campo tende all’infinito più lentamente di 41/r?, allora 
nell'equazione di Schròdinger nell’intorno dell'origine delle coordi- 
nate si può trascurare U (r) in confronto con gli altri termini, 
e si ottengono le stesse soluzioni che per il moto libero, cioè @ — r' 
(vedi $ 33). Infine, se il campo tende all’infinito più rapidamente 
di 1/7? (come —1/r* con s > 2), la funzione d'onda nell’intorno 
dell'origine delle coordinate è proporzionale a r°-! (vedi problema 
del $ 49). In tutti questi casi il prodotto rw si annulla allorché r = .0. 

Inoltre, studiamo le proprietà delle soluzioni dell'equazione 
di Schròdinger in un campo decrescente a grandi distanze secondo 
la legge U = — B/r?, essendo arbitraria la sua forma a piccole di- 
stanze. Supponiamo dapprima che y) < 1/4. È facile vedere che in 
questo caso può esistere soltanto un numero finito di livelli energe- 
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tici negativi!). Infatti, quando l'energia E = 0, l’equazione di 
Schròdinger a grandi distanze ha la forma (35,1) con soluzione gene- 
rale (35,4). Ma la funzione (35,4) non ha zeri (per r #0), e di con- 
seguenza, tutti gli zeri della funzione d’onda radiale cercata si 
trovano a distanze finite dall'origine delle coordinate, e comunque 
il loro numero è finito. In altri termini, il numero d' ordine del livello 
E = 0, che chiude lo spettro discreto, è finito. 

Se invece y > 1/4, lo spettro discreto contiene un numero infi- 
nito di livelli energetici negativi. Infatti, la funzione d'onda dello 
stato con £ = 0 ha, a grandi distanze, la forma (35,9) con numero 
infinito di zeri, cosicché il suo numero d'ordine è in ogni caso infi- 
nito. 

Supponiamo, infine, che il campo sia U = — Î/r? in tutto lo 
spazio. Allora si ha la caduta della particella per y > 1/4. Se invece 
y< 1/4, i livelli energetici negativi mancano totalmente. Infatti, 
la funzione d'onda dello stato con £ = 0 avrà in tutto lo spazio la 
forma (35,7); a distanze finite essa non ha zeri e corrisponde, cioè, 
al livello energetico più basso (per un dato /). 


$ 36. Moto in un campo coulombiano (coordinate sferiche) 


Un caso molto importante di moto in un campo a simmetria 
centrale è quello del moto in un “a coulombiano 


(a è una costante positiva). Considereremo dapprima l’attrazione 
coulombiana, e scriveremo quindi U = — a/r. Dalle considerazioni 
generali è già evidente che lo spettro degli autovalori negativi dell’e- 
nergia è discreto (con un numero infinito di livelli), e quello delle 
energie positive è continuo. 

L'equazione (32,8) per le funzioni radiali si scrive 


dîR , 2 dR ed 2m a 
e O R+- (E+®)R=0. (36,1) 


r dr 


Se si tratta del moto relativo di due particelle che si attraggono, 
allora m rappresenta la loro massa ridotta. 

Nei calcoli concernenti il campo coulombiano per la misura di 
tutte le grandezze è comodo usare, in luogo delle unità ordinarie, 
altre unità che chiameremo unità coulombiane. E precisamente, 


1) I] campo è supposto tale che per r piccoli non si abbia la « caduta » della 
particella. 
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prendiamo per unità di misura di massa, di lunghezza e di tempo, 
rispettivamente 


ma} ma?” 


Da queste si deducono tutte le altre misure; così, l’unità di ener- 
gia è 

ma 

“ha ° 


Più avanti, in questo paragrafo e in quello seguente, useremo dapper- 
tutto (se non ci sarà menzione particolare) queste unità!). 
L'equazione (36,1) nelle nuove unità assume la forma 


2 i 
Lie LUI RL2(E44) R=0. (36,2) 


r dr r? 


Spettro discreto 


Introduciamo in luogo del parametro £ e della variabile r le 
nuove grandezze 


1 2 
da oa] 
Per energie negative n è un numero reale positivo. Sostituendovi 
la (36,3) l'equazione (36,2) diventa 


PARA APE __dA.,n_ 1041) = 
R+3R'+[ tra ]R 0 (36,4) 


(l'apice indica che la derivazione è fatta rispetto a p). 
Per piccoli valori di p la soluzione che soddisfa le condizioni 
necessarie di finitezza è proporzionale a p° (vedi (32,15)). Per vedere 


1) Se m = 9,11-10-29 g è la massa dell’elettrone e a = e2 (e è la carica 
dell'elettrone), le unità coulombiane coincidono allora con le cosiddette unità 
atomiche. L'unità atomica di lunghezza è 


h2 
me 


(raggio di Bohr). L’unità atomica di energia vale 


me4 


= 4,36-10-1! erg=27,21 eV 


{metà di pe grandezza si dice rydberg, Ry). L’unità atomica di carica è e = 
= 4,80-10-19 unità elettrostatiche. Il passaggio nelle formule alle unità ato- 
miche si effettua formalmente ponendo e = i, m= 1, f = 1. Per a = Zefle 
unità coulombiane differiscono dalle unità atomiche. 
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quale è il comportamento asintotico di 8 per p grandi omettiamo 
nella (36,4) i termini contenenti 41/p e 1/p? ed otteniamo l'equazione 


R 
A 
e i, 
da cui RA = e+P/?, La soluzione che si annulla all’infinito, la sola 
che ci interessa, si comporta per p grandi come e-?/?. 
In relazione a ciò è naturale fare la sostituzione 


R= p'e-9/2w (p), (36,5) 
dopo di che l’equazione (36,4) assume la forma 
pw"+(22+2—)w+(n—-1—1)w=0. (36,6) 


La soluzione di questa equazione deve divergere all’infinito non 
più rapidamente di una potenza finita di p, e deve essere finita per 
pg = 0. La soluzione che soddisfa quest’ultima condizione è la fun- 
zione ipergeometrica confluente 
w=F(—n+1+14, 21+2, p) (36,7) 
(vedi $ d, Appendice matematica)!). La soluzione che soddisfa la 
condizione all’infinito si ottiene solamente per i valori interi nega- 
tivi (o nulli) di —r + 2 + 1, quando la funzione (36,7) si riduce a 
un polinomio di grado (nr —  — 1). In caso contrario, essa diverge 
all'infinito come ef (vedi (d, 14). 
Siamo cosi giunti alla conclusione che il numero r deve essere 
intero positivo e, per / dato, si deve avere 


Ricordando la definizione del parametro r (36,3), troviamo 
4 
E-3a, n=l1, dii (36,9) 


Questo risolve il problema della determinazione dei livelli energe- 
tici dello spettro discreto in un campo coulombiano. Vediamo che 
si ha un'infinità di livelli compresi tra il livello fondamentale £, = 
= — 1/2 e zero. Gli intervalli tra due livelli consecutivi diminui- 
scono al crescere di r; i livelli si infittiscono man mano che ci 
si avvicina al valore £ = 0 dove lo spettro discreto si connette con 
quello continuo. La formula (36,9) nelle unità ordinarie ha la forma 
seguente?): 

bea dici. (36,10) 


1) La seconda soluzione dell'equazione (36,6) diverge per p + 0 come p-2-!. 

2) La formula (36,40) è stata stabilita per la prima volta da N. Bor nel 
49413, prima della formulazione della meccanica quantistica. Essa è stata 
introdotta nella meccanica quantistica da W. Pauli nel 41926, mediante il 
meiodo RIA SNIciale e, qualche mese dopo, da E. Schròdinger mediante l’equa- 
zione d’onda. 
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Il numero intero n è detto numero quantico principale. Il numero 
quantico radiale, definito nel $ 32, è 


ni=n—-l_—-1. 


Per un numero quantico principale dato, il numero può assu- 


mere i valori 
i=0.1, 85 he (36,11) 


in totale n valori diversi. Nell’espressione (36,9) dell'energia entra 
solo il numero n. Pertanto tutti gli stati con / diversi, ma con r 
uguali hanno la stessa energia. Ogni autovalore è quindi degenere 
non solamente rispetto al numero quantico magnetico m (come per 
qualsiasi moto in un campo a simmetria centrale), ma anche ri- 
spetto al numero /. Quest'ultima degenerazione (detta accidentale) 
è specifica del campo coulombiano. A ogni valore di / dato 
corrispondono 2/ + 41 valori differenti di m; pertanto l'ordine di 
degenerazione dell’n-esimo livello energetico è 


n-1 
x (22+1)=n?. (36,12) 
1=0 


Le funzioni d’onda degli stati stazionari sono date dalle formule 
(36,5) e (36,7). La funzione ipergeometrica confluente con valori 
interi di entrambi i parametri coincide, a meno di un fattore, con 
i polinomi generalizzati di Laguerre (vedi $ d, Appendice matema- 
tica). Di conseguenza, 


Rn1= costante. p'e-9/2L214;! (0). 


Le funzioni radiali vanno normalizzate con la condizione 


| R3yr2dr=1. 


0 


La loro forma completa è Ia seguente!): 


. 


1) Scriviamo in forma esplicita alcune tra le prime funzioni &,:: 


Rio= er,  Rao= A e" (1-3), 


8 r 4 
Ra, = 3 er (1-7), figata, 
27 Ve 6 °° "81 V/30 
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QEENERTE (1-4)! rim (2r \t 7214121 \l 
Ru=-aV Teme e (7) e (7) 


___2_,/ _(n4bD! kai 2r 
“ian ME(—n4141,21+2, 7) 
(36,13) 


(pers il calcolo dell’integrale di normalizzazione vedi $ f, integrale 


Nell'intorno dell'origine delle coordinate Rn; ha la forma 


si 21+1 (n+1)! 
Rini e T n2+1(21+1)! VE . (36,14) 


A grandi distanze si ha invece 
gn 
R (1 vii oc pAp ra, 36 15 
ni ( ) nti VELI (m_—1-1) ( 9 ) 
La funzione d’onda f,, dello stato fondamentale decresce esponen- 
zialmente alle distanze dell’ordine di r — 1, ossia, nelle unità 
ordinarie, r — h*/ma. 
I valori medi delle diverse potenze di r si calcolano secondo la 
formula 
rl — | r*+*2R2, dr. 
0 


La formula generale per ri può essere ottenuta mediante la formula 
(f, 7). Diamo qui alcuni primi valori di r* (con $ positivi e negativi): 


= [8n2—1(1+1)],  ?=2[5n2+1—3101+1), 
__ i (36,16) 


1 


Spettro continuo 


Lo spettro degli autovalori positivi dell’energia è continuo e si 
estende da zero all’infinito. Ciascuno di questi autovalori è degenere, 
con un ordine di degenerazione infinito; a ciascun valore di £ corri- 
sponde una infinità di stati con / che prende tutti i valori interi da 0 
a co (e con tutti i possibili valori di m per ogni dato |). 


1) L’integrale di normalizzazione può essere ugualmente calcolato sosti- 
tuendo l’espres ione (d,12) dei polinomi di Laguerre ed integrando per parti 
(analogamente al calcolo dell’integrale (c,14) per i polinomi di Legendre). 
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Il numero n definito dalle formule (36,3), cosî come la variabile 
p sono ora immaginari puri: 


n= -—t p=2ikr, (36,17) 


t 
VE 
dove % = Y/2£!). Le autofunzioni radiali dello spettro continuo 
hanno la forma 


Cc iarpf i 
Rxx= art (Ar) e!" F (7+1+1,22+2, 2ikr), (36,18) 


È=7 ikr 
E=0 


Fig. 10 


dove Cx; è un fattore di normalizzazione. Esse possono essere rappre- 
sentate sotto forma di un integrale complesso (vedi $ d) 


i 


— 1-1 
Rar= Cri (2r) e fe(1- FE) © Ed, (86,19) 


esteso al contorno rappresentato nella fig. 10.?) La sostituzione 
E = 2ikr (t + 1/2) riconduce questo integrale a una forma più sim- 
metrica 


db So Gale | el -l-1i 
Du (—2kr) 1! cikrt 1\R 1 k 
Ra = Ca EL de (t+3 ) (6-3) di 


(36,20) 


(il cammino d'integrazione gira in senso positivo attorno ai punti 
t = +4/2). Da questa espressione risulta immediatamente che le 
funzioni R,; sono reali. 


1) ne psi potrebbero definire come le espressioni complesse coniugate 
n = ilk, p= —2ikr; è ovvio che le funzioni reali R,; non dipendono dal modo 
con cui si definiscono n e p. 

2) In luogo di questo contorno si può anche prendere qualsiasi contorno 
chiuso che giri attorno ai punti singolari È = 0 e È = 2ikr in senso positivo. 
Per ! intero la funzione YV (È) = fon-! (È — 2ikr)"-1 (vedi $ d), quando si 
descrive tale contorno, assume di nuovo il suo valore iniziale. 
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Lo sviluppo asintotico (d, 14) della funzione ipergeometrica con- 
fluente permette di dedurre direttamente uno sviluppo analogo per 
la funzione d’onda R,,. I due termini della (d, 14) danno luogo 
nella funzione Rx; a due espressioni complesse coniugate, e si 
ottiene in definitiva 

e3/2h 


kr 


=i [ar-T0+1+Lin2&r] 

Re 3° i ì Gdo dI 

alii MINT (PFETO NBA ili Li iL 
(#4) 


Rar=Chi X 


(36,24) 


Se si normalizzano le funzioni d'onda « sulla scala X%/2x » (cioè 
con la condizione (33,4)), il coefficiente di normalizzazione Cx; è 
uguale a 


Chi = 2h" |T ((+1-7)[ (36,22) 


Infatti, l’espressione asintotica di R,; per r grandi (il primo termine 
dello sviluppo (36,24)) si scrive allora 


Ru È sen (6r+7In 2%kr-51+8) i 
(36,23) 
ò,= arg T (1+41-7) 


ciò che è conforme alla forma generale (33,20) delle funzioni d’onda 
normalizzate dello spettro continuo in un campo a simmetria centra- 
le. L'espressione (36,23) differisce dalla (33,20) per la presenza del 
termine logaritmico nell'argomento del seno; tuttavia, poiché In r 
cresce con r più lentamente di r stesso, la presenza di questo termine 
non ha alcuna importanza per il calcolo dell’integrale di normaliz- 
zazione divergente all'infinito. 

Il modulo della funzione T, che appare nell’espressione (36,22) 
per il fattore di normalizzazione può essere espresso mediante fun- 
zioni elementari. Utilizzando le note proprietà delle funzioni T 


T(+1)=2F (2), T()M(1-2)=—_ 


sen nz 


abbiamo 


| 
+ 


T(1+1++) 


T(1+1-7)=(2-+) --(1-#)F(1-7) 


MOTO IN UN CAMPO A SIMMETRIA CENTRALE 457 


e inoltre 


[n (1+1-)|=[F(1+1-)F ((+14È Ta 


AE, ———_ N 

I 1 sAf2e 

-VENVA+FA È 
8=1 


Cu=| 57 ea) I Vs+t S4+ "7 (36,24) 


(per {= 0 il prodotto si sostituisce con 1). 

Mediante il passaggio al limite per X + 0 si può ottenere la 
funzione radiale nel caso particolare in cui l’energia è nulla. 
Per K— O si ha 


F(+ DTA DIL, 2ikr) >F (7 , 2142, Dikr) = 
2r sd osgl (2r)? 
(2i-42yil * (21-42) (21+3)2î — 
= (2041)! (27) “Jana (V8r), 
dove /,:+; è la funzione di Bessel. Per X + 0 coefficienti Cx; (36,24) 
si riducono a 


Cosicché, 


—1— 


brr = i 
Chi ri V 8a k si 
Da cui troviamo 
DA 


VE 5 1a (VB). (36,25) 
La forma ERRO Ù sua funzione per r grandi è!) 


DZ: La (4) sen (V8r-1n-#) (36,26) 


Il fattore VX sparisce passando alla normalizzazione « sulla scala 
dell’energia », cioè passando dalle funzioni Rx; a quella di Rgi 
secondo la (33,5); è appunto la funzione A x; che rimane finita al limite 
per E->0. 

In un campo coulombiano repulsivo (U = a/r) esiste solamente 
lo spettro continuo degli autovalori positivi dell'energia. L’equa- 
zione di Schròdinger in questo campo può essere formalmente dedotta 
dall’equazione per il campo attrattivo cambiando il segno di r. 
Cosi, le funzioni d'onda degli stati stazionari si deducono diretta- 
mente dalla (36,18) mediante lo stesso cambiamento. Il coefficiente 


1) Notiamo che questa funzione corrisponde all’approssimazione quasi- 
classica ($ 49) applicata al moto nella regione (f-+-1/2)? & r < k-2. 
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di normalizzazione si determina anche in questo caso a partire 
RE asintotica, e si ottiene infine 


Ri ar (2kr)! eil" F (7+1+ 1, 21+2, —2ikr), 


Cri=2hke-22|T(141+)[=( (i \NVE+E sii 


(36,27) 


L'espressione asintotica di questa funzione per grandi r ha la 
forma 


Ri = È sen (k&r-7In2kr-F +8) i 


6&,=argl (1+1++). (36,28) 


Natura della degenerazione coulombiana 


Nel moto classico di una particella in un campo coulombiano 
esiste una legge di conservazione specifica per questo campo; nel 
caso di un campo attrattivo 


= _ — [pl] = costante (36,29) 


(vedi vol. I, Meccanica, $ 15). Nella meccanica quantistica a questa 
grandezza corrisponde l’operatore 


A=1-4 (Ipîl—[îp)) (36,30) 


che commuta, come si verifica facilmente, con l’hamiltoniano È = 
= p/2 — 1Ir. 
Il calcolo diretto conduce alle seguenti regole di commutazione 


degli operatori 4; fra di loro e con gli operatori del momento ango- 
lare: 


{T;, An}=iemAn {A Ax}=> — 2ifemb. (36,34) 


La non commutatività degli operatori A; fra di loro 
implica che le grandezze Ax, A4y) 4; non possono avere simultanea- 
mente, nella meccanica quantistica, valori determinati. Ciascuno 
di questi operatori, per esempio As commuta con la corrispondente 
componente del momento angolare i: ma non commuta con l’opera- 
tore del quadrato del momento angolare)/?. La presenza di una nuova 
grandezza conservativa non misurabile ‘simultaneamente con le altre 
grandezze conservative comporta ($ 10) una degenerazione supple- 
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mentare dei livelli che è precisamente la degenerazione « accidentale » 
dei livelli energetici discreti, specifica per il campo coulombiano. 
L'origine di questa degenerazione può essere formulata anche 
in termini della simmetria più elevata (in confronto con la. 
simmetria rispetto alle rotazioni spaziali) di cui gode il moto in un 
campo coulombiano nella meccanica quantistica (V. A. Fock, 1935). 
Osserviamo a questo scopo che per gli stati dello spettro discreto, 
con energia negativa fissata, si può sostituire 7 nel secondo membro 
dell'ultima relazione (36,31) con E e introdurre in luogo degli À; gli 
operatori U; = A;ly— 2E. Per questi ultimi valgono le regole di 
commutazione 
{li Un} = TeinlUr {ui Un} = ieinili. (36,32) 
Insieme con la regola {;, l,} = ie;n:l; queste relazioni coincidono 
formalmente con le regole di commutazione degli operatori corri- 
spondenti a rotazioni infinitesime nello spazio euclideo a quattro 
dimensioni!). Questa è la simmetria del moto in un campo cou- 
lombiano nella meccanica quantistica?). 
Dalle relazioni di commutazione (36,32) si può dedurre nuova- 
mente l’espressione dei livelli energetici nel campo coulombiano?). 


Scriviamo queste relazioni, introducendo in luogo di Ì e u gli opera- 
tori 

3 (e A bo 

ji==(1+u), ji=7(1-u). (36,33) 
Abbiamo per essi 

fis Jan} = ici  {izio jan} = itanijorn  {jsiv jaa}=0, (36,34) 
Queste regole coincidono formalmente con le regole di commuta- 
zione di due vettori indipendenti del momento angolare tridimensio- 
nale. Pertanto gli autovalori di ciascuno dei quadrati jj e jj sono 
uguali a j, (jj + 1) e j, (j, + 1), dove j,, j, = 0, 1/2, 1, 3/2, ...4). 
D'altra parte, secondo la definizione degli operatori u e 1 = [rp], 
dopo un semplice calcolo troviamo: 

nq mu - 1 
= = 2 Da 4 el 
lu=ul=0, l12+u 1 3E 
. .. 3) Inoltre, È, È, i, hanno il ruolo di operatori corrispondenti a rotazioni 
infinitesime nei piani Yz, x, XY di un sistema di coordinate cartesiane a quat- 
tro dimensioni x, y, z, u, mentre u,, uy, u, hanno il ruolo di operatori di 
rotazione infinitesima nei piani ru, yu, zu. 

2) Esplicitamente questa simmetria si rivela nelle funzioni d’onda nella 
rappresentazione degli impulsi: vedi V. A. Fock, serie fisica, n. 2, pag. 169, 
(1935); Zs. f. Physik. 98, 145, (1935). 

3) Questo risultato coincide, in linea di massima, con la conclusione di 
Pauli (1926). 

4) Qui siamo andati un RO one utilizzando le proprietà del momento 
angolare di cui si parlerà nel $ 54 (possibilità di esistenza dei valori interi e 
seminteri di j). 
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(per calcolare la somma 1? + u? si sostituisce ancora H con £). Da 
cui 


== -1(1+5)=/0+1) 


(dove j = j; = j.) e quindi, £ = — 41/2 (2j + 1)?. Ponendo 
2j+1=n,n=1,2,3,... (36,30) 
si arriva al risultato cercato £ = — 41/2r?. L’ordine di degenera- 


zione dei livelli è, come ci si doveva aspettare, (2j, + 1) (25, +1) = 
«= (2j + 1)? = n?. Infine, poiché 1 = j, + jx, allora per j, = j, = 
= (n — 1)/2 dato, il momento orbitale / assume i valori da 0 a 
2î=n—- 1). 

PROBLEMI 


1. Determinare la distribuzione di probabilità dei diversi valori della 
quantità di moto nello stato fondamentale dell'atomo d’idrogeno. 
Seluzione?). La funzione d’onda dello stato fondamentale è 


1 e. 
va 
Da qui si trova la funzione d’onda dello stesso stato nella rappresentazione 
degli impulsi sotto forma d'integrale 


a (p)= | (1) ei av 


p= RioYoo= 


1) La degenerazione « accidentale » dei livelli con diversi valori del mo- 
mento angolare / esiste ugualmente per il moto in un campo a simmetria 
centrale U = m?r?/2 (oscillatore sferico tridimensionale, vedi problema 4, 
$33). Questa degenerazione è anch'essa dovuta ad una simmetria supplementare 
dell'’hamiltoniano. Nel caso considerato questa simmetria è dovuta al fatto che 


in 7 = p9/2m + m@/2 sia gli operatori Pi che le coordinate z; entrano sotto 
forma di somma di quadrati. Sostituendoli con gli operatori 


o moritipy 2, moziTip: 
i V2mho i " V2mho 
otteniamo 
Éi=ho [ atà+3 | i 


Questa espressione è invariante rispetto a qualsiasi trasformazione unitaria 


Cani 


degli operatori 2; © aj: queste trasformazioni formano un insieme (gruppo) 
più ampio del gruppo delle rotazioni tridimensionali (rispetto al quale l’ha- 
miltoniano della particella è invariante in ogni campo a simmetria centrale). 

Notiamo anche che alla peculiarità del campo coulombiano e del campo 
dl oscillatore armonico nella meccanica quantistica (la presenza della degene- 
razione accidentale) corrisponde nella meccanica classica la peculiarità che 
consiste nell'esistenza per questi campi (e solamente per questi) di traiettorie 
chiuse delle particelle. 

2) Nei problemi 1 e 2 si usano unità atomiche. 
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(vedi la (15,10)). L’integrale si calcola passando alle coordinate sferiche, e assu- 
mendo l’asse polare -lungo p; si ottiene infine 


8Va 


la densità di probabilità nello spazio p è | a (p) |?/(2x)8. 

2. Determinare il potenziale medio del campo creato dal nucleo e dall’elet- 
trone dell'atomo. d’idrogeno nello stato fondamentale. 

Soluzione. Il potenziale medio ge creato dalla « nuvola elettronica » in un 
punto qualsiasi r si determina nel modo più semplice come soluzione a simmetria 


sferica dell'equazione di Poisson con densità di carica p= —]| wp |?: 
1 d si 
i dr (rpe)=4e r. 


Integrando questa equazione, scegliendo le costanti in modo tale che @g (0) sia 
finita e @e (00) nulla, e aggiungendo il potenziale del nucleo, otteniamo 


= lue, (r)=e (- +4 ) et. 


Per r < 1 si ha @ x 1/r (campo del nucleo), e per r > 1 il potenziale p ® e-27 
(schermaggio del nucleo da parte dell’elettrone). 

3. Determinare i livelli energetici di una particella che si muove in un 
campo a simmetria centrale con energia potenziale U = A/r? — B/r (fig. 11), 


U(n) 


Ur) 


Fig. 11 Fig. 12 


Soluzione. Lo spettro delle energie positive è continuo, e quello delle energie 
negative discreto; consideriamo l’ultimo. L'equazione di Schròdinger per la 
funzione radiale è: 


dR_, 2 dR 
‘dr * r dr 


h 
+57 (E 10+1N5-4+4) R=0. (1) 


Introduciamo la nuova variabile 


dia 2 Ve z 


162 CAPITOLO V 


e le notazioni 


mi 11014+1)=5(5+4), 2) 


B m 
aV =" Di 


A)lora l’equazione (1) prende la forma 


p? 
che coincide formalmente con la (36,4). Perciò concludiamo immediatamente 
che la soluzione che soddisfa alle condizioni necessarie è 
R=pse79"2F(—n4s-+14, 2542, p), 


dove n — s —1= p deve essere un numero intero positivo (o zero), e per s. 
s'intende la radice positiva dell'equazione (2). In accordo con la definizione (3) 
otteniamo quindi i livelli energetici 


2B2m omA 772 
—Ep=S7 [ap+1+]/ 14084 n. | , 


A ) 
4. Il problema 3 per U= aFI Br® (fig. 12). 
Soluzione. Esiste solamente lo spettro discreto. L'equazione di Schrédinger 
sì scrive come segue: 


d?R 2 dR 2m h°1 (141) 4° po\n_ 
ir pini di iti "rei alati urne 


i Ri A ,n s(s+1) e 
RATR+(-p+7- =) R=0, 


Introducendo la variabile 


e le notazioni 
= 
E 
1044 reo, YI E =AM+)+3, 


otteniamo l'equazione 


a 3 f i) Y 3 o 


La soluzione cercata si comporta asintoticamente per È +» co come eS!2, 
e per piccoli valori di £ è proporzionale a É5, dove con s si intende il valore 


positivo 
1 8mA 
s=if-14/ @1+-18+ o I 


Pertanto cerchiamo la soluzione nella forma 
R=e752E3p 


ed otteniamo per w l’equazione 


3 DI VASO) 
E" 4-(2s+ 7 — &)w+ne=0, 
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da cui 
w=F(-n, 2545, 6) , 


dove n deve essere un numero intero non negativo. Di conseguenza, per i livellî 
energetici si ottiene una infinità di valori equidistanti 


B cor i, èMA 
Ey=%]/ 3-[4n+2+]/ (+ pr 4 , n=0, 4, 2, 000 


$ 37. Moto in un campo coulombiano (coordinate paraboliche) 


La separazione delle variabili nell'equazione di Schréòdinger 
scritta in coordinate sferiche è sempre possibile per il moto in qual- 
siasi campo a simmetria centrale. Se il campo è coulombiano, la 
separazione è possibile anche nelle coordinate dette paraboliche.. 
La soluzione del problema del moto in un campo coulombiano in 
coordinate paraboliche presenta un interesse per lo studio di una 
serie di problemi in cui una determinata direzione nello spazio è 
privilegiata, per esempio, per la presenza di un campo elettrico 
esterno (oltre al campo coulombiano) ($ 77). 

Le coordinate paraboliche È, n, g sono definite dalle formule: 


x=VEncos Pi y=VEnsen ®, 2=3 (E n), 
r=VEFPPA=3 +1") (87,1) 


o viceversa: 


E=r+z, n=r-2, g=arctg i; (37,2) 


E en assumono i valori da 0 a co, pda0 a 2x. Le superfici È = co- 
stante e n = costante sono paraboloidi di rotazione con asse coin> 
cidente con l’asse delle z e con il fuoco nell’origine delle coordinate. 
Questo sistema di coordinate è ortogonale. L'elemento di lunghezza 
è dato dall'espressione 


die =S11 de +57 dn? + Èn de, (37,3) 
e l'elemento di volume: 
dV=4 (+ n) dE dando. (37,4) 


Dalla (37,3) risulta per l'operatore di Laplace l’espressione 


sora (Fatal I 
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L'equazione di Schròdinger di una particella in un campo coulom- 


biano attrattivo 


assume la forma 


El x (54 xt (5 an \]ta En + 2(E+7Î)y=0. 
(37,6) 


Cerchiamo le autofunzioni Y nella forma 
w= f1 (E) fa (M) elmo, (37,7) 


dove m è il numero quantico magnetico. Sostituendo questa espres- 
sione nell'equazione (37,6) moltiplicata per (E + m)/4 e separando 
le variabili È e n, otteniamo per f, ed f, le equazioni 


d dfi m% 

(a 4/3 — +8 ]A=0, 
na d 2 

3 (1 dh )+[5n-+f2] fe=0, 

dove i « Ei di separazione » f,, B, sono legati dalla relazione 

Bi + Ps= 1. (37,9) 


Consideriamo lo spettro energetico discreto (£ < 0). Introduciz= 
mo in luogo di £, È, n le grandezze 


a tV 9IE_- I hr 
n= V—=2E ’ p=tV —2E= n Pa n”? (37,10) 


dopo di che otteniamo per f, l'equazione: 


Ph Ad EOALARZI m? _ 
Dt 2+/-7 (x +m)— ar |fi=0 (37,11) 


e un'equazione analoga per f,, avendo introdotto anche le notazioni 


= intti +, n= MEL, no. (37,12) 


(37,8) 


Come è stato fatto per l’equazione (36,4), si trova che f, si com- 
porta per grandi valori di p; come e791/2, e per piccoli valori di f, 
come pl”l/2. Conformemente a ciò cerchiamo la soluzione della 


equazione (37,11) nella forma 
f1 (01) = e P4'°pim 72104 (04) 


(e analogamente per f,), e troviamo per w, l’equazione 


pv 4 (| m|+1T-p)w+rw=0. 


MOTO IN UN CAMPO A SIMMETRIA CENTRALE 165 


Ritroviamo cosi l’equazione di una funzione ipergeometrica con- 
fluente. La soluzione che soddisfa le condizioni di limitatezza è 


w=F(—n, |m}+4, Pi)» 


dove n, deve essere un numero intero positivo. 

In tal modo, ogni stato stazionario dello spettro discreto è deter- 
minato in coordinate paraboliche da tre numeri interi: i « numeri 
quantici parabolici » n, e rn, e il numero quantico-magnetico m. 
Dalle (37,9) e (37,12) per n (« numero quantico principale ») si ha 


n=nyt+nt[|m|+1. (37,13) 


Per i livelli energetici si arriva, ovviamente, al risultato di prima 
(36,9). 

Per un dato r il numero | m | può assumere nr diversi valori da 
Oan—1. Per ne |m]| fissati il numero », assume n — |m| 
valori da 0 a n —f |[m|— 1. Considerando ancora il fatto che 
per un dato |m | si possono anche scegliere delle funzioni con 
m = + |m |, troviamo che per un dato rsi hanno in totale 


25 (n-m)+(n_-0)= n? 
m=1 


diversi stati, ciò che è conforme al risultato ottenuto nel $ 36. 
Le funzioni d’onda dello spettro discreto Wn,nom debbono essere 
normalizzate con la condizione 
00 00 27 


{dann pav=1 Î Î Î | Prinzm [(E+ n) dp dédy=1. (37,14) 
000 


Le funzioni normalizzate hanno la forma 


2 im® 
Prinam= LE form (È) fam (2) 3 Da , (37,15) 
dove 
1 ” 
fom (= TV HET FD, |m]+1,"p)e-A2pimie. (87,16) 


Le funzioni d'onda in coordinate paraboliche, contrariamente a 
quelle in coordinate sferiche, non sono simmetriche rispetto al piano 
z = 0. Per n, > ny la probabilità che la particella si trovi nel semi- 
spazio z > 0 è maggiore di quella relativa al semispazio z < 0, e 
viceversa per n, < No. 

Allo spettro continuo (£ > 0) corrisponde uno spettro continuo 
di valori reali dei parametri fì,, f, nelle equazioni (37,8) (che sono 
sempre legate dalla relazione (37,9)). Non scriveremo qui le funzioni 
d'onda corrispondenti. Le equazioni (37,8), considerate come le 
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equazioni per gli « autovalori » delle grandezze 8,, $,, hanno (per 
E => 0) anche uno spettro di valori complessi. Le funzioni d’onda 
corrispondenti saranno date nel $ 135 dove verranno usate per risol- 
vere il problema della diffusione in un campo coulombiano. 
L'esistenza degli stati stazionari | n,n,m > è dovuta all’esisten- 
za di una nuova legge di conservazione (36,29). In questi stati, le 
grandezze ., = me A,, come anche l’energia, hanno valori ben deter- 
minati. Calcolando gli elementi di matrice diagonali dell'operatore 


À,, troviamo che 
Agg 2, (37,17) 


n. 
Inoltre, u, = n} — n, e le proiezioni dei « momenti angolari » j, 
£ ], sono: 


1 3 1 
eo (mn, -n)=U Jap (m—-nyjtno)= uz. (37,18) 


Queste proprietà degli stati |r,nym > (0, cosa equivalente, 
{rp hg >|) permettono di individuare facilmente il legame tra le 
loro funzioni d’onda e le funzioni d’onda degli stati |nln >. 
Poiché I = j, +j», il passaggio da uno di questi modi di descrizione 
all’altro si riduce al problema di trovare le funzioni d'onda quando 
si compongono due momenti angolari (problema che sarà. conside- 
rato più avanti, nel $ 106). In termini dei « momenti angolari » 
3, e jo, gli stati | rel/m > e | nm, m > sono descritti come | j,j.lm > 
> e | j1j2 Ms >, dove secondo le (36,35) e (37,13) si ha 


=== tiri, (37.19) 


Conformemente alle formule generali (106,9-106,11), abbiamo 


Pam = > (Ln | lto) Prunus 
uitpo=m 


n-1 (37,20) 
Wnuspg = di (Z, 4 + Pa | Palt2) nem 


(D. Park, 1960). 


Capitolo VI 


TEORIA DELLE PERTURBAZIONI 


$ 38. Perturbazioni indipendenti dal tempo 


La soluzione esatta dell’equazione di Schròdinger può essere 
trovata solamente per un numero relativamente piccolo di casi molto 
semplici. La maggior parte dei problemi di meccanica quantistica 
porta a equazioni troppo complicate che non si possono risolvere in 
modo esatto. Tuttavia, nelle condizioni del problema figurano spesso 
grandezze piccole trascurando le quali il problema si semplifica in 
modo tale da renderne possibile una soluzione esatta. Allora il primo 
passo nella risoluzione del problema fisico posto consiste nel trovare 
la soluzione esatta del problema semplificato e il secondo nel cal- 
colare in modo approssimato le correzioni dovute ai termini piccoli 
trascurati nel problema semplificato. Il metodo generale che permet- 
te di calcolare queste correzioni si chiama teoria delle perturbazioni. 

. Supponiamo che l’hamiltoniano del sistema fisico considerato 
abbia la forma 


H=H,+V, 
dove V è una piccola correzione (perturbazione) dell’operatore « im- 


perturbato » H7,. Nei $$ 38-39 considereremo le perturbazioni V non 
dipendenti esplicitamente dal tempo (la stessa ipotesi riguarda anche 
Î,). Le condizioni necessarie perché l'operatore V possa essere con- 
siderato come « piccolo » rispetto all’operatore ÎÙ, saranno dedotte 
più avanti. 
Il problema della teoria delle perturbazioni per lo spettro di- 
screto può essere formulato nel modo seguente. Si suppone che siano 
note le autofunzioni w°0 e gli autovalori £(9 dello spettro discreto 


dell'operatore imperturbato ,, cioè che siano note le soluzioni 
esatte dell'equazione 


Hp = Eyt0, (38,1) 
Si chiede di trovare le soluzioni approssimate dell’equazione 


Ay=(fÎ,4+V)y= Ey, (38,2) 
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cioè le espressioni approssimate delle autofunzioni Wn e degli auto- 


valori En dell’operatore perturbato È. 
In questo paragrafo partiremo dall’ipotesi che tutti gli auto- 


valori dell'operatore 4, siano non degeneri. Inoltre, per rendere 
più semplice la deduzione supporremo dapprima che esista sola- 
mente uno spettro discreto di livelli energetici. 

È comodo condurre i calcoli sin dall'inizio in forma matriciale. 
A tale scopo sviluppiamo la funzione cercata w in serie di funzioni 


VD: 
= Pont. (38,3) 


Sostituendo questo sviluppo nella (38,2), si ottiene 
2 Cm (ES SR V) pio — Du 2. CmEyw®, 


e moltiplicando i due membri di qui uguaglianza per wk°* ed 
integrando, si trova 


(E—- ER) Cha = DI Vhmlm- (38,4) 


Abbiamo introdotto qui la matrice Vy, dell'operatore di per- 
turbazione V, definita mediante le funzioni imperturbate yi: 


Vam= | PV? da. (38,5) 


Cerchiamo orai valori dei coefficienti c,, e dell'energia £ sotto 
forma di serie 


E=E®0 -=EVLE®DL..., Om=CP+P+P+..., 


dove le quantità £°, cy’ sono dello stesso ordine di grandezza 
della perturbazione V, le quantità E‘®, c®? sono del secondo ordine, 


ecc. 
Determiniamo le correzioni all’n - esimo autovalore e auto- 
funzione; poniamo a tale scopo: cî® = 1, c® — 0, m £ n. Per tro- 
vare la prima approssimazione, sostituiamo nell’equazione (38,4) 
E = E© + EM eca=c0 + cf conservando solamente i termini 


del primo ordine. L'equazione con £ = n dà 
Pa Van= de i pIO*V peo dq. (38,6) 


Pertanto in prima approssimazione la correzione all’autovalore 
E® è uguale al valore medio della perturbazione nello stato yî?. 


L'equazione (38,4) con £ # nr dà 


Va 
co — z9 30 , kn, (38,7) 
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mentre ci? resta arbitrario e deve essere scelto in modo tale che la 
funzione wp, = Wî° + wP sia normalizzata, a meno di termini del 
primo ordine. A tale scopo occorre porre cf) = 0. Infatti, la funzione 


Vmn 
vo= O_o Vh (38,8) 


(l’apice apposto al simbolo di sommatoria significa che nella somma 
su m occorre omettere il termine contenente m = n) è ortogonale a 
°, e perciò l'integrale di | w?° + wW? |? differisce dall’unità solo 
per una grandezza del secondo ordine. 
La formula (38,8) dà la correzione in prima approssimazione alle 
funzioni d'onda. Da essa, tra l’altro, si vede quali sono le condizioni 
di applicabilità del metodo considerato. Precisamente, deve valere 


la disuguaglianza 
| Van | K TED ERI, (38,9) 


cioè gli elementi di matrice della perturbazione debbono essere 
piccoli rispetto alle differenze corrispondenti dei livelli energetici 
imperturbati. 

Determiniamo ancora la correzione in seconda approssimazione 
all'autovalore E. A tale scopo sostituiamo nella (38,4) £ = 
= ED + EP 4 ED, ca = cc + cl 4 cl? e consideriamo i ter- 
mini del secondo ordine L'equazione con %X = n dà 


E? 0 
nen = DI V le 


da cui 
(2) * {Umnl? 
E = i Tolo 0319) 
m n m 


(abbiamo preso ci? dalla (38,7) e tenuto conto che, essendo l’opera- 
tore V hermitiano, Vmn = Vim)- 

Osserviamo che la correzione del secondo ordine alla energia 
dello stato fondamentale è sempre negativa. Infatti, se E” corri- 
sponde al valore minimo, tutti i termini della somma (38,10) sono 
negativi. 

Le approssimazioni successive si possono calcolare in modo ana- 
logo. 
I risultati ottenuti si generalizzano direttamente al caso in cui 
l'operatore H, lia anche uno spettro continuo (si tratta però sempre 
della perturbazione di uno stato dello spettro discreto). A tale scopo 
occorre solamente aggiungere alle somme sullo spettro discreto gli 
integrali corrispondenti allo spettro continuo. Indicheremo i diversi 
stati dello spettro continuo con l'indice v che assume un insieme 
continuo di valori; per v si intende convenzionalmente l’insieme dei 
valori delle grandezze sufficienti per determinare completamente 
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gli stati (se gli stati dello spettro continuo sono degeneri, ciò che 
si verifica quasi sempre, allora l'assegnazione della sola energia 
non è sufficiente per determinare lo stato)!). Occorrerà allora, per 
esempio, scrivere in luogo della (38,8) 


adi OLE 10 + + wa CAI 


e analogamente per le altre formule. 

È anche utile scrivere la formula per i valori perturbati degli 
elementi di matrice di una grandezza fisica qualsiasi f, calcolati 
a meno dei termini del primo ordine mediante le funzioni YWn = 
= YPP + LP, dove y+W è data dalla (38,8). È facile trovarel’e- 
spressione seguente: 


0) Vanlim o _Vamina 38.42 
fam="/ +3 EO)__ OE +2 FOO ( ) 


Nella prima somma È Lì n, e nella seconda k 4 m. 


PROBLEMI 


1. Determinare la correzione di seconda approssimazione wî alle autofun- 
zioni. 

Soluzione. Calcoliamo i coefficienti ct, X = n, nelle equazioni (38,4) con 
& = n scritte a meno dei termini del terzo ordine, e scegliamo il coefficiente 
ci in modo tale che la funzione w, = w9 + y® sE: pf! sia normalizzata a meno 
dei termini del ierzo ordine. Troviamo infine 


, è (0) #3} 
(2) _ VmkVan (0) _ VanYmn x (0)_Yn i Vmnl? 
Pn = à R°Onkh®nm Pm » hot Um 2 2 N20 m 
m m mm 


dove abbiamo LERRA le frequenze 
1 
Onm=7 (ERE) 


2. Determinare la correzione di terza approssimazione agli autovalori 
dell’energia. 

Soluzione. Scrivendo nell’equazione (38,4) con X = n i termini del terzo 
ordine otteniamo 


pa) = SU xv VamVmaVin _y 0 1Vaml? 
È —| h°omn®kn rasi ho? 
hR_m m man 
3. Determinare i livelli energetici di un oscillatore anarmonico lineare con 
bamiltoniano 
mar 


A p2 
A+ + 0234 fa, 


1) In questo caso le funzioni d'onda yy? debbono essere normalizzate con 
una funzione 6 delle grandezze v. 
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Soluzione. Gli elementi di matrice di 23 e z4si possono ottenere direttamente 
con la regola di moltiplicazione delle matrici, usando l’espressione (23,4) per gli 
elementi di matrice di 7. Per gli elementi di matrice non nulli di x troviamo 


(23)n-3, n=(2%)n, n-3 =(1) ui TALI I] L) 


mao 
h \3/2 9n3 
(23)n1, n =(23)n, n-17 (3) "80° ® 


Gli elementi diagonali non figurano in questa matrice, cosicché la correzione 
della prima approssimazione dovuta al termine &z9 nell’hamiltoniano (consi- 
derato come perturbazione dell’oscillatore armonico) manca. Quanto alla corre- 
zione della seconda approssimazione dovuta a questo termine essa è dello stesso 
ordine della correzione della prima approssimazione dovuta al termine fz4. 
Gli elementi di matrice diagonali di x4 hanno la forma 


(24) n, n= de V+ (2n2-+- 2n +- 1). 


mo 
Mediante le formule generali (38,6) e (38,10) troviamo finalmente l’appros- 
simazione seguente per i livelli energetici dell’oscillatore anarmonico: 
1 15 a2 ( h \3 11 
= so Ai 2 i 
En=ho (nt7)-% io (mo) (Mtr+ao)t 


+80) (ent) 


4. Una buca di potenziale sferica con pareti infinitamente alte subisce una 
piccola deformazione (che non altera il volume), prendendo la forma di un ellis- 
soide di rotazione schiacciato con semiassi a = bd e c. Determinare la separazione 
dei livelli energetici della particella nella buca cosî deformata (A. 8. Migdal, 


1959). 
Soluzione. L'equazione della « superficie » della buca è 
n4 gt 
a? c2 _ 


che, sostituendo le variabili x + ax/R, y-+ ay/R,z + cz/R, si trasforma nell’e- 
quazione di una sfera di raggio R: 2° + y? + 22 = R?. Con la stessa sostituzione 


l'hamiltoniano della particella ff = P?/2M = —h2A/2M (M è la massa della 


ae l'energia ha! per origine il fondo della buca) diventa 7 = Ho + V, 
ove 


si h2 9 h2 R? 02 02 R2 ‘1 02 
Ho=-3m » = — 3% (3-1) (a + dy? )+(#-1)3 


In tal modo, il problema del moto nella buca ellissoidale si riduce al problema 
del moto in una buca sferica. Se l’ellissoide differisce di poco dalla sfera di raggio 


R = (a?) 3, allora-si può considerare V come una piccola perturbazione. In- 
troducendo il « parametro di eccentricità » 8 (| B | « 1) secondo le formule 


ax R (1-È) , caoR (1+È) . 
scriviamo l’operatore di perturbazione nella forma 


P- Do (ne_352 
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Al primo ordine nella teoria delle perturbazioni la variazione dei livelli 
energetici della particella, rispetto ai livelli nella buca sferica, è: 


AE nim= Enim— E = (nlm| V| nlm) 


(Ze m sono rispettivamente il momento angolare della particella e la sua proiezio- 
ne sull’asse di simmetria dell’ellissoide; n è l’indice che numera i livelli nella 
buca sferica per un dato 2; i livelli non dipendono dal numero m). Osservando 
che l’espressione p? — 3p? è la componente di un tensore irriducibile lungo 
l’asse z (tensore con traccia nulla é;p? — 3p;px), troviamo, secondo la (107,2) 
e la (107,6), che l'elemento di matrice (nîm | V| nlm}) è proporzionale a 


(1 ( 


2 . e, di conseguenza, si ha 
mO0Om i BE 


(nlm|V|nlm)= (17) (n10|V |nd0) 


(la tabella dei simboli 3j è data alla pag. 513). 


Scriviamo ora: 
2 h° 02 
MIO |V |n20)=5 BESO +B 37 (ndo a n10) = 


__2 ago _ Ba | dPnio 
= BENI | dz 


2 
9 
7; rè dr do 


(nel primo termine è stata usata l'equazione difSchrédinger H3)rm = EnlWim 
per la buca sferica, nel secondo è stata fatta un’integrazione per parti). Per la 
derivata della funzione w,:0= An: (7) Yi0 (9, ®), usando l’espressione Y,9 
nella forma (28,11), troviamo 


i, dò sen0 d 
37 Vao= (cos 7 — 7-77) tno= 


a i (1-41) ’ l 
= MTITRE NE VIIZA (Ru-+ Rn) Yui, ot 
1 
F 


il , + 
Tage (Ru+ 


Rni) Yi1, 0- 


Gli integrali radiali si calcolano mediante le formule 
00 00 
, 1 
Î Rn Bar dr = -3 | Rì; dr, 
0 0 


00 


Rigr2dr=22 E) —1(1+1) \ Ri, dr, 
0 


Dn 


che si ottengono integrando per parti e usando l’equazione di Schrédinger 
radiale (33,3) 
2M 1,0) 


" Di 1(14-1) 
Rn +7 hu Hdn= Gr Lu. 
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I termini contenenti gli integrali di R?, alla fine si eliminano mutuamente, e si 


ottiene 
1(14-1) "m? 1 (0) 
NEnim+ 4 rara at 3] E. 


Si osservi che 


I 
1 0 
m=- 


cioè il « centro di gravità » del multipletto non subisce spostamenti. 


$ 39. Equazione secolare 


Vediamo ora il caso in cui l'operatore imperturbato H, ha degli 
autovalori degeneri. Indichiamo con w°, w?, ... le autofunzioni 
relative a uno stesso autovalore dell’energia E. Come è noto, 
la scelta di queste funzioni non è univoca: in luogo di esse si possono 
scegliere s combinazioni lineari indipendenti di queste funzioni 
(s è l'ordine di degenerazione del livello £?°). Ma questa scelta cessa 
di essere arbitraria se sottoponiamo le funzioni d'onda alla condi- 
zione che la loro variazione per effetto di una debole perturbazione 
sia piccola. 

Supponiamo per il momento che w°, wî, ... siano alcune 
autofunzioni imperturbate scelte arbitrariamente. Le funzioni 
esatte nell’approssimazione zero sono delle combinazioni lineari 
della forma 


0) j;(0 0)xj;(0 
OPP +... 


I coefficienti di queste combinazioni si determinano, cosi come le 
correzioni del primo ordine agli autovalori, nel modo seguente. 

Scriviamo le equazioni (38,4) con £ = n, n’, ..., sostituendo 
in prima approssimazione £ = E + E, dove sarà sufficiente 
limitarsi per le grandezze c, all’approssimazione zero: c, = c®, 
Cn = 0, ...} Cn= 0 per mn, n’, ... Si ottiene allora 


E®d0 “i > Vane 
n’ 


ovvero 


2, (Van — EVOnn') O = 0, (39,1) 


dove n, n' assumono tutti i valori che numerano gli stati relativi 
all’autovalore imperturbato dato E°. Questo sistema di equazioni 
lineari omogenee ha, rispetto alle grandezze c®, soluzioni non nulle 
a condizione che il determinante formato con i coefficienti delle 
incognite si annulli. Si ottiene quindi l'equazione 


[Van — EPEnn |=0. (39,2) 


474 CAPITOLO VI 


Questa equazione di grado s in E ha, in generale, s radici reali 
distinte. Sono precisamente queste radici che costituiscono le cor- 
rezioni agli autovalori in prima approssimazione. L'equazione 
(39,2) è detta equazione secolare!). Osserviamo che la somma delle 
sue radici è uguale alla somma degli elementi di matrice diagonali 
Vano Van; - | . (questa somma è il coefficiente di £()s-1 nell’equa- 
zione). 

Sostituendo successivamente le radici dell'equazione (39,2) nel 
sistema (39,1) e risolvendo quest’ultimo, troviamo i coefficienti cf 
e otteniano cosi le autofunzioni nell’approssimazione Zero. 

Per effetto della perturbazione, il livello energetico inizialmente 
degenere cessa in generale di essere tale (le radici dell’equazione 
(39,2) sono generalmente distinte); si dice che la perturbazione 
«timuove» la degenerazione. Questa rimozione della degenerazione 
può essere completa o parziale (nell’ultimo caso, dopo l’applicazione 
della perturbazione, l’ordine di degenerazione risulta comunque 
diminuito rispetto all’iniziale). 

Per varie ragioni può succedere che tutti gli elementi di matrice 
della transizione all’interno di un gruppo di stati reciprocamente 
degeneri n, n’, ... siano abbastanza piccoli (o persino nulli). Allora 
può essere opportuno, oltre che tener conto, al primo ordine, degli 
elementi di matrice V,n. tener conto anche, al secondo ordine, deglì 
elementi di matrice V,, per le transizioni tra stati con energie 
diverse (m #4 n, n’, . . .). Facciamo questo, tenendo conto, al secondo 
ordine, degli elementi di matrice V,n. 

Nell’ equazione (38,4) con X = n nel primo membro poniamo 
E = E® + E (conserviamo la notazione £°” per la correzione 
all'energia nell’approssimazione considerata), e in luogo di cy scri- 


viamo c®. Poiché cg = 0 per tutti gli m ra n',...,si ha 
Em — D Vamebi + z Van. (39,3) 
Quanto alle equazioni (38,4) con X = m #4, n’, ..., esse, al 


primo ordine, danno, 
0 0) L1 0 
(ES — ER) cm = DI Vmmetn”; 
n’ 


da cui 
17 


A) _NSN__—mr_9), 
ci Di E(0)__ E(0) n 
n' n m 


Sostituendo quest’espressione nella (39,3), troviamo 


Vagli 
De(0) — S' c(0) : ant) 
EVO = ), (Van + DI EO_EO }° 
n° m n m 


1) Denominazione mutuata dalla meccanica celeste. 
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Questo sistema di equazioni sostituisce ora il sistema (39,1); la 
condizione di compatibilità di queste equazioni riconduce all’equa- 
zione secolare che differisce dalla (39,2) per la sostituzione 


VnmVmn: 
Van + Van + DI FEO _EO) * (39,4) 
mn m 


PROBLEMI 


4. Determinare le correzioni in prima approssimazione all’autovalore e le 
funzioni esatte in approssimazione zero di un livello doppiamente degenere. 
Soluzione. L'equazione (39,2) diventa qui 


Vis EM Vos 


Vir Vog EM ui 


(gli indici 1, 2 corrispondono a due autofunzioni imperturbate scelte arbitraria- 
mente + e +S del livello doppiamente degenere dato). Risolvendo questa 
equazione, troviamo 


E=5 (Vi + Va + ho], (1) 
dove è stata introdotta la notazione 
ho) = V(Vig— Va2)?+4]V42 1? 
per la differenza di due valori della correzione E Risolvendo quindi le equa- 


zioni (39,1) con questi valori di E, si ottengono i coefficienti delle funzioni 
normalizzate esatte in approssimazione zero ‘p‘°% = c{Yypl® + cy 


= f Viz [1 e 


2|Vazl ht!) 
(2) 
V Vu—V 1/2 
4 SV (43 VuoVe 


2. Dedurre le formule della correzione in prima approssimazione alle auto- 
funzioni e in seconda approssimazione agli autovalori. 

Soluzione. Supporremo che come +y{?° siano state prese le funzioni esatte 
d’ordine zero. La matrice V,n. determinata mediante queste funzioni è eviden- 
temente diagonale rispetto agli indici n, n’ (relativi ad uno stesso gruppo di 
funzioni del livello degenere), e inoltre gli elementi diagonali Vnn; Vn:n. sono 
uguali alle corrispondenti correzioni in prima approssimazione E, £0), ... 

Consideriamo la perturbazione dell’autofunzione ‘°°, in modo che in appros- 
simazione zero si ha E = £9, cf? = 41, cf = 0 per m # n. In prima approssi- 
mazione E = E + Vanren = 1 + iP, cm = ch. Scriviamo l’equazione del 
sistema generale (38,4) con k = n, n’, ..., conservando in essa i termini del 
primo ordine: 


(E°0) — E) ci!) sà Vanel0) =Vhn 
da cui 


(Dr. Rn, ? 
Ca =T0) Ù) sek+sxn,n',... (1) 
n 
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Scriviamo ora l'equazione con % = n’, conservando in essa ì termini del 
secondo ordine: 


(1) _(1 1 ; 1 
E n i ;= Vago + > VAR 
m 


(nella somma in m omettiamo i termini con m = n, n’, ...). Sostituendo E!) = 
= YV,n © l’espressione (41) per c{W”, otteniamo per n’ # n 


e VamV 
TITTI Do ) > F00)__ g(0) (2) 
nn n'n' pa Bo — Em 


(il coefficiente c‘”’, in questa approssimazione è nullo). Le formule (1) e (2) 
determinano la correzione di prima approssimazione ‘yp@ = >, cp® alle 
m 
autofunzioni?). 
Infine, scrivendo i termini del secondo ordine nell'equazione (38,4) con 
k& = n, otteniamo per la correzione in seconda approssimazione all’energia la 
formula 


S 5 ia 
(2) nm' mn 
Èn EO_ EI) di 
n m 


coincidente formalmente con la (38,10). 

3. Nell’istante iniziale t = 0 il sistema si trova nello stato w{® relativo ad 
un livello doppiamente degenere. Determinare la probabilità che in un istante 
successivo t il sistema si trovi in un altro stato w®? con la stessa energia; la tran- 
sizione avviene per effetto di una perturbazione costante. 

Soluzione. Scriviamo le funzioni esatte in approssimazione zero: 


P=cip 1 corpo = CP + cato, 


dove ci, c, € c{, cy sono due coppie di coefficienti dati dalle formule (2) del proble- 
ma 1 (per brevità, omettiamo ovunque l’indice (0)). 
Viceversa: 


Le funzioni p e w' si riferiscono a stati con energie’ perturbate £ + E e 
E + EA, dove E e EA” sono i due valori della correzione (1) del problema 41. 
Introducendo i fattori temporali, passiamo alla funzione d’onda dipendente dal 
tempo. 


{nell'istante t = 0 Y, = +). Infine, esprimendo di nuovo w, e w' in funzione di 
i, wo, otteniamo Y, sotto forma di combinazione lineare di w,, yo con coefficien- 
ti dipendenti dal tempo. Il quadrato del modulo del coefficiente di +, dà la 


1) Richiamiamo l’attenzione sul fatto che la condizione di piccolezza delle 
quantità (1) e (2) (e quindi la condizione necessaria perché il metodo della teoria 
delle perturbazioni sia applicabile) richiede sempre che siano osservate le con- 
dizioni (38,9) soltanto per le transizioni tra gli stati relativi ai diversi livelli 
energetici. Quanto alle transizioni tra gli stati relativi a uno stesso livello de- 
genere, di esse l'equazione secolare dà conto in maniera in un certo senso esatta. 
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probabilità di transizione cercata wgyj. Il calcolo, con l’aiuto delle formule (4) 
e (2) del problema 1, dà 
| Vial? 


Woq= 2 (Ro) [1 — cos Di]. 


Si vede che la probabilità oscilla periodicamente con la frequenza ©). Per 
tempi # piccoli rispetto al periodo corrispondente, l’espressione fra parentesi 
quadre, e con essa la probabilità ws), è proporzionale a #?: 


1 
wa =77 | Viel? #2; 


questa formula si ottiene molto facilmente usando il metodo che verrà esposto 
nel paragrafo prossimo (usando l’equazione (40,4)). 


$ 40. Perturbazioni dipendenti dal tempo 


Passiamo ora a studiare le perturbazioni dipendenti esplicita- 
mente dal tempo. Non si può più parlare di correzioni agli autova- 
lori dell'energia, perché, essendo l’hamiltoniano dipendente dal 
tempo (tale è l’operatore perturbato H = Hy + V (t)), l'energia 
non si conserva più cosicché gli stati stazionari non esistono. Il 
problema consiste qui nel calcolo approssimato delle funzioni d'onda 
sulla base delle funzioni d’onda degli stati stazionari del sistema 
imperturbato. 

A tale scopo applichiamo un metodo che carrisponde al noto 
metodo della variazione delle costanti per la risoluzione delle equa- 
zioni differenziali lineari (P.A.M. Dirac, 1926). Siano Y{ le fun- 
zioni d’onda (con il fattore temporale incluso) degli stati stazionari 
del sistema imperturbato. Allora la soluzione generale dell'equazione 
d'onda imperturbata può essere scritta nella forma Y = Za, PP. 
Cercheremo ora la soluzione dell’equazione perturbata 


nt (2+M)Y (40,1) 
sotto forma di somma 
Weva() 0, (40,2) 
h 


dove i coefficienti dello sviluppo sono funzioni del tempo. Sostituen- 
do la (40,2) nella (40,1) e ricordando che la funzione ‘Y{' soddisfa 
l'equazione 

agio) 


7 0 
dt “i HP # 


ih 


otteniamo 


, da 5 
ih di yo) TE = > a, VO, 
h h 
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Moltiplicando a sinistra i due membri dell'uguaglianza per ‘Y(®* e 
integrando, otteniamo 


in Sim = D Vmk (1) an, (40,3) 
kh 


dove 

(0*ayr(0) TONINO EE 
\ ? h) 
Vmk j= VI, da=Vmne MA, Om=——-_— 


sono gli elementi di matrice della perturbazione con il fattore tem- 
porale incluso (tuttavia, occorre tener presente che per V dipendente 
esplicitamente dal tempo anche le grandezze Y,,, sono funzioni del 
lempo). 

Prendiamo come funzione d'onda imperturbata la funzione d’onda 
dell’n-esimo stato stazionario; allora per i coefficienti della (40,2) 
si ha: a = 1, a? = 0 perk + n. Per determinare la prima appros- 
simazione, cerchiamo a, nella forma ag = af — af, sostituendo 
contemporaneamente nel secondo membro dell’eguazione (40,3) 
(contenente ormai le quantità «piccole» Vmk) cr = RP. Si ottiene 

dal!) 
ihn—=Vhn (1). (40,4) 

Per indicare la funzione imperturbata della quale si cerca la cor- 

rezione, introduciamo un secondo indice nei coefficienti a, scrivendo 


P,= 2 Ann (t) vo. 


Conformemente a ciò, scriviamo il risultato dell’integrazione dell’e- 
quazione (40,4) nella forma 


FI) PL { Van (0) di= — + Î Vi ein! di. (40,5) 


kn h 


Questa espressione determina le funzioni d'onda della prima appros- 
simazione. 

Consideriamo più dettagliatamente il caso particolarmente 
importante di una perturbazione periodica nel tempo del tipo 


V = Fe-iot + Gest, (40,6) 
dove F e G sono degli operatori non dipendenti dal tempo. Poiché 
V è hermitiano, deve essere 

Fe-iot - Geiot PER Fieiot + G'e-iot, 
da cui ricaviamo G = £*, ossia 


Gnm sui inn è (40,7) 
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Usando questa relazione, abbiamo 
Vin (t) = Vine'®hn' == Fine nn ui + F*re nnt (40,8) 


Sostituendo nella (40,5) e integrando, otteniamo la seguente e- 
spressione per i coefficienti dello sviluppo delle funzioni d’onda: 


sa Fame can Ot Fige PR (40,9) 
È (onn — ®) h (nn 4 ®) 5 


Queste espressioni sono applicabili se nessuno dei denominatori è 
nullo!), cioè se per tutti i X (per n dato) si ha 


E - E £ + ho. (40,10) 


Per una serie di applicazioni è opportuno che gli elementi di 
matrice di una grandezza arbitraria f siano determinati mediante le 
funzioni d'onda perturbate. Si ha 


fnm (6) = FG (0) + fd), 
dove 
fon (1) = \ PO dg = {Dei nm 


fan (0) = | (POTERE OTTO) d 


Sostituendo qui 


1 0 
VO Dro 


con a4), definito dalla formula (40,9), si ottiene facilmente l’espres- 
sione cercata 


19) D (0) = — ei ‘nm ‘a (Rm Fxm FO Fur Jeit+ 
{ I CrENA T Homo) 


+[ OF, 4 Simi fn _ fre, Jet). (40,11) 
TREAT h(pn —®) 

Questa formula è applicabile se nessuno dei termini è grande, cioè: 
se tutte le frequenze @xn, Om non sono troppo vicine a ©. Per © = 0° 
si ritrova la formula (38,12). 

In tutte le formule qui scritte abbiamo supposto discreto lo spettro 
dei livelli energetici imperturbati. Ma esse si generalizzano imme- 
diatamente anche al caso in cui esiste anche uno spettro continuo (sì 
tratta però sempre di perturbare gli stati dello spettro discreto), 


1) Più precisamente, essi debbono essere tali da garantire che le quantità 
akn si mantengano piccole rispetto all'unità. 
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aggiungendo semplicemente alle somme sui livelli dello spettro 
discreto gli integrali appropriati sullo spettro continuo. Occorre 
allora che nelle formule (40,9) e (40,11) i denominatori x, + ® 
non si annullino allorché l’energia £{ assume tutti i valori dello 
spettro discreto, nonché quelli dello spettro continuo. Se, come 
avviene di solito, lo spettro continuo si trova al di sopra di tutti 
i livelli dello spettro discreto, allora, per esempio, la condizione 
(40,10) deve essere completata dalla condizione 


Etin Er > ho, (40,12) 


dove Eftin è l’energia del livello più basso dello spettro continuo. 


PROBLEMA 


Determinare la variazione dell’n-esima ed m-esima soluzione dell’equazione 
di Schròdinger per effetto di una perturbazione periodica (del tipo (40,6)) con 
frequenza © tale che E{® — E(® = f (0 + e), dove e è una quantità piccola 
rispetto a ®. 

Soluzione. Il metodo cepozto nel testo è qui Mapplcabilo in quanto il 
coefficiente a! nella (40,9) diventa grande. Partiamo di nuovo dalle equazioni 
esatte (40,3) con V,,x (t) definita dalla (40,8). È evidente che l’effetto più sen- 
sibile provino da quei termini delle somme del secondo membro delle equazioni 


(40,3) la cui dipendenza dal tempo è data dalla frequenza piccola @,,n — ®. 
Omettendo tutti gli altri termini, otteniamo un sistema di due equazioni 
(O__=0)t î 
th com = Fiat dia An = Fmnetan 
da sii 
ih n = Fe telge 


Facciamo la sostituzione 
ane'=bn 
e otteniamo le equazioni 
ihAm = Foindni ih (Dn ta i€Dn) = Fànlm 
Eliminando da esse 2,,, otteniamo 
e 1 


Come coppia di soluzioni indipendenti di queste equazioni si può prendere 


h 
An = Aelt:, Om= — AF eta! (1) 


i ha, i 
An = Be agì, Am= B FE- € se (2) 
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dove A, B sono delle costanti (che debbono essere determinate dalla condizione 
di normalizzazione) e dove si è posto 


E E 7 2 9 
ai= —5 +9, a=3+92, Q2= 7 7+Inmf, 


n=ma. 


In tal modo, per effetto della perturbazione le funzioni ‘Y{®,Y® si trasforme- 

ranno in anY + a, YO con an, am definiti dalla (1) o dalla (2). 
Supponiamo che nell’istante iniziale (t = 0) il sistema si trovi nello stato 

(0. Lo stato del sistema negli istanti successivi è determinato da quella par- 


ticolare combinazione lineare delle due funzioni ottenute che per t= Ossi 
riduce a Y(0: 


Y = piet/2 (cos dt sen Q) yo) _ 


in* _; 0 
-— Ge ie8/2 sen Qt YO. (3) 


lI quadrato del modulo del coefficiente di Y(® è uguale a 


IMI" (4 cos 290). (4) 
202 
Esso determina la probabilità che il sistema si trovi al momento #t nello stato 
1. Si vede che è una funzione periodica con frequenza 2 variante tra 0 e 
| n [2/02?. 
Per e = 0 (risonanza esatta) la probabilità (4) diventa 


3 (1—cos 2|n[2). 


Essa varia periodicamente tra 0 e 4; in altri termini il sistema passa periodica - 
mente dallo stato Y(0) allo stato Y0. 


$ 41. Transizioni per effetto di una perturbazione agente 
per un tempo finito 


Supponiamo che la perturbazione V (#) agisca solamente per un 
intervallo di tempo finito (oppure, che V (#) si annulli abbastanza 
rapidamente per £ + + 00). Supponiamo ancora che prima dell’azio- 
ne della perturbazione (o al limite quando t + — oc) il sistema 
si trovi nello stato stazionario r (dello spettro discreto). In un istante 
successivo arbitrario lo stato del sistema sarà determinato dalla 


funzione 
LI (0 
b4 == I ann Ph L 
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dove, in prima approssimazione, 


t 
1 i i 
Ann = dl == ia { Vine ho! dt, k Fn, 
— 00 


(41,1) 


t 
ann=1+aM) 1-7 Î Van dit; 
i limiti d’integrazione nella (40,5) sono scelti in modo tale che per 
t + — co tutti gli a} si annullino. Passato il tempo dell’azione 
della perturbazione (o al limite f + 00) i coefficienti a,, assumono 
i valori costanti a4n (00), e il sistema viene a trovarsi nello stato 
descritto dalla funzione d'onda 


py n > Akn (00) L'USZA 
k 


che soddisfa nuovamente l’equazione d’onda imperturbata, ma 
è diversa dalla funzione iniziale Y{. Secondo le regole generali, 
il quadrato del modulo del coefficiente a,, (00) determina la proba- 
bilità che il sistema abbia l’energia E{”, cioè che esso si trovi nel 
k-esimo stato stazionario. 

Per effetto della perturbazione il sistema può passare quindi 
dallo stato stazionario iniziale a qualsiasi altro stato. La probabi- 
lità di transizione dallo stato stazionario iniziale (i-esimo) allo 
stato stazionario finale (f-esimo) è uguale a!) 

+00 i 
| Ve! di |. (41,2) 


( 
— 00 


1 
1 = Fr | 


Consideriamo ora una perturbazione che, una volta iniziata, con- 
tinua ad agire indefinitamente (pur restando sempre debole). In 
altri termini, V (#) tende a zero per ft + — co e a un limite finito 
diverso da zero per # + co. La formula (41,2) non può essere applicata 
qui direttamente, perché l’integrale che essa contiene diverge. Tutta- 
via, questa divergenza è fisicamente inessenziale e può essere facil- 
mente eliminata. A tale scopo scriviamo, integrando per parti: 

Vea i i dvi; RITI a 
RE ho; at | di ho E: 


t 
i iO; 

Afi= sg * Î V;et©ri' dt = 

— 00 rs 

1) Per uniformità, conveniamo di indicare in seguito (quando si tratta delle 

robabilità di transizioni) lo stato iniziale e finale rispettivamente con gli 

indici i e f. Inoltre, conveniamo di scrivere gli indici delle probabilità di transi- 

zione nell'ordine fi che si accorda con l’ordine adottato per gli indici degli ele- 
menti di matrice. 
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Il primo termine nel limite inferiore scompare, e nel limite superiore 
coincide formalmente con i coefficienti dello sviluppo nella for- 
mula (38,8) (la presenza del fattore periodico e'@/ è dovuta sempli- 
cemente al fatto che gli a;; sono i coefficienti dello sviluppo della 
funzione d’onda totale Y, mentre i c;; nel $ 38 sono i coefficienti dello 
sviluppo della funzione non dipendente dal tempo y). È chiaro per- 
«ciò che il suo limite per # + co determina semplicemente la varia- 
zione della funzione d’onda iniziale Y{” per effetto della « parte 
costante » V (+ 00) della perturbazione e, di conseguenza, non ha 
niente a che fare con le transizioni agli altri stati. Quanto alla pro- 
babilità di transizione, essa è determinata dal quadrato del secondo 
termine 


+ 00 

1 | | OV ;; i0..t 2 
Wike=--—- e ii di|. 41,3 
fi hot, dt ( ) 


Le formule ottenute valgono anche nel caso in cui la transizione 
avviene da uno stato dello spettro discreto a uno stato dello spettro 
continuo. La sola differenza è che si tratta della probabilità dì tran- 
sizione dallo stato dato (i-esimo) agli stati compresi nell’intervallo 
dei valori di v; (vedi $ 38) tra v; e v; + dv,, cosicché, per esempio, 
occorre scrivere la formula (41,2) come segue 


1 


dwy;= j7 \ V,;ei%nit ail av, (41,4) 


— 0 


Se la perturbazione V (t) varia « poco » negli intervalli di tempo 
4/0 ;;, allora il valore dell’integrale nella (41,2) o nella (41,3) è 
molto piccolo. Al limite, quando la variazione della perturbazione 
applicata è «infinitamente » lenta, la probabilità di ogni transizione 
con variazione dell'energia (cioè con frequenza ©;; non nulla) tende 
a zero. Dunque, se la perturbazione applicata varia abbastanza len- 
tamente (perturbazione adiabatica), un sistema che si trovava in uno 
stato stazionario non degenere persisterà in questo stato (vedi u- 
gualmente $ 53). 

Nel caso limite inverso in cui la perturbazione è «accesa bru- 
scamente », le derivate 0V;;/0t diventano infinite al « momento del- 


0) . . oV î ' 4 ° x . 
l’accensione ». Dall’integrale ra e'©tit si può allora portare fuori 


il fattore ei®fi! la cui variazione è lenta relativamente a quella di 
OV fi 
di 
sione si integra e si ottiene 


prendendo il suo valore in quell’istante. Allora l’espres- 


IVji f? 
1) 
h°w;; 


Wji= (41,5) 
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Le probabilità di transizione nel caso di perturbazioni istantanee 
possono essere determinate anche se la perturbazione non è piccola. 

Supponiamo che il sistema si trovi in uno stato descritto da un'au- 
tofunzione wi” dell’hamiltoniano iniziale 7. Se la variazione del- 
l’hamiltoniano è istantanea (cioè avviene in un tempo breve rispetto 
ai periodi 1/0;; delle transizioni dallo stato considerato i ad altri 
stati), la funzione d’onda del sistema « non fa in tempo » a variare 
e resta quella che era prima della perturbazione. Ma essa non sarà più 
autofunzione del nuovo hamiltoniano # del sistema, cioè lo stato wi” 
non è più stazionario. Per quanto riguarda le probabilità w,; di 
transizione del sistema a uno dei nuovi stati, esse sono determinate, 
secondo le regole generali della meccanica quantistica, dai coeffi- 
cienti dello sviluppo della funzione wj°° in serie di autofunzioni w; 


dell’hamiltoniano #: 
2 
wn=| | v°7 dal". (44,8) 


Mostriamo in che modo questa formula generale si trasforma nella 
formula (41,5) allorché la variazione dell’hamiltoniano V= 7 — Hoy 
è piccola. Moltiplichiamo le equazioni 

Boi = Ep, H*y5=E,y} 
per w}7 e pi”, rispettivamente, integriamo rispetto a dq e sottraiamo 
membro a membro. Utilizzando poi il fatto che l’operatore #7 è auto- 
aggiunto, otteniamo 


(EE) | ru ag= | vrPyi® dg. 


Se la perturbazione V è piccola, si può, in prima approssimazione, 
sostituire E, con il livello imperturbato vicino É}°, e la funzione 
d’onda wp (nel secondo membro dell'uguaglianza) con la funzione 
corrispondente wj°°. Si ottiene allora 


i Ani i MAIA 
e la formula (41,6) si riduce alla (41,5). 


PROBLEMI 


41. Un oscillatore elettricamente carico nello stato fondamentale è posto 
istantaneamente in un campo elettrico uniforme. Determinare la probabilità di 
transizione dell’oscillatore negli stati eccitati per effetto di questa perturbazione. 

Soluzione. L’energia potenziale dell’oscillatore nel campo uniforme (che 
esercita su di esso una forza F) è 
2 2 
U = a°—Fa= = (x — 20)? + costante, 
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(dove zo = F/m@?), cioè ha ancora la forma di un oscillatore (con il punto 
d’equilibrio spostato). Le funzioni d’onda degli stati stazionari dell’oscillatore 
perturbato sono quindi w, (2 — zo), dove w, (7) sono le funzioni dell’oscillatore 
(23,12); la funzione d’onda iniziale o (7) è data dalla (23,13). Mediante queste 
funzioni e l’espressione (23,11) dei polinomi d’Hermite troviamo 


00 00 


— 4)R dk è 
(0) O e pei | e 7850 e-3°42350gt, 
j 0 va V2hrk! La deh 


dove abbiamo introdotto la notazione È0 = zo Vmo/k. L'’integrale, dopo % 
integrazioni per parti, diventa 
00 
EB | exp(—E"+8t0) =) VA exp (9/4) 
— 00 


Per la probabilità di transizione (441,6) si ottiene infine la formula 


Come funzione di X questa formula è la distribuzione di Poisson con il valore 
medio di &. 

Il caso in cui è applicabile la teoria delle perturbazioni corrisponde a forze 
F piccole tali che X € 4. Allora le probabilità di eccitazione sono piccole e di- 
minuiscono rapidamente all’aumentare di 4. La più grande di esse è wo = k. 


Viceversa, nel caso di grandi F (X > 1), la probabilità di eccitazione del- 
l’oscillatore diventa fortissima: ossia la probabilità che l’oscillatore resti nello 


stato normale è we=e-”. 

2. Il nucleo di un atomo che si trova nello stato fondamentale subisce un 
urto improvviso e acquista in conseguenza la velocità v; la durata dell’urto 1 sì 
suppone piccola rispetto sia ai periodi degli elettroni, che a a/v, essendo a dimen- 
sioni atomiche. Determinare la probabilità di eccitazione dell’atomo per effetto 
di tale urto (A. B. Migdal, 1939). 

Soluzione. Passiamo al sistema di riferimento K' che si muove con il nucleo 
dopo l’urto. In forza dell'ipotesi t « a/v, si può supporre che il nucleo non si 
sia praticamente spostato durante l’urto, in modo che le coordinate degli elettro- 
ni nel sistema K' e nel sistema iniziale K immediatamente dopo la perturbazio- 
ne coincidono. La funzione d'onda iniziale nel sistema K' è 


vi=voexp (—iq Di ra), =, 
a 


dove wo è la funzione d’onda dello stato fondamentale quando il nucleo è 
immobile, e la somma nell’esponente è fatta su tutti gli Z elettroni nell'’atomo 
(vedi problema 2, $ 15). La probabilità di transizione al %-esimo stato eccitato è 
data, secondo la (41,6), dalla formula 


vro=|k|exp (—iq)) ra) |> È 
a 
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In particolare, se ga < 1, sviluppando il fattore esponenziale sotto il segno 
d'integrazione e osservando che l'integrale di ptwo si annulla in virtù della orto- 


gonalità delle funzioni {o e Yx, otteniamo 


wno=|X|4 Y ra] |? 
a 


3. Determinare la probabilità totale di eccitazione e di ionizzazione dell’ato- 
mo d'idrogeno in una «scossa » improvvisa (vedi il problema precedente). 
Soluzione. La probabilità cercata può essere calcolata come la differenza 
igr : 
iso =1—| | pie TI dV | , 


dove woo è la probabilità che l’atomo resti nello stato fondamentale (Wo = 


= (sa) 1/2 e-1/0 è Ja funzione d'onda dello stato fondamentale dell’atomo d’idro- 
geno; a il raggio di Bohr). Calcolato l'integrale si ottiene 


1 
(1442) 


iui 


Nel caso limite ga « 4, questa probabilità tende a zero come 1 — wo0 & 
x q?a*, e per qa > 1 tende all’unità come 41 — wo © 1 — (2/ga)?. 

4. Determinare la probabilità che un elettrone esca dallo strato K di un 
atomo con numero atomico Z molto grande, durante un decadimento f del 
nucleo. La velocità della particella B è supposta grande rispetto alla velocità 
dell'elettrone X (A. B. Migdal, E. L. Feinberg, 1941). 

Soluzione!). Nelle condizioni indicate, il tempo che la particella $ impiega 
per attraversare lo strato KX è piccolo rispetto al periodo di rivoluzione del- 
l'elettrone, cosicché la variazione della carica del nucleo può essere considerata 
istantanea. La perturbazione è costituita in questo caso dalla variazione del 
campo del nucleo V = 1/r in seguito ad una piccola variazione (1 a confronto 
con Z) della sua carica. Conformemente alla (41,5) la probabilità di transizione 


di una dei due elettroni dello strato K con l'energia Eq = —Z?/22) ad uno stato 
dello spettro continuo con l’energia E = &%?/2 nell'intervallo dE = k dk è 
_o 4Vox] 
dw=2 (TZ? dk. 


Nell’integrale che determina l’elemento di matrice Vo, il contributo essen- 
ziale viene dalla regione delle piccole ( —1/Z) distanze dal nucleo, dove si può 
utilizzare come funzione d’onda dello stato dello spettro continuo quella 
relativa all’atomo di idrogeno. Lo stato finale dell’elettrone deve avere il 
momento = 0 (che coincide con il momento dello stato iniziale). Usando 
la funzione R,g e la funzione Ryo, normalizzata sulla scala #/2x, ottenute nel 
$ 36 e ricorrendo alla formula (f, 3) dell’Appendice matematica troviamo?) 


1 4 V2nko (1+ik/Z)2/% (4 —ik/2)i2/% 
rlono V1— e 292/à (1-+-k?/Z2) 


1) Nei problemi 4 e 5 usiamo unità atomiche. 

2) Qui e più avanti si sfrutta il fatto che lo stato degli elettroni dello strato 
K è idrogenoide (vedi $ 74). 

3) Nei calcoli è comodo usare unità coulombiane, passando poi a unità 
atomiche nel risultato finale. 
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e poiché 
IA LR ia)!/% [2—= exp ( _.9 ICE 0 À , 
si otticne infine 
d ana - k dk 
= Ta TZSA! (+) 
dove abbiamo introdotto la notazione 
1 arctg a 
tera e (A 37) 


I valori limiti della funzione f (a) sono: 
f=e4sea<1, f=0a/2r sea 1. 


La probabilità totale di ionizzazione dello strato X si ottiene integrando dw 
su tutte le energie dell’elettrone emesso. Il calcolo numerico dà w = 0,65-Z?. 

5. Determinare la probabilità che un elettrone esca dallo strato X di un 
atomo con grande numero atomico Z durante un decadimento a del nucleo. La 
velocità della particella a è piccola rispetto alla velocità dell’elettrone X, 
mentre il tempo impiegato per uscire dal nucleo è piccolo rispetto al periodo di 
rivoluzione dell’elettrone (A. B. Migdal, 19441; J. Levinger, 1953). 

Soluzione. Dopo l'uscita della particella @ la perturbazione agente sull’elet- 
trone ha carattere adiabatico. L'effetto cercato è quindi determinato soprattutto 
dai tempi vicini al « momento di accensione » della perturbazione che ne altera 
il carattere adiabatico, allorché la particella a, uscita dal nucleo e muoventesi 
come particella libera, si trova ancora a distanze piccole rispetto al raggio del- 
l'orbita K. In questo caso, il ruolo della perturbazione V che provoca la ionizza- 
zione dell'atomo è svolto dalla deviazione del campo comune del nucleo e della 
particella a dal campo puramente coulombiano Z/r. Il momento di dipolo di due 
particelle con peso atomico 4 e A — 4 e con carica 2 e Z — 2, distanti di vt 
l’una dall’altra (v è la velocità relativa del nucleo e della particella a) è uguale a 

2(A-4)-(Z—2)4 2(A-2Z) 
A vt= 7 vi. 
Pertanto il termine di dipolo del campo del nucleo e della particella & è!) 
2(A--2Z) s2 


A r3 ? 


dove l’asse z è diretto come la velocità v. L'elemento di matrice di questa per- 
turbazione si riduce all’elemento di matrice di z: prendendo l’elemento di matrice 


V 


dell'equazione del moto dell'elettrone z = —Zz/r8, si ottiene 
Zz E (E — Eo)? 
(# N Ac 


_ La probabilità di transizione cercata di uno dei due elettroni dello strato K 
€, secondo la (41,2), 


S(A--2Z)2 12 


00 A 
7 Eo- E)t 
dw=2| | Vope Fo dt | dk = — sz — | Zok Ie 
Ù 


1) Se la differenza A — 2Z è piccola, può essere indispensabile tenere conto 
del termine successivo di quadrupolo. 
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(per calcolare l’integrale abbiamo introdotto nell’espressione integranda un 


fattore ausiliario di smorzamento e7?', una volta calcolato l’integrale, abbiamo 
fatto tendere À a 0 nel risultato ottenuto). Per calcolare l’elemento di matrice 
di z = rcos 6, osserviamo che, essendo nello stato iniziale il momento orbitale 
T1= 0, cos 6 ha l’elemento di matrice non nullo soltanto per la transizione 
allo stato con Z = 1; pertanto abbiamo 


4 1 
| (cos 0)g4 {2= (cos 0)oo = 3 elz0n 1î=3-170n 1°. 


Calcolando rog mediante le funzioni radiali Roo ed Rx, otteniamo infine 
11(A_2Z)2 02 
211(A--2Z) v s( k x dk 


du= TT __—___ ca 
k2 \5 
34228 (14-77) 


Z 


(la funzione f è stata definita nel problema 4). 


$ 42. Transizioni per effetto di una perturbazione periodica 


Risultati di altro tipo si ottengono per la probabilità di transi- 
zione a stati dello spettro continuo per effetto di una perturbazione 
periodica. Supponiamo che in un istante iniziale # = 0 il sistema sì 
trovi nell’i-esimo stato stazionario dello spettro discreto. La fre- 
quenza © della perturbazione periodica verrà supposta tale che 


fio > Emin—E!", (42,1) 


dove ÉEmin è il valore dell’energia dal quale comincia lo spettro con- 
tinuo. 

Dai risultati del $ 40 è evidente a priori che il ruolo principale 
sarà sostenuto dagli stati dello spettro continuo con energie £; 
nell’immediata prossimità dell’energia di «risonanza » E + fio 
cioè tali che la differenza ©; — © sia piccola. Per questa stessa 
ragione negli elementi di matrice (40,8) della perturbazione è suffi- 
ciente considerare solo il primo termine (quello con frequenza 0,;; — 
— » prossima a zero). Sostituendo questo termine nella (40,5) e 
integrando, otteniamo: 

i L si (04:70 
apo { Vii(t)dt= — Fi 


0 


1 
oa (639) 


Il limite inferiore d’integrazione è stato scelto in modo tale che per 
t= 0 si abbia agg =0, in accordo con la condizione iniziale 


posta. 
Per il quadrato del modulo di a;; da qui si ricava 


fi — 


4 sen? t 


(42,3) 


2 
hi (0-0) 
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È facile vedere che per grandi ? la funzione che qui compare può essere 


considerata proporzionale a #. 
A questo scopo osserviamo che vale la formula seguente: 


lim SE 6/6). (42,4) 


nta? 


t+0%0 


In effetti, per a # 0 questo limite è nullo, mentre per a = O si ha 


en? at hide i te hi Mei ca 
= ra =! cosicché il limite è infinito. Integrando poi in da da 


—c0 a +00 (sostituendo at = È), otteniamo 
gn ra si 
ne \ sen? a ig \ sen? È de=1. 


TT ta? IT E2 


— CC — 00 


In tal modo la funzione nel primo membro dell'uguaglianza (42,4) 
soddisfa effettivamente tutte le condizioni che definiscono una 
funzione è. 

Conformemente a questa formula, per grandi t possiamo scrivere 


1 Of; — 
las: }=Gr|Furt8 (PE) 


oppure, sostituendo fio; = E; — Eî” e osservando che 6 (az) = 
= 6 (2)/a: 


lap P=4E | Fx: |P8 (E; E — h0)t. 


L'espressione |a;; |} dv; è la probabilità di transizione dallo 
stato iniziale agli stati compresi nell’intervallo dato dv;. Si vede 
che per grandi ? essa è proporzionale all’intervallo di tempo tra- 
scorso dall’istante # = 0. Quanto alla probabilità di transizione 
dw;; nell'unità di tempo, essa è uguale a!) 


dios; = 22 | Fyy|P 8 (E;— ES — ho) dvy. (42,5) 


Come era da aspettarsi, essa è diversa da zero soltanto per 
transizioni a stati con energia E, = EÎ° + fo. Se i livelli energe- 
tici dello spettro continuo non sono degeneri, cosicché per v; si può 
intendere il valore della sola energia, l’intero « intervallo » di stati 
dv; si riduce a uno solo stato con energia E = E! + ho e la pro- 
babilità di transizione a questo stato è 


23° 
Wkij = SE | Fri P. (42,6) 


1) E facile verificare che se avessimo tenuto conto del secondo termine da 
noi omesso nella (40,8) avremmo ottenuto termini ulteriori che, divisi per t, 
tendono a zero per t + | co. 
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Dal punto di vista metodologico è istruttivo anche un altro 
procedimento, spesso usato per dedurre la formula (42,5): si suppone 
che la perturbazione periodica sia accesa non nell’istante determinato 
t = 0, bensi in modo che essa cresca lentamente a partire dat = — co 
secondo la legge esponenziale e** con la costante positiva 4 che si 
fa poi tendere a zero (accensione adiabatica). Di conseguenza, la 
condizione iniziale a;; = 0 è assegnata all'istante £ = — co. 
L'elemento di matrice della perturbazione assume allora la forma 


Vj; (f) = Fiie! 1 TM, 
e in luogo della (42,2) scriviamo 
= di RICIIEIDAZZA: 
ai=—+ | Val) di=—Fp 


— 00 


orco: (491) 


Da cui 


e2°È 


a 1 
lanl=gltl'inarre: 


La probabilità di transizione nell’unità di tempo è data, invece, dalla 
derivata 
d 
Uil = 24]; |?. 


Osserviamo ora che vale la formula 


. À 
nello stesso senso della (42,4). Usando questa relazione e passando 
al limite per A +0 troviamo: 


2 
-|Fy|8(0;;—0), 


d 
uil 


e riotteniamo la formula (42,9). 


S 43. Transizioni nello spettro continuo 


Una delle più importanti applicazioni della teoria delle pertur- 
bazioni è il calcolo della probabilità di transizione nello spettro 
continuo per effetto di una perturbazione costante (non dipendente 
dal tempo). Abbiamo già accennato che gli stati dello spettro conti- 
nuo praticamente sono sempre degeneri. Scegliendo in modo appro- 
priato l’insieme delle funzioni d'onda imperturbate corrispondenti 
ad un dato livello energetico, possiamo porre il problema nel modo 
seguente: assumendo che nell’istante iniziale il sistema si trova in uno 
di questi stati, si chiede di determinare la probabilità di transizione: 
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ad un altro stato con la stessa energia. Per le transizioni dallo stato 
iniziale i agli stati nell’intervallo tra v, e v; + dv, direttamente 
dalla (42,5) (ponendovi ®© = 0 e cambiando le notazioni) ricaviamo 


dwy == |Vyi|}5(E,— E;) dv,. (43,1) 


Come doveva essere, questa espressione è diversa da zero soltanto 
per E, = E;: per effetto di una perturbazione costante le transizioni 
avvengono soltanto tra stati con la stessa energia. Va notato che 
per le transizioni relative a stati dello spettro continuo la grandezza 
dw;j non può essere considerata direttamente come probabilità di 
transizione; essa non ha nemmeno le dimensioni appropriate (1/sec). 
L'espressione (43,1) rappresenta il numero di transizioni nell’unità 
di tempo e le sue dimensioni dipendono dalla particolare scelta per 
la normalizzazione delle funzioni d'onda dello spettro continuo!). 

Calcoliamo la funzione d'onda perturbata che prima dell’azione 
della perturbazione coincide con la funzione iniziale imperturbata 
‘°°. Seguendo il metodo esposto alla fine del paragrafo precedente, 
considereremo la perturbazione come perturbazione accesa adiaba- 
ticamente secondo la legge e*! con X +0. In accordo con la formula 
(42,7) (ponendovi ® = 0 e cambiando le notazioni) abbiamo 


exp {7 (E;-E)1+M1} 


E;— E; ih (43,2) 


af =Vji 
La funzione d’onda perturbata ha la forma 
Pia POL { af YP° dv, 


dove l'integrale è esteso a tutto lo spettro continuo”). Sostituendovi 
la (43,2), troviamo | 


w_ [uo + | V,4f° tile» (-FEt). (43,3) 


Nel limite A +0 il fattore e* è stato sostituito con l’unità. Il ter- 
mine +i0 (che indica il limite di ià al tendere a zero della grandezza 
positiva 4) determina, invece, il procedimento d’integrazione rispetto 
alla variabile £;, il cui differenziale entra come fattore in dv, (così 


1) Del gruppo di fenomeni abbracciati dalla teoria esposta fanno parte, ad 
esempio, diversi tipi di collisioni; il sistema negli stati iniziale e finale rappre- 
senta allora un insieme di particelle libere, mentre il ruolo di perturbazione è 
sostenuto dalla interazione tra di esse. Con una normalizzazione appropriata 
delle funzioni d'onda la grandezza (43,1) può risultare allora una sezione d’urto 
(vedi $ 126). 

2) Se si ha anche uno spettro discreto, in questa formula (e nelle seguenti) 
all’integrale occorre aggiungere la somma corrispondente sugli stati dello spet- 
tro discreto. 
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come i differenziali delle altre grandezze che caratterizzano gli stati 
dello spettro continuo). L'espressione integranda nella (43,3) senza 
il termine ià avrebbe per £, = £; un polo nell’intorno del quale 
l’integrale divergerebbe. Il termine i4 sposta questo polo nel semi- 
piano superiore della variabile complessa £;. Dopo il passaggio al 
limite X +0 il polo ritorna sull’asse reale, ma sappiamo ormai che 
il cammino d'integrazione deve aggirare il polo inferiormente: 


edi 7 (43,4) 


Il fattore temporale della (43,3) mostra che questa funzione si 
riferisce, come doveva essere, alla stessa energia £;, cosi come la 
funzione iniziale imperturbata. In altre parole, la funzione 


Vii 
i = + | E=ET0 pi” dv; 


soddisfa l'equazione di Schròdinger 
(do +V) pi = Eni. 


È naturale perciò che questa espressione corrisponda esatta- 
mente alla formula (38,8)}.) 

I calcoli fin qui eseguiti corrispondono alla prima approssimazione 
della teoria delle perturbazioni. Non è difficile calcolare anche la 
seconda approssimazione. A tale scopo occorre trovare la formula 
dell’approssimazione successiva per Y;, cosa che si fa facilmente ap- 
plicando il metodo esposto nel $ 38 (poiché conosciamo ora il modo 
con cui vanno calcolati gli integrali « divergenti »). Un semplice 
«calcolo porta alla formula 


_ _ ViyVei — PO? dv; forall 
fi= {vr+ | [Va+} E; E=E,i.i0 ! Ei—-E;+i0 ” î 
(43,5) 
Confrontando questa espressione con la formula (43,3), possiamo 


scrivere la formula per la probabilità (o meglio, per il numero di 
transizioni) per analogia diretta con la (43,1): 


2 ViyVvi 12 
dwn=q- |Vn+ is vi dvl'6(E,—E,) dv. (43,6) 


1) Partendo da questa formula, il modo per calcolare l'integrale può essere 
:stabilito usando la condizione che l’espressione asintotica per wp; a grandi di- 
.stanze contenga soltanto un’onda divergente (vedi $ 136). 
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Può capitare che l'elemento di matrice V,; per la transizione 
considerata si annulli. Allora l’effetto della prima approssimazione 
scompare e l’espressione (43,6) diventa 


dv; = 2 || ViVui gv? 


“er” Eb; (E; dai E;) dvy (43,7) 


(nelle applicazioni di questa formula il punto £y = £; non è usual- 
mente un polo dell’espressione integranda; il modo con cui l’integrale 
in dE, viene calcolato non è quindi essenziale e lo si può calcolare 
direttamente lungo l'asse reale). 

Degli stati v, per i quali Vj, e V,; sono differenti da zero, spesso 
sì parla come ‘di stati intermedi nella transizione i + f. Si può 
immaginare che questa transizione avvenga in due tappe: i +v e 
v +f (s'intende, però, che una tale descrizione non va presa 
letteralmente). Può capitare che la transizione i +f sia possi- 
bile soltanto attraverso più stati intermedi successivi. La formula 
(43,7) si generalizza direttamente a tali casi. Cosî, se sono 
indispensabili due stati intermedi, allora 


21 ViyVyyVvi , |2 
dw;j= ire PALA | 6 (E; — Ei) dv. (43,8) 


Infine per mettere in luce il significato matematico degli integrali 
calcolati lungo un cammino del tipo (43,4), diamo la formula 


{MISI in) (0), (43,9) 


dove l’integrazione è estesa a un segmento dell’asse reale che include 
in sé il punto x = a. Infatti, girando attorno al polo x = a lungo una 
semicirconferenza (di raggio gp), troviamo che l’integrale totale è 
uguale alla somma degli integrali sull’asse reale dal limite inferiore 
a —pedagpallimite superiore e (moltiplicato per in) al residuo del- 
l’espressione integranda nel polo. Nel limite p +0 gli integrali 
lungo l’asse reale si sommano in un integrale esteso all’intero seg- 
mento in cui si prende il valore principale (ciò che è indicato con un 
trattino sul segno d'integrazione); si arriva così alla (43,9). Questa 
formula si può scrivere anche simbolicamente 


1 1 : 
— 3 =P 4 +in6(£—a); (43,10) 
il simbolo P significa che integrando le funzioni f (2)/(z — @) occorre 
prendere il valore principale dell’integrale. 
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$ 44. Relazione d’indeterminazione per l'energia 


Consideriamo un sistema formato da due parti debolmente inte- 
ragenti. Supponiamo che in un certo istante sia noto che queste 
parti hanno valori dell’energia determinati che indichiamo con £ 
ed e, rispettivamente. Supponiamo che dopo un certo intervallo 
di tempo A? venga eseguita una misura dell’energia; essa dà certi 
valori £’ e e’ diversi, in generale, da £ e e. È facile determinare 
qual è l’ordine di grandezza del valore più probabile della diffe- 
renza E’ + e' —E — € che si rivelerà nella misura. 

Secondo la formula (42,3) (con © = 0) la probabilità di transi- 
zione del sistema (nel tempo t) da uno stato con energia £ ad uno stato 
con energia E’ per effetto di una perturbazione non dipendente dal 


tempo è proporzionale a 

senz ——t— { 
Da cui si vede che il valore più probabile della differenza £' — E è 
dell'ordine di grandezza di h/t. 


Applicando questo risultato al caso considerato (la perturbazione 
è l’interazione fra le due parti del sistema), otteniamo la relazione 


|E+e—E' e |At- A. (44,4) 


Quindi tanto più piccolo è l’intervallo di tempo At tanto più grande 
si rivelerà la variazione dell'energia. È da notare che il suo ordinedi 
grandezza h/At non dipende dall'entità della perturbazione. La variazio- 
nedell’energia determinata dalla relazione (44,1) sarà osservata anche 
per un’interazione arbitrariamente debole tra le due parti del sistema. 
Questo risultato è puramente quantistico ed ha un significato fisico 
profondo. Esso prova che nella meccanica quantistica la legge di 
conservazione dell’energia può essere verificata mediante due misure 
soltanto a meno di una grandezza dell'ordine di È/Af, dove At è 
l'intervallo di tempo fra le due misure. 

La relazione (44,1) è detta spesso relazione d’indeterminazione 
per l’energia. Va sottolineato tuttavia che il suo significato è essen- 
zialmente diverso da quello della relazione d’indeterminazione 
ApAx — È per la coordinata e la quantità di moto. In quest’ultima, 
Ap e Ax sono le indeterminazioni nei valori della quantità di moto 
e della coordinata in uno stesso istante; essa mostra che queste due 
grandezze non possono avere contemporaneamente valori esatta- 
mente determinati. Le energie £ e €, invece, possono essere misurate 
in ogni istante con la precisione voluta. La grandezza (E + e) — 
— (E' + e’) nella (44,1) è la differenza di due valori esattamente 
misurati dell'energia £ + € in due istanti diversi e non l’indeter- 
minazione nei valori dell’energia in un istante determinato. 
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Se si considera £ come energia di un sistema ed £ come energia 
di uno « strumento di misura », si può dire che l’energia d’interazione 
fra di essi può essere valutata soltanto a meno di X/At. Indichiamo 
con AE, Ae, ... gli errori di misura delle grandezze corrispondenti. 
Nel caso più favorevole in cui € e e’ sono note con precisione (Ae = 
= Ag' = 0), abbiamo 


A(E-E)-—. (44,2) 


Da questa relazione si possono dedurre conseguenze importanti 
circa la misura della quantità di moto. Il processo di misura della 
quantità di moto di una particella (per fissare le idee, parleremo di 
un elettrone) implica la collisione dell'elettrone con un’altra parti- 
cella (« misurante ») la cui quantità di moto prima e dopo la colli- 
sione può essere considerata nota esattamente'). Applicando a questa 
collisione la legge di conservazione della quantità di moto, si otten- 
gono tre equazioni (tre componenti di un'equazione vettoriale) con 
sei incognite, ossia le componenti della quantità di moto prima e 
dopo la collisione. Per aumentare il numero di equazioni, si può 
realizzare una serie di collisioni successive dell’elettrone con parti- 
celle « misuranti » ed applicare ad ognuna la legge di conservazione 
della quantità di moto. Ma allora aumenta anche il numero di inco- 
gnite (la quantità di moto dell’elettrone tra le collisioni) e non ci 
vuole molto per capire che il numero di incognite sarà superiore di 
tre al numero delle equazioni, qualunque sia il numero delle colli- 
sioni. Per misurare la quantità di moto dell’elettrone a ciascuna col- 
lisione occorre quindi applicare, oltre alla legge di conservazione 
della quantità di moto, anche la legge di conservazione dell’energia. 
Ma come abbiamo visto, quest’ultima può essere applicata soltanto 
a meno di una quantità dell'ordine di f/Af, dove At è l’intervallo 
di tempo tra l’inizio e la fine del processo considerato. 

Per semplificare i ragionamenti che seguono è opportuno consi- 
derare un esperimento concettuale idealizzato in cui uno specchio 
piano perfettamente riflettente funge da particella « misuranté »; 
si ha allora una sola componente della quantità di moto, ossia quella 
perpendicolare alla superficie dello specchio. Le leggi di conserva- 
zione della quantità di moto e dell’energia danno le seguenti equazio- 
ni che determinano la quantità di moto P della particella 


pi+P_p_P=0, (44,3) 
le +2 -e- EA. (44,4) 


, 1) Per l'analisi che stiamo qui facendo non importa in che modo si conosca 
l’energia della particella « misurante ». 
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(P, E sono la quantità di moto e l’energia della particella p ed e 
le stesse quantità per lo specchio; le quantità senza e con apici si 
riferiscono ai momenti prima e dopo la collisione, rispettivamente). 
Si possono considerare come note con esattezza le quantità p, p'’, €, 
e’ relative alla particella « misurante », cioè gli errori di misura 
per esse sono nulli. Per gli errori nelle grandezze restanti, dalle 
equazioni scritte ricaviamo allora 


AP=AP', AE -—AEA Li 


Ma 
dE 
AE= @P— vAP, 


dove »v è la velocità dell’elettrone (prima della collisione), 6 


analogamente 
AE' = v'AP' = v'AP. 


Pertanto si ottiene 


(vv) A PT. (44,5) 
Abbiamo aggiunto l’indice 7 alle velocità e alla quantità di moto 
per sottolineare che questa relazione vale per ciascuna delle loro 
componenti separatamente. 

Questa è la relazione cercata. Essa mostra che la misura della 
quantità di moto dell’elettrone (per un dato grado AP di precisione) 
è inevitabilmente legata alla variazione della sua velocità (cioè della 
quantità di moto stessa). Questa variazione è tanto più grande quan- 
to minore è la durata del processo di misura stesso. La variazione 
della velocità può essere resa arbitrariamente piccola soltanto per 
At + 00, ma le misure della quantità di moto, che hanno una 
durata molto lunga, in generale possono avere senso soltanto per una 
particella libera. Qui si manifesta con particolare evidenza l’irre- 
petibilità di una misura della quantità di moto a brevi intervalli 
di tempo e la natura « duplice » della misurazione nella meccanica 
quantistica: necessità di fare distinzione tra il valore misurabile 
di una grandezza e il valore dato dal processo di misura!). 

Il risultato ottenuto all’inizio di questo paragrafo, basato sulla 
teoria delle perturbazioni, si può trattare da un altro punto di vista, 
applicandolo alla disintegrazione di un sistema sotto l’azione di una 
qualche perturbazione. Sia £, un livello energetico del sistema cal- 
colato trascurando completamente la possibilità di una sua disinte- 
grazione. Indichiamo con 1 la vita media di questo stato del sistema, 
ossia l'inverso della probabilità di disintegrazione nell'unità di tem- 
po. Troviamo allora nello stesso modo che 


1) La relazione (44,5), cosi come la spiegazione del significato fisico della 
relazione d’indeterminazione per l'energia, appartiene a N. Bohr (1928). 
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E’ -E—-e|- At, (44,6) 


dove E, e sono le energie delle due parti in cui il sistema si disintegra. 
Ma la somma £ + e permette di giudicare sull’energia del sistema 
prima della disintegrazione. Cosî, la relazione ricavata mostra che 
l'energia di un sistema suscettibile di disintegrazione in uno stato 
quasi-stazionario può essere determinata soltanto a meno di una gran- 
dezza dell’ordine di %/t. Questa grandezza è chiamata di solito 
larghezza T del livello. Cosicché 


TU=h/q. (44,7) 


$ 45. L'energia potenziale come perturbazione 


Un'attenzione particolare merita il caso in cui come perturba- 
zione si può considerare l’energia potenziale totale di una particella 
in un campo esterno. L'equazione di Schròdinger imperturbata è allo- 
ra l'equazione del moto libero della particella 


Ap9 + ky — 0, k= Vene => (45,1) 


che ha come soluzioni le onde piane. Lo spettro energetico del moto 
libero è continuo, cosicché si ha qui un caso originale della teoria 
delle perturbazioni nello spettro continuo. È opportuno qui ricavare 
direttamente la soluzione del problema senza ricorrere alle formule 
generali. L'equazione per la correzione w°’ di prima approssimazione 
alla funzione d'onda è: 
2mlJ 
Api + k2ypl® ca a pio (45,2) 
(U è l'energia potenziale). Come è noto dall’elettrodinamica, la 
soluzione di questa equazione si può scrivere sotto forma di « poten- 
ziali ritardati », cioè!) 
m ’ , r) 5 dV'’ 
ye (2, Y, z) TC nh | wY (£ >Y 2 ) era, 
(45,3) 
dV' = dx' dy' dz’, r?=(x-—x)+(y-y)+(2— 2°)?. 


Vediamo quali condizioni deve soddisfare il campo UV perché 
lo si possa considerare come perturbazione. La condizione di applica- 
bilità della teoria delle perturbazioni consiste nella richiesta w° « 
& w°?. Sia a l’ordine di grandezza delle dimensioni della regione 
nello spazio dove il campo è sensibilmente differente da zero. Suppo- 
niamo dapprima che l’energia della particella sia così piccola che 


1) Questo è un integrale particolare dell’equazione (45,2) a cuì si può aggiun- 
gere ancora una qualsiasi soluzione dell'equazione senza il secondo membro 
(cioè dell'equazione imperturbata (45,4)). 
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ak risulta o minore o dell'ordine dell’unità. Allora il fattore e?” 


dell'espressione integranda nella (45,3) è inessenziale per una stima 
dell'ordine di grandezza, e l’integrale totale sarà dell’ordine di 
p® | YU | a?, cosicché y” — (ma? | U |/f®) y°° e si ottiene la con- 
dizione 

h2 
ma° 


IU|<& (se ka < 1). (45,4) 
Si osservi che l’espressione f*/ma? ha un semplice significato fisico: 
è infatti l'ordine di grandezza dell’energia cinetica che avrebbe la 
particella qualora fosse racchiusa in un volume di dimensioni lineari 
a (in quanto, secondo la relazione d’indeterminazione, la sua quantità 
di moto sarebbe — //a). 

Consideriamo, in particolare, una buca di potenziale così poco 
profonda che sia soddisfatta la condizione (45,4). È facile vedere che 
in una tale buca i livelli energetici negativi mancano (A. Peierls, 
1929); si è già visto questo nel problema del $ 33 per il caso parti- 
colare di una buca a simmetria sferica. In effetti, per £ = 0, la 
funzione d'onda imperturbata si riduce a una costante che possiamo 
convenire di porre uguale all’unità: w = 1. Poiché wP «& y°®, 
è chiaro che la funzione d’onda del moto nella buca, p=1 + y”, 
non si annulla in nessun punto; l’autofunzione priva di nodi si rife- 
risce allo stato fondamentale, cosicché £ = 0 resta il valore minimo 
possibile dell'energia della particella. Cosî, se la buca non è abbastanza 
profonda è possibile soltanto un moto infinito della particella: la 
particella non può essere « catturata » dalla buca. Richiamiamo 
l’attenzione sul fatto che questo risultato ha uno specifico carattere 
quantistico: nella meccanica classica una particella può compiere 
un moto finito in qualsiasi buca di potenziale. 

È da sottolineare che tutto ciò che abbiamo detto riguarda soltanto 
una buca tridimensionale. In una buca a una o due dimensioni 
(nella quale cioè il campo è funzione soltanto di una o di due coordi- 
nate) esistono sempre livelli con energia negativa (vedi problemi 
alla fine di questo paragrafo). Ciò è dovuto al fatto che nel caso uni- 
o bidimensionale la teoria delle perturbazioni è in generale 
inapplicabile se l’energia £ è nulla (o molto bassa)!). 


1) Nei caso bidimensionale 1p*) si esprimo (come è noto dalla teoria dell’equa- 
zione d’onda bidimensionale) sotto forma di integrale analogo a (45,3), dove 
Ar 
— dx' dy' dz' è sostituito con inHj" (kr) de’ dy' (H è la funzione di Hankel 
di prima specie di ordine zero) e dover = V(2° — 2)? + (4° — y). Per K + 0 
la funzione di Hankel e con essa tutto l'integrale tendono logaritmicamente 
all’infinito. 
Analogamente, nel caso unidimensionale, si ha sotto il segno di integrale, 
Ar 
ll 1°) (dover= |z' — x]),e perk+ 


che determina ip, la grandezza 2ni 
+0, y‘ tende all’infinito come 1/k. 
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Per valori di energia grandi, peri qualita 4, il fattore e'*” dell’e- 
spressione integranda ha un ruolo essenziale riducendo considere- 
volmente il valore dell’integrale. La soluzione (45,3) può essere 
scritta allora sotto un’altra forma, che risulta più comodo dedurre 
partendo direttamente dall’equazione (45,2). Prendiamo come asse 
xla direzione del moto imperturbato; la funzione d’onda imperturbata 
avrà allora la forma yw°” = e'** (poniamo il fattore costante uguale 
all’unità). Cerchiamo una soluzione dell’equazione 


Ap? 4 Rey — so. U eîh= 


sotto la forma w! = e'** f; avendo supposto % grande, sarà suffi- 
ciente conservare in Ay° soltanto i termini in cui il fattore e'"* è 


derivabile (almeno una sola volta). Per f si ottiene allora l'equazione 


.,,0f _ 2mU 
dik =—7 ) 
da cui 
peo — el*t —- a e'®* | U dx. (45,5) 


La stima di questo integrale dà | pi? | — m | U |] a/R?k, e quindi 
la condizione di applicabilità della teoria delle perturbazioni sarà 
in questo caso 


2 
ui<AErta=®, ka»1 (45,6) 
(v = kh/m è la velocità della particella). Sottolineiamo che questa 
condizione è più debole della (45,4). Di conseguenza, se è possibile 
considerare il campo come una perturbazione nel caso di basse ener- 
gie della particella, ciò è possibile anche per il caso di alte energie, 
mentre l’inverso non è, in generale, vero!). | 
L’applicabilità al campo coulombiano della teoria delle pertur- 
bazioni qui sviluppata richiede un esame particolare. Nel campo 
U = a/r è impossibile individuare una regione finita dello spazio 
fuori della quale U sia sensibilmente minore che all’interno di essa. 
La condizione cercata si può ottenere sostituendo al parametro 4 
nella (45,6) la distanza variabile rj questa sostituzione conduce alla 
disuguaglianza 


ron <A. (45,7) 


1) Nel caso unidimensionale la condizione di applicabilità della teoria 
delle perturbazioni è data dalla disuguaglianza (45,6) per ogni ka. La deduzione 
della condizione (45,4) fatta sopra per il caso tridimensionale non è più possi- 
bile nel caso unidimensionale in quanto la funzione 1) cosî costruita diverge, 
come è stato indicato nella nota alla pag. 197. 
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Di conseguenza, per grandi energie della particella il campo coulom- 
biano può essere considerato una perturbazione!). 

Deduciamo infine una formula che determina in modo approssi- 
mato la funzione d’onda di una particella di energia £ che è ovunque 
considerevolmente superiore all'energia potenziale U (non si richiede 
più che siano soddisfatte altre condizioni). In prima approssima- 
zione la dipendenza della funzione d’onda dalle coordinate è la stessa 
che per il moto libero (la cui direzione prendiamo per asse x). Con- 
formemente a ciò, cerchiamo w nella forma w = e'**F, dove F è 
una funzione delle coordinate che varia lentamente rispetto al fattore 
e'** (tuttavia, non si può affermare che essa tende all'unità). So- 
stituendo nell'equazione di Schréòdinger, si ottiene per F l'equazione 


.,, OF 2m 


da cui 
w= e'** F = costante-e!** exp —+% | U dx) i (45,9) 


Questa è l’espressione cercata. È da sottolineare, tuttavia, che essa 
è inapplicabile a distanze troppo grandi. Nell’equazione (45,8) è 
stato omesso il termine AF contenente le derivate seconde di F. La 
derivata 0°F/9x?, cosi ‘come la derivata prima dF/0z, tende a zero 
a grandi distanze. Per quanto riguarda le derivate rispetto alle coor- 
dinate trasversali y, z, esse non tendono a zero e si possono trascu- 
rare soltanto se x « ka?. 


PROBLEMI 


1. Determinare il livello energetico in una buca di potenziale unidimensio- 
nale di piccola profondità; si supponga soddisfatta la condizione (45,4) 
Soluzione. Partiamo dall'ipotesi, confermata dal risultato, che per il livello 
energetico si abbia | E | < | U |. Allora, nel secondo membro dell'equazione 
di Schròdinger 
d°p 2m 


e = 7 (U(2)E)y 
nella regione della buca si può trascurare £ e anche” considerare y come una 
costante che, senza perdere la generalità, può essere posta uguale all’unità: 

dp 2m U 


da? © h2 


Integriamo questa uguaglianza rispetto a dz tra due punti +z; tali che a « 
<z, « 1/x, dove a è la larghezza della buca e x=V2m | E {/f. Dato che 


1) Occorre tener presente che l’integrale (45,5) con il campo U = a/r diver- 
ge (logaritmicamente) per grandi z/Vy? + 2°. Perciò la funzione d’onda otte- 
nuta in un campo coulombiano mediante la teoria delle perturbazioni è inap- 
plicabile all’interno di un cono stretto attorno all’asse z. 
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l'integrale di U (7) converge, si può estendere a destra l'integrazione a tutta la 
regione tra —oc0 e + co: 


Ri) 


+00 
age | U dr. (1) 
dr 
— 00 


La “a 


Lontano dalla buca la funzione d’onda ha la forma y=e+**. Sostituendo questa 
espressione nella (1), otteniamo 


2m 
m 
— 00 


OVVvero 
+00 ; 
m 


Vediamo che, in accordo con la nostra ipotesi, il valore delj livello è una 
quantità piccola di ordine superiore (secondo) rispetto alla profondità della 


buca. 
2. Determinare il livello energetico in una buca di potenziale bidimensiona- 


le U (r) (r è la coordinata polare del piano) di piccola profondità; l’integrale- 


Î rU dr sì suppone convergente. 


0 
Soluzione. Procedendo come nel problema 1, otteniamo nella regione della: 


buca l’equazione 
SOA (r Si mg 


r dr dj ha 
Integrandola rispetto a dr tra 0 e rj (dove a € ri « 1/x%), abbiamo: 
dp __ 2m 0 
ra en rU (r) dr. (1) 


Lontano dalla buca l'equazione del moto libero bidimensionale 


1 d dp 2m 
CA Cm) PR 
r dr (7 dr ) * h2 Ep=0 


ha come soluzione (che si annulla all'infinito) y = costante -ZM (ixr); per 
valori piccoli della variabile indipendente il termine principale di questa funzio- 
ne è proporzionale a ln xr. Tenendo conto di questo, uguagliamo per r — a , le 
derivate logaritmiche di calcolate nella buca (il secondo membro della (1)) 
e fuori di essa, ed otteniamo 


00 
1 2m 
ua ia UO 
0 


da cui 


}.2 ,.2 i “i 
|E|- nai ep|- Î Ur dr J 
0 


Si vede che il livello energetico è esponenzialmente piccolo rispetto alla profon- 
dità della buca. 


Capitolo VII 


CASO QUASI-CLASSICO 


$ 46. La funzione d’onda nel caso quasi-classico 


Se le lunghezze d’onda di de Broglie delle particelle sono piccole 
rispetto alle dimensioni caratteristiche Z che determinano le con- 
dizioni di un dato problema concreto, le proprietà del sistema sono 
vicine a quelle classiche. (Analogamente a quanto avviene per l’otti- 
ca ondulatoria che si riduce a quella geometrica quando la lunghezza 
d'onda tende a zero). 

Studiamo ora in modo particolareggiato le proprietà dei sistemi 
quasi-classici. A tale scopo eseguiamo nella equazione di Schròdinger 


},2 
Di 2ma At (E-U)yp==0 


la sostituzione formale 


o 


yer. (46,1) 
Per la funzione o otteniamo l'equazione 
1 ù, ih 
DI Za (Va0) — dI To Aa0 = E-U. (46,2) 


Poiché il sistema è supposto quasi-classico nelle sue proprietà, cer- 
cheremo dg sotto forma di serie di potenze di È 


hi 
0=004+79+(#) 02+... A (46,3) 


Cominciamo a considerare il caso più semplice, quello del moto 
unidimensionale di una particella. L'equazione (46,2) si riduce allora 
all’equazione 


ni 0'° — 3 o°--E-U (x) (46,4) 


(dove l’apice significa la derivazione rispetto alla coordinata 2). 
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In prima approssimazione scriviamo 0 = 0, e omettiamo nel- 
l’equazione il termine contenente È: 


1 o8=-E-U(2). 


Im 
Da cui ricaviamo 


00: + | VImIE=U (ade. 


L'espressione integranda non è altro che la quantità di moto classi- 
ca p (x) della particella espressa in funzione della coordinata. Defi- 
nendo la funzione p (x) con il segno + davanti al radicale, abbiamo 


det | pdr, p=V2m(E-=0), (46,5) 


come c’era da aspettarsi in base all'espressione limite (6, 1) della 
funzione d’onda!). 

Il fatto di trascurare nell'equazione (46,4) il termine contenente È 
è legittimo soltanto nel caso in cui il secondo termine del primo 
membro dell’uguaglianza è piccolo rispetto al primo, cioè se 
h|o"/o? | &1 ovvero 


)|K 1. 
In prima approssimazione cd in virtà della (46,5), o = p, 
cosicché possiamo scrivere la condizione ottenuta nella forma 


(46,6) 


dove à = /2n, e 4 (x) = 2xh/p (x) è la lunghezza d’onda di de 
Broglie della particella espressa come funzione di x mediante la fun- 
zione classica p (x). Abbiamo ottenuto cosi una condizione quantita- 
tiva di quasi-classicità: la lunghezza d’onda della particella deve 
variare poco su distanze del suo stesso ordine. L’approssimazione 
diventa inapplicabile nelle regioni dello spazio in cui questa con- 
dizione non è soddisfatta. 

La condizione (46,6) può essere scritta in un’altra forma, osser- 
vando che 


dp RODE de DIS E 
SP £ V2m(E- 0)=- == 


1) Come è noto, | p dx è la parte dell’azione non dipendente dal tempo. 


L’azione meccanica totale S della particella è S= —Et+ | p dx. Il termi- 


ne — Et non figura in cy in quanto stiamo considerando una funzione d'onda 
non dipendente dal tempo. 
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dove F = — dU/dx è la forza classica agente sulla particella nel 
campo esterno. Introducendo questa forza, si ottiene 


mh|F]| 7 
= KAI. (46,7) 


Ne segue che l’approssimazione quasi-classica diventa inapplicabile 
quando la quantità di moto della particella è troppo piccola. In 
particolare, essa è chiaramente inapplicabile in prossimità dei 
punti d’inversione, cioè là dove, conformemente alla meccanica classi- 
ca, la particella si arresterebbe per poi riprendere il moto in dire- 
zione opposta. Questi punti sono determinati dall’uguaglianza 
P (x) = 0, cioè E = U (2). Per p-+0 la lunghezza d'onda di de 
Broglie tende all’infinito, ed è chiaro che essa non può essere con- 
siderata piccola. 

Sottolineiamo tuttavia che la condizione (46,6) o (46,7) può non 
essere sufficiente per rendere legittima l’approssimazione quasi-classica. 
Questa condizione infatti è stata ottenuta mediante la stima dei 
diversi termini dell’equazione differenziale (46,4), dove però è stato 
omesso il termine contenente la derivata di ordine superiore. È ne- 
cessario invece che la condizione di piccolezza sia soddisfatta anche 
dai termini successivi dello sviluppo nella soluzione di questa equa- 
zione, condizione che può non essere garantita dalla piccolezza del 
termine omesso nell’equazione. Per esempio, se la soluzione o (x) 
contiene un termine crescente con la coordinata x secondo una legge 
vicina a' quella lineare, la piccolezza della derivata seconda nel- 
l'equazione non impedisce che questo termine, a distanze sufficien- 
temente grandi, possa « assumere » valori elevati. Una tale situa- 
zione viene a crearsi, in generale, quando il campo si estende a distan- 
ze grandi rispetto alla lunghezza caratteristica ZL sulla quale esso 
varia sensibilmente (vedi più avanti la nota relativa alla formula 
(46,11)); l’approssimazione quasi-classica risulta allora inapplicabile 
se si vuole osservare il comportamento della funzione d’onda a grandi 
distanze. | 

Passiamo ora al calcolo del termine successivo nello sviluppo 
(46,3). I termini del primo ordine in È dell'equazione (46,4) danno 
0,0; + 0/2 = 0, da cui 


Integrando troviamo 
o,= —Inp (46,8) 


(omettendo la costante d’integrazione). 
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Sostituendo l’espressione ottenuta nelle (46,1) e (46,3), abbiamo 
una funzione d’onda della forma 


= p (+ | pde)+ 5 


Il fattore 1/Y p in questa funzione ammette una interpretazione 
molto semplice. La probabilità di trovare una particella nei punti 
con coordinate comprese tra 7 e x + dx è data dal quadrato | w |?, 
cioè è, in sostanza, proporzionale a 1/p. Questo è appunto quanto 
c'era da aspettarsi per una « particella quasi-classica », in quanto 
nel moto classico il tempo speso dalla particella sul segmento dx è 
inversamente proporzionale alla velocità (o alla quantità di moto) 
della particella. 

Nelle regioni dello spazio classicamente inaccessibili, ove E < 
< U (x), la funzione p (x) è immaginaria pura, cosicché gli esponenti 
sono reali. La soluzione dell'equazione d’onda in queste regioni 
si scrive 


w=g72 01 (— fIp|d2)+ gl exp(+ | lplde). (46,10) 


Tuttavia, occorre tener presente che la precisione dell’approssima- 
zione quasi-classica non permette di conservare nella funzione d'onda 
i termini esponenzialmente piccoli rispetto a quelli esponenzialmente 
grandi; in questo senso, di norma, è inammissibile conservare con- 
temporaneamente entrambi i termini nella (46,10). 

Anche se non sorge di solito la necessità di usare nella funzione 
d’onda i termini di ordine superiore, ricaveremo ancora un altro 
termine dello sviluppo (46,3) allo scopo di sottolineare alcuni punti 
Xelativi alla precisione dell’approssimazione quasi-classica. 

I termini dell’ordine di h? nell'equazione (46,4) danno 


(-+|paz). (46,9 


, Vs i» 
0, ta +30 = 0, 


donde (sostituendo la (46,5) e (46,8) per 0, e 01) 
tai bi RS 
2 4p? 893" 
Integrando (il primo termine si integra per parti) e introducendo 
la forza F = pp'/m, otteniamo 
mF , m? F?3 
ap 8) pe 
La funzione d'onda nell’approssimazione considerata ha la forma 


0° = 


= G 
n 


wW=e 
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Ovvero 
; n° { imh F ihim2 F2 d i + |pdx 46.11 
Sgrena > 


La comparsa dei termini di correzione immaginari nel fattore che 
precede l’esponenziale equivale alla comparsa della stessa correzione 
nella fase della funzione d’onda (cioè equivale ad aggiungere un 


termine all’integrale +- | p dxnell’esponenziale). Questa correzione 


risulta proporzionale a }, ossia è dell’ordine di X/L. 

Il secondo e il terzo termine in parentesi quadre nella (46,11) 
debbono essere piccoli rispetto a 1. Per il secondo di essi questa con- 
dizione coincide con la (46,7), ma per il terzo termine la stima dell’in- 
tegrale conduce alla condizione (46,7) soltanto se F? tende a zero 
abbastanza rapidamente a distanze — L. 


$ 47. Condizioni al contorno nel caso quasi-classico 


Sia x = a un punto d'inversione (cosicché U (a) = £) e sia. 
U > È per ogni 7 > a, cosicché la regione a destra del punto d'in- 
versione è classicamente inaccessibile. La funzione d’onda inoltran- 
dosi in questa regione deve smorzarsi. Ad una distanza sufficiente dal 
punto d’inversione essa ha la forma 


pasa exp ( -+]fre) se xD>A, (47,1) 


che corrisponde al primo termine della (46,10). A sinistra del punto 
d’inversione, invece, la funzione d’onda deve essere rappresentata 
da una combinazione reale (46,9) di due soluzioni quasi-classiche 
delle equazioni di Schròdinger: 


p=dh exp (+ | pas): s- 


{- i | par) SeTt<a. 


h 
(47,2) 


Per determinare i coefficienti di questa combinazione occorre 
seguire la variazione della funzione d'onda da 2 — a positivi (dove 
è valida l’espressione (47,1)) a 7 — a negativi. Si deve però, allora, 
attraversare la regione che contiene il punto d'arresto, dove l’approssi- 
mazione quasi-classica è inapplicabile e occorre quindi considerare 
la soluzione esatta dell'equazione di £chrédinger. Per |x — a | 
piccoli abbiamo 

dU 
E--U (2) Fol(a-a), Fo=--7|__<0 (47,3) 


AQ 
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in altri termini, in questa regione abbiamo a che fare con il problema 
del moto in un campo costante. La soluzione esatta dell’equazione 
di Schròdinger per questo problema è stata trovata nel $ 24, e il 
legame tra i coefficienti nelle (47,1) e (47,2) si può trovare da un 
confronto con le espressioni asintotiche (24,9) e (24,6) della soluzione 
esatta in questione da ambo le parti del punto d’inversione. È da 


osservare allora che dalla (47,3) segue p (x) = V2mF,(r — a), 
cosicché l'integrale 


1 


2 
3 | pdr=-V2mF,(x a)" 


Rf, 


coincide con l’espressione nell'argomento dell’esponenziale o del seno 
nella (24,5) o (24,6). In questi ragionamenti il fatto essenziale è che 
la regione di applicabilità dello sviluppo (47,3) e la regione di quasi- 
classicità in parte si sovrappongono: se il moto è quasi-classico in 
tutta la regione (come si è supposto), esistono allora | 7—a | cosi 
piccoli che è ammissibile lo sviluppo (47,3), e al tempo stesso cosi 
grandi che è soddisfatta la condizione di quasi-classicità e sono 
applicabili le espressioni asintotiche (24,5), (24,6)!). 

Dal punto di vista metodologico è più istruttivo, però, un altro 
procedimento che consente di evitare completamente di ricor- 
rere alla soluzione esatta. A questo scopo bisogna considerare formal- 
mente w (7) come funzione della variabile complessa x ed operare il 
passaggio da 7 — a positivi ax — a negativi lungo un cammino chesi 
trova sempre lontano dal punto x = a, cosicché la condizione di 
quasi-classicità è soddisfatta formalmente lungo tutto questo cammino 
(A. Zuwaan, 1929). Consideriamo quindi di nuovo quei valori di 
zx — a | per i quali è contemporaneamente ammissibile lo sviluppo 
(47,3), cosicché la funzione d'onda (47,1) prende la forma 


C 1 1 (eci 
VA) = 7ARTRI Gaga { ST V2m| Fo] (r— a) dz È A 
(47,4) 


Seguiamo dapprima la variazione di questa funzione quando si 
passa attorno al punto x = a da destra a sinistra descrivendo un 


1) Lo sviluppo (47,3) è infatti applicabile per | £ — a | « LZ, dove L è la 
distanza caratteristica di variazione del campo U (x). La condizione di quasi- 
classicità (46,7) richiede, invece, che |] x — a 1°/% > &/Vm | Fo | . Queste due 
condizioni sono compatibili perché la quasi-classicità del moto lontano dal 
punto d’inversione (cioè per |] x — a | — L) significa che L?/2 > &/ Va | Fol. 
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semicerchio (di raggio p) nel semipiano superiore della variabile 
complessa z. In questo semicerchio si ha 


x 
r—a=pe", {Va=adr=3 992 (cos P+isen È ’ 
a 


dove la fase g varia tra 0 e x. Inoltre, il modulo del fattore esponen- 
ziale della (47,4) in un primo momento cresce (per 0 < @ < 2/3) e 
quindi decresce sino a 1. Alla fine del passaggio l'esponente diventa 
immaginario puro ed è uguale a 


-+| V2m|Fl(a—z)dr= -—} { p (x) dx. 


Nel fattore che precede l’esponenziale nella (47,4) si ha, invece, 
dopo il passaggio 


(aa)! > (a+ 2)7!/telin, 


Cosî, tutta la funzione (47,4) si trasforma nel secondo termine della 


447,2) con coefficiente C, = Certi, 

Il fatto che nel passaggio attraverso il semipiano superiore è stato 
possibile determinare solo il coefficiente C, nella (47,2) ha una facile 
spiegazione. Se si segue la variazione della funzione (47,2) descriven- 
do lo stesso semicerchio ma in senso opposto (da sinistra a destra), 
si vedrà che all’inizio del cammino il primo termine diventa ben 
presto esponenzialmente piccolo rispetto al secondo. Ma l’approssi- 
mazione quasi-classica non permette di notare i termini esponenzial- 
mente piccoli in wp « sullo sfondo » del termine principale grande; 
questa è appunto la causa del fatto che il primo termine della (47,2) 
«si perde » lungo il cammino effettuato. 

Per determinare il coefficiente C, si deve andare da destra a sini- 
stra lungo il semicerchio nel semipiano inferiore della variabile 
complessa x. Troviamo allora, analogamente, che la funzione (47,4) 
si trasforma nel primo termine della (47,2) con coefficiente C, = 


= Ceimi, 
Quindi alla funzione d’onda (47,1) per z > a corrisponde, per 
z<a, la funzione 
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La regola di corrispondenza ottenuta si può scrivere in una forma 
che non dipende dalla parte in cui, rispetto al punto d’inversione, 
giace la regione classicamente inaccessibile 


Palani = exp {- 3| \ pdr|} + 
se U (x)>E 
+3 ®{ +| { pdz|-7} (47,9) 
se U (x)<E 


(H. A. Kramers, 1926). 

Sottolineiamo ancora una volta il fatto, evidente dalla deduzione, 
che questa regola è legata a una determinata condizione al contorno 
imposta per una delle regioni rispetto al punto d’inversione e in 
questo senso va applicata in una determinata direzione. Più pre- 
cisamente, la regola (47,5) è stata ottenuta con la condizione che 
w-—- 0, all’interno della regione classicamente inaccessibile, e deve 
essere applicata per il passaggio da quest’ultima alla regione 
classicamente accessibile (come è segnato con la freccia nella (47,5))!). 

Se la regione classicamente accessibile è limitata (per z = a) da 
una barriera di potenziale infinitamente alta, la condizione al contorno 
della funzione d’onda per z = a è w= 0 (vedi $ 18). L'approssima- 
zione quasi-classica è applicabile allora fino alla barriera stessa e 
la funzione d'onda è 


$=q ent | pae perz<a, 
py=0 perz>a. 


(47,6) 


$ 48. Regola di quantizzazione di Bohr-Sommerféld 


Gli stati relativi allo spettro discreto dell’energia sono quasi- 
classici per grandi valori del numero quantico r, ossia del numero 
d'ordine dello stato. Infatti, questo numero determina il numero di 
nodi dell’autofunzione (vedi $ 24). Ma la distanza tra due nodi suc- 
cessivi coincide, come ordine di grandezza, con la lunghezza d’onda 
di de Broglie. Per grandi n questa distanza è piccola, cosicché la 
lunghezza d’onda è piccola rispetto alle dimensioni della regione 
in cui «si svolge» il moto. 


1) Quanto al passaggio nella direzione op osta, esso non ha senso giacché 
anche una piccola variazione della funzione d’onda a destra nella (47,5) 
comportare la comparsa di un termine esponenzialmente crescente nella i 
zione a sinistra. 


2410 CAPITOLO VII 


Deduciamo la condizione che determina i livelli quantici del- 
l’energianel caso quasi-classico. Allo scopo consideriamo il moto finito 
unidimensionale di una particella in una buca di potenziale; la 
regione classicamente accessibile b <r< a è limitata da due punti 
d’inversione!). 

Secondo la regola (47,5) la condizione al contorno nel punto x = db 
(nella regione alla destra di esso) porta alla funzione d’onda 


tro (if pet). (48,1) 


Applicando la stessa regola per la regione alla sinistra del punto 
z=a, otteniamo la stessa funzione d’onda nella forma 


a 
C' 1 I 
p=-—— COS (+ \ pdz—-7-) . 
UZ o 
Perché queste due espressioni coincidano in tutta la regione, la somma 
delle loro fasi (che è una grandezza costante) deve essere un multiplo 
intero di x: 


a 

4 n 

+ \pd-i=na 
b 


(e allora C = (—-1)"C°). Da cui 
4 1 


a 
dove l’integrale $ pdx=2 | p dx è preso su un periodo completo 


b 
del moto classico della particella. Questa è la condizione che determina 
gli stati stazionari della particella nel caso quasi-classico. Essa 
corrisponde alla regola di quantizzazione di Bohr-Sommerfeld della 
vecchia teoria quantistica. 

È facile vedere che il numero intero r è uguale al numero di zeri 
della funzione d’onda e perciò è il numero d'ordine dello stato sta- 
zionario. Infatti, la fase della funzione d’onda (48,1) cresce da — 1/4 
nel punto x = ba (nr + 1/4) x nel punto x = a, cosicché il coseno sì 


1) Nella meccanica classica una particella in tale campo compirebbe un 
moto periodico con periodo (tempo del movimento dal punto d ad a e ritorno) 


(v è la velocità della particella). 
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annulla » volte in questo intervallo (fuori dell’intervallo db << 
<a la funzione d’onda decrescein modo monotono senza avere zeri 
a distanze finite)!). 

Conformemente a quanto detto sopra, il numero r nel caso quasi- 
classico è grande. Sottolineiamo tuttavia che la conservazione del 
termine 1/2 accanto a grandi r nella (48,2) è in ogni caso legittima: 
se si tenesse conto dei termini di correzione successivi nella fase delle 
funzioni d'onda, ciò porterebbe alla comparsa nel secondo membro 
della (48,2) soltanto dei termini —/L, piccoli rispetto a 1 (vedi la 
nota alla fine del $ 46)?). 

Per normalizzare la funzione d’onda è sufficiente integrare | w |? 
soltanto nell’intervallo db < 7 < a, poiché fuori di esso la funzione 
W (x) si smorza esponenzialmente. Essendo l’argomento del coseno 
nella (48,1) una funzione rapidamente variabile, si può con suffi- 
ciente precisione sostituire al quadrato del coseno il suo valore media, 
cioè 1/2. Si ottiene allora 


dove @ = 2n/T è la frequenza del moto periodico classico. In tal 
modo la funzione quasi-classica normalizzata è 


x 


= = COS (+ Î pdr— +) . (48,3) 
ò 


Occorre tener presente che la frequenza © è una funzione dell’ener- 
gia e, in generale, diversa per livelli diversi. 
La relazione (48,2) si può interpretare anche in un altro modo. 


L'’integrale $ p dx è l’area delimitata dalla traiettoria di fase quasi- 


classica della particella (cioè dalla curva nel piano p, x, spazio delle 
fasi della particella). Suddividendo questa area in celle di area 
2nh ciascuna, abbiamo in totale n celle. Ma n è il numero degli 
stati quantici con energie che non superano il dato valore dell’inte- 
grale (corrispondente alla traiettoria di fase considerata). Possiamo 
quindi dire che nel caso quasi-classico a ogni stato quantico corri- 


1) Strettamente parlando, si dovrebbe calcolare il numero degli zeri tenendo 
conto della forma esatta della funzione d’onda vicino ai punti d’inversione. 
Tale studio conferma il risultato dato. 

3) In alcuni casi l’espressione esatta per i livelli energetici E (n) (come fun- 
zione del numero quantico n) che deriva dall’equazione esatta di Schròdinger è 
tale che, per n + 00, essa conserva la sua forma; ne sono d'esempio i livelli 
energetici nel campo coulombiano ed i livelli energetici dell’oscillatore armo- 
nico. In questi casì, naturalmente, la regola di quantizzazione (48,2), applica- 
i per grandi r, dà, per la funzione £ (n), un’espressione che coincide con quel- 
a esatta. 
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sponde una cella nello spazio delle fasi di area 2xxf. O meglio, il nume- 
ro di stati relativo all’elemento di volume ApAxz dello spazio delle 


fasi è 


ApAz 
pol, (48,4) 


Se si introduce in luogo della quantità di moto il vettore d'onda 
k = p/l, questo numero si scrive AXAz/2n. Esso coincide, come 
c'era da aspettarsi, con la nota espressione per il numero di oscilla- 
zioni proprie di un campo d'onda (vedi vol. Il, Teoria dei campi, 
$ 02). 
Partendo dalla regola di quantizzazione (48,2) si può chiarire il 
carattere generale della distribuzione dei livelli nello spettro energe- 
tico. Sia AZ la distanza tra due livelli contigui, cioè tra livelli con 
numero quantico n differente di un'unità. Poiché AE è piccolo (per 
grandi r) rispetto all’energia stessa dei livelli, sulla base della (48,2) 


si può scrivere 
AF $ Sh de=20h. 
Ma 0E/dp = v, cosicché 


0p 3 dr _ 
&ro=9 = 


AE=Z fi= ho. (48,5) 


Pertanto otteniamo 


In tal modo la distanza tra due livelli contigui risulta uguale a 
ho. Per una serie intera di livelli contigui (la differenza dei numeri 
n dei quali è piccola rispetto a x stesso) le frequenze corrispondenti 
©” si possono considerare approssimativamente uguali. Perciò giun- 
giamo alla conclusione che in ogni piccolo intervallo della parte 
quasi-classica dello spettro i livelli sono distribuiti a distanza costan- 
te fio. Potevamo, tra l’altro, aspettarci questo risultato perché nel 
caso quasi-classico le frequenze corrispondenti alle transizioni fra 
i diversi livelli energetici debbono essere multipli interi della fre- 
quenza classica @. 

Presenta un certo interesse vedere che cosa diventano nel limite 
classico gli elementi di matrice di una grandezza fisica qualunque f. 
A tale scopo partiamo dal fatto che il valore medio f in un certo stato 
quantico deve diventare al limite semplicemente il valore classico 
di questa grandezza, se lo stato stesso al limite dà un moto della 
particella secondo una determinata traiettoria. A tale stato corri- 
sponde un pacchetto d'onde (vedi $ 6) che si ottiene mediante la 
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sovrapposizione di un insieme di stati stazionari con energie vicine. 
La funzione d'onda di tale stato ha la forma 


y—_ di at; 
n 


dove i coefficienti a, sono sensibilmente diversi da zero soltanto in 
un certo intervallo An di valori del numero quantico n tale che 
1KAnK n; i numeri n sono supposti grandi in conformità alla 
quasi-classicità degli stati stazionari. Il valore medio di f è, per de- 


finizione, 
{= | PerE. da = >} DI atanfmne'©mn, 
n m 

o, sostituendo la somma su r ed m conla somma sure sulla differen- 
zas=mt_ n: 

3° A 1 

f= di Di An+s0nfn+8, pesos, 

n € 
dove, in accordo con la (48,5) è stato scritto ®,n = s@. 
Gli elementi di matrice f,n calcolati per mezzo delle funzioni 

d’onda quasi-classiche decrescono rapidamente in valore al crescere 
della differenza m — n, e sono al tempo stesso funzioni variabili 


lentamente del numero stesso n (per una differenza m — n fissata). 
Tenendo conto di questo, si può scrivere in modo approssimato 


f= > s ata, f;eiost — DI [an]? SI fsei0st, 


n 8 n 8 


dove è stata introdotta la notazione 
fs = iaia n? 


ed n è un certo valore medio del numero quantico nell'intervallo 
An. Ma Y|an |? = 14; quindi 
n 


f= > fseiost . 


La somma ottenuta ha la forma di un’ordinaria serie di Fourier. 


Dato che f deve coincidere al limite con la grandezza classica f (t), 
arriviamo al risultato che gli elementi di matrice f,,, diventano al 
limite le componenti fm _n dello sviluppo di f (t) in serie di Fourier. 

Analogamente gli elementi di matrice per le transizioni tra stati 
dello spettro continuo diventano le componenti dello sviluppo di 
f (t) in integrale di Fourier. Le funzioni d'onda degli stati stazionari 
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debbono essere allora normalizzate secondo una funzione 8 dell’ener- 
gia divisa per À. 

Tutti i risultati esposti si generalizzano direttamente a sistemi 
con più gradi di libertà che compiono un moto finito per il quale il 
problema meccanico (classico) ammette la separazione completa delle 
variabili nel metodo di Hamilton-Jacobi (il cosiddetto moto condi- 
zionatamente periodico; vedi vol. I, Meccanica, $ 52). Dopo la sepa- 
razione delle variabili il problema si riduce, per ciascun grado di 
libertà, a quello unidimensionale, e le condizioni di quantizzazione 
corrispondenti assumono la forma 


$ pi dg; = 2h (n;+v1), (48,6) 


dove l'integrale è esteso a un periodo della coordinata generalizzata 
Q,, € Yi è un numero dell'ordine dell’unità dipendente dal tipo di 
condizioni al contorno per il dato grado di libertà!). 

Nel caso generale di un moto arbitrario (non condizionatamente 
periodico) multidimensionale la formulazione delle condizioni 
quasi-classiche di quantizzazione richiede un ragionamento più 
approfondito”). Quanto alla nozione di «cella » nello spazio delle 
fasi, essa è sempre applicabile (nell’approssimazione quasi-classica) 
nella stessa forma. Ciò è evidente dal suo legame, rilevato sopra, con 
il numero di oscillazioni proprie di un campo d’onda in un volume 
dato dello spazio. Nel caso generale di un sistema con s gradi di 
libertà in un elemento di volume dello spazio delle fasi ci sono 


__ Aqua... Agshpy ... Aps 
AN e (48,7) 


stati quantici*). 


1) Cosi, per il moto in campo a simmetria centrale 
1 
$ prdr=228 (n0+3;), 
È Po do = 25h (1-m+ 7) i È Po do=2rhm 


(dove n} = n — lè un numero quantico radiale). L’ultima uguaglianza è dovu- 
ta semplicemente al fatto che py è la componente z del momento, uguale ad àm. 

?) Vedi J. B. Keller, Annals of Physics, 4, 180 (1958). 

3) In particolare, per una sola particella d3p/(2xà)? è il numero di stati che 
si trovano nell’intervallo d*p di valori della quantità di moto nel volume unita- 
rio dello spazio. Con ciò si spiega la coincidenza dei due significati della nor- 
malizzazione dell'onda piana (15,8), già sottolineata nella nota alla pag. 66. 
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PROBLEMI 


4. Determinare (approssimativamente) il numero di livelli energetici di- 
screti di una particella che si muove in un campo VU (r) che soddisfa la condizione 
di quasi-classicità. 

Soluzione. Il numero di stati « compresi » nel volume dello spazio delle 
fasi corrispondente a valori della quantità di moto nell’intervallo 0 < p < Pmax 
e a valori delle coordinate della particella contenuti nell'elemento di volume 
dV è uguale a 

47 


3 


3 
— ah —° 


Per un dato r la particella può avere (nel suo moto classico) una quantità 


dV 


di moto che soddisfa la condizione E = dr + U(r)<0. Sostituendo pmax = 


= V—2mU (r), otteniamo il numero totale di stati dello spettro discreto 


V2 m3!2 
nz h3 


dove l’integrazione è estesa alla regione dello spazio in cui U < 0. L’integrale 
diverge (il numero di livelli è infinito), se U decresce all’infinito come r-8 con s < 
< 2, in accordo con i risultati del $ 18. 

2. Lo stesso problema in un campo quasi-classico a simmetria centrale U (r) 
(V. L. Pokrovskij). 

Soluzione. In un campo a simmetria centrale il numero di stati non coincide 
con il numero di livelli energetici, data la degenerazione di questi ultimi rispetto 
alle direzioni del momento. Il numero cercato si può trovare osservando che il 
numero di livelli con dato valore del momento M coincide con il numero di livel- 
li (non degeneri) del moto unidimensionale in un campo con energia PoIenziale 
U ef; = U (r) + M?/2mr?. Il valore massimo possibile della quantità di moto pr 


per un dato r e per energie E < 0 è pr mar= V—2mUej;. Perciò il numero di 
stati (cioè il numero di livelli) è 


dr dp, _ V2m V M? 
2ah 2nà { Ur dr 


Il numero totale cercato di livelli discreti si ricava da qui facendo l’integra- 
le di 4M/}; (che nel caso quasi-classico sostituisce la somma su 7) ed è uguale a 


E { (—U)rdr. 


{ (Dar, 


$ 49. Moto quasi-classico in un campo a simmetria centrale 


Come è noto, la funzione d'onda di una particella che compie un 
moto in un campo a simmetria centrale si separa in una parte ango- 
lare e in una parte radiale. Consideriamo dapprima la parte angolare. 

La dipendenza della funzione d’onda angolare dall'angolo @ 
(che è determinata dal numero quantico m) è così semplice che il 
problema di trovare per essa le formule approssimate non si 
pone. Per quanto riguarda la dipendenza dall'angolo polare 6, 
essa, in accordo con la regola generale, è quasi-classica se il suo 
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numero quantico / è grande (questa condizione sarà formulata in 
modo più preciso più avanti).. 

Ci limitiamo qui a dedurre l’espressione quasi-classica della 
funzione angolare soltanto per il caso, il più importante nelle applica- 
zioni, di stati con numero quantico magnetico nullo (m = 0)}). Questa 
funzione coincide, a meno di un fattore costante, con il polinomio 
di Legendre P, (cos 6) (vedi (28,8)) e soddisfa l’equazione differen- 


ziale 


d2P; dP i 
La sostituzione 
P, (cos 9) = 40 (49,2) 


porta all’equazione 
” 1 \° d_@"” 
x+[(2+3) + ]x=% (43,0) 


che non contiene la derivata prima e che è analoga nella forma ad una 


equazione di Schròdinger unidimensionale. 
Nell’equazione (49,3) da «lunghezza d’onda di de Broglie » 


funge la quantità 
= [+3 +] 


La condizione di piccolezza della derivata dX/dr (condizione (46,6)) 
conduce alle disuguaglianze 


QI, (0/1 (49,4) 


(condizioni di quasi-classicità della parte angolare della funzione 
d'onda). Per grandi / queste condizioni sono soddisfatte in quasi 
tutto l’intervallo di valori di 9, con l’esclusione della regione degli 


angoli molto vicini a 00 a x. 
Se è soddisfatta la condizione (49,4) nella equazione (49,3) si può 


trascurare il secondo termine tra parentesi quadre rispetto al primo: 
42 
1 = 
1) Il caso contrario, m = /, deve corrispondere nel limite a un moto secondo 
un'orbita classica che si trova nel piano equatoriale 0 = x/2. In effettì 
pÎ (cos 6) = costante-sen! 0; 


per î + co questa funzione (e con essa anche |  [?) tende a zero per ogni 6 =£ 
+ 102. 
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La soluzione di questa equazione è: 
y= V sen0@ P;(cos0)= A sen [(2+ 3) 8-+a | (49,5) 


(A ed « sono costanti). 
Per gli angoli 0 € 1 nell’equazione (49,1) si può porre ctg 0 = 


= 1/9; sostituendo anche, in modo approssimativo, %( + 1) con 
(2 + 1/2)?, si ottiene l'equazione 


d°P, | 4 dPi +(1+3) 2.=0, 


do * 8 48 
che ha come soluzione la funzione di Bessel di ordine zero 
1 
P, (cos6)=Io[(1+) 0|, 9<1. (49,6) 
Il fattore costante è stato posto uguale a 1, in quanto per 0= 0 
deve essere P, = 1. L'espressione approssimata (49,6) per P, vale 


per tutti gli angoli 0 « 1. In particolare, può essere applicata anche 
per gli angoli nella regione 1/l « 0 <« 1, dove essa deve coincidere 
con l’espressione (49,5) valida per ogni 0 > 1/l. Per 0 51 la 
funzione di Bessel per grandi valori dell'argomento può venir so- 
stituita con l’espressione asintotica e si ottiene 


1 It 
PROSA I e 
PONE i dini ii AI 
si sul VO 
(nel coefficiente si può trascurare 1/2 rispetto a 2). Confrontando con 


la (49,5), troviamo che A = V/2/n2 ed a = xn/4. In tal modo otte- 
niamo in definitiva la seguente espressione per P, (cos 0) applicabile 


nel caso quasi-classico!): 
—3- sen | (2 = o+ I 
P;(cos0) palla] (49,7) 
La funzione sferica normalizzata viene quindi ad avere la forma (vedi 
la (28,8)): 
ji sen [(1+ 3) 0+3- 
to Veni 


Passiamo alla parte radiale della funzione d’onda. Come è stato 
mostrato nel $ 32, la funzione X (r) = r (r) soddisfa un’equazione 


(49,8) 


1) Richiamiamo l'attenzione sul fatto che proprio con la sostituzione di 
1(1 +1) con (f+- 1/2)? abbiamo ottenuto una espressione che viene moltiplicata 
per (-1)? quando si sostituisce 0 con rr — 0, come deve essere per la funzione 


P, (cos 0). 
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identica ad un’equazione di Sehròdinger unidimensionale con energia 
potenziale 


h2 1(14-1 
U:(M=U (mM + TED. 


Possiamo quindi applicare i risultati ottenuti nei paragrafi prece- 
denti prendendo come energia potenziale la funzione U, (r). 

Il caso più semplice è il caso in cui / = 0. L'energia centrifuga 
manca e, se il campo VU (r) soddisfa la condizione necessaria (46,6), 
la funzione d’onda radiale sarà quasi-classica in tutto lo spazio. 
Perr = 0 deve essere X = 0, la funzione quasi-classica X (r) si deter- 
mina quindi in conformità con le formule (47,6). 

Se invece / 40, la condizione (46,6) deve essere soddisfatta 
anche dall’energia centrifuga. Nella regione dei piccoli valori di r, 
dove l’energia centrifuga è dell’ordine di grandezza dell’energia 
totale, la lunghezza d'onda % = h/p — r/l e la condizione (46,6) 
dà > 1. In tal modo, se / non è grande, nella regione dei piccoli 
valori di r la condizione di quasi-classicità è violata dall’energia 
centrifuga. Possiamo facilmente verificare che otterremo il valore 
‘corretto della fase della funzione d'onda quasi-classica % (r) se la 
calcoleremo secondo le formule del moto unidimensionale sostituendo 
nell’energia potenziale U, (r) il coefficiente /(2 + 1) con il coef- 


ficiente (2 + 1/2)2)): 
4 \2 
. (+3) 


U,(1)=U (MM+ RC, s (49,9) 


Il problema dell’applicabilità dell’approssimazione quasi-elas- 
sica ad un campo coulombiano VU = + «/r richiede di essere consi- 
derato a parte. Dell’intera regione del moto la più importante è la 
parte corrispondente a distanze r per cui ]U]- |E], cioè 
r = al | E |. La condizione di quasi-classicità del moto in questa 
regione si riduce alla richiesta che la lunghezza d'onda 
à — h/V 2m | E | sia piccola rispetto alle dimensioni a/ | E | della 
Tegione; ciò dà 

2 
IEIKG» (49,10) 
cioè il valore assoluto dell'energia deve essere piccolo rispetto 
all'energia della particella nella prima orbita di Bohr. La condizione 
(49,10) si può anche scrivere nella forma 


(02 


1) Cosi, nel caso elementare del moto libero (U = 0) la fase della funzione 
calcolata secondo la formula (48,1) con UV; dato dalla formula (49,9), per grandi 
r coinciderà come doveva essere, con la fase della funzione (33,12). 
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dove v- VIE lm è la velocità della particella. Richiamiamo 
l’attenzione sul fatto che questa condizione è il contrario della con- 
dizione (45,7) di applicabilità della teoria delle perturbazioni al 
campo coulombiano. 

Per quanto riguarda la regione delle piccole distanze (U (r) > £), 
essa non presenta alcun interesse in un campo coulombiano repulsivo 
in quanto, per U > È, le funzioni d'onda quasi-classiche si smorzano 
esponenzialmente. In un campo attrattivo, invece, per piccole / è 
possibile la penetrazione della particella nella regione dove 
1U|D[Z|, cosicché sorge qui il problema dei limiti dell’appli- 
cabilità dell’approssimazione quasi-classica. Usiamo la condizione 
generale (46,7) ponendovi 


dU a N VANESSA ‘ma 


In definitiva troviamo che la regione di applicabilità dell’appros- 
simazione quasi-classica è limitata alle distanze 


r> h°/ma, (49,12) 


cioè a distanze grandi rispetto al « raggio » della prima orbita di 
Bohr. 


PROBLEMA 


Determinare il comportamento della funzione d’onda nell'intorno dell’ori 
gine delle coordinate se per r + 0 il campo tende all’infinito come +a/r# con s > 


> 2. 
Soluzione. Per r sufficientemente piccoli la lunghezza d’onda è 
h hr8/° 
vmiUl  Vma' 
cosicché 


da 
dr vVma 


la condizione di quasi-classicità è quindi soddisfatta. In un campo attrattivo 
U, + —00 per r +0. In questo caso la regione nell’intorno dell'origine delle 


Pre è classicamente accessibile e la funzione d’onda radiale Y — 1/V/p, 
a cui 
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In un campo repulsivo la regione dei piccoli r è classicamente inaccessibile. 
In questo caso la funzione d'onda per r +0 tende esponenzialmente a zero. 
Omettendo il fattore che moltiplica la funzione esponenziale, abbiamo 


oppure 


$ 50. Attraversamento di una barriera di potenziale 


Consideriamo il moto di una particella in un campo del tipo 
rappresentato nella fig. 13, caratterizzato dalla presenza di una 
barriera di potenziale, ossia di una regione in cui l’energia potenziale 
U (x) supera l’energia totale £ della particella. Nella meccanica clas- 


U(2) 


Fig. 13 


sica una barriera di potenziale è impenetrabile per la particella; 
nella meccanica quantistica, invece, la particella può, con probabi- 
lità differente da zero, passare « attraverso la barriera »: effetto « tun- 
nel »1). Se il campo U (x) soddisfa le condizioni di quasi-classicità, il 
coefficiente di trasmissione della barriera può essere calcolato in 
forma generale. Osserviamo che queste condizioni implicano, in 
particolare, che la barriera deve essere larga e che il coefficiente di 
trasmissione nel caso quasi-classico deve essere quindi piccolo. 

Per non interrompere i calcoli che seguiranno, risolviamo pre- 
liminarmente il seguente problema. Supponiamo che la funzione 
d’onda quasi-classica nella regione a destra del punto d’inversione 
x = b (dove U (x) < E) abbia la forma di un’onda progressiva: 


Vp 
Si chiede di trovare la funzione d’onda di questo stesso stato nella 


regione x < b. Per il cammino d'integrazione nel piano delle x 
complesse, procediamo come nel $ 47. 


y= o exp (+ | pda+7) . (50,1) 
d 


1) Un esempio di questo tipo è stato già considerato nel problema 2, $ 25. 
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Ponendo 
E-U (2) = Fo(r—-Dd), Fo> 0, 


scriviamo la funzione (50,1) nella forma 


Xx 


C 4 i 9 Ri — e in 
vA)= par {7 V2mF Va—bdx+7} 


e studiamo il suo comportamento lungo un cammino che va da destra 
a sinistra secondo un semicerchio nel semipiano superiore: 


a—b= pe??, 
Xx 
i | Va=bdr= È p8/2 — sen SFP +icos FP) ì 
b 
dove la fase @ varia da 0 a x. Lungo questo cammino la funzione 
* (x) prima decresce e poi cresce in modulo diventando infine uguale 


a 
b 


C 1 1 S7® 77 is 
= O riga AP {| V2mFo (r— d) dx + T} . 


Troviamo cosi la seguente regola di corrispondenza!): 


>» exp {7 pdr+ 4} + Ta exp {z| Î pdz|}. (50, 2) 
x>b x<b 


Sottolineiamo che questa regola ammette un determinato tipo di 
funzione d'onda (onda progressiva verso destra) nella regione classi- 
camente accessibile e deve essere applicata proprio per il passaggio 
da quest’ultima nella regione classicamente inaccessibile. 
Veniamo ora al calcolo del coefficiente di trasmissione della 
barriera di potenziale. Supponiamo che la particella incida sulla 
barriera provenendo dalla regione / da sinistra. Allora nella regione 
III, dietro la barriera, ci sarà soltanto l’onda che ha attraversato 


1) Aggirando invece il punto d’inversione da destra a sinistra nel semipiano 
inferiore, la funzione w (7) prima cresce e poi decresce in modulo diventando 
sul semiasse sinistro (gp + — x) una grandezza esponenzialmente piccola che 
non sarebbe giustificato conservare « sullo sfondo » della funzione esponenzial- 
mente grande (50,2). Sultratto delcammino dove y (x) è esponenzialmente grande, 
a causa dell'imprecisione dell’approssimazione quasi-classica, si perde il ter- 
mine aggiuntivo esponenzialmente piccolo che però, per p + —nx, potrebbe 
diventare un termine esponenzialmente grande, che dunque andrebbe perduto 
ugualmente. 
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la barriera e che si propaga verso destra; scriviamo la funzione d’onda 
in questa regione nella forma 


ya exp (+ | pdr+ ) : (50,3) 
ò 


dove v = p/m è la velocità delle particelle e D la densità di corrente 
dell'onda. Applicando la formula (50,2), troviamo la funzione d'onda 
della regione //, all’interno della barriera: 


NELLE: ,d 
#=V 7a = (#|f 262])= 
= Vip (#|foe+]{o@]): Soa) 


Applicando infine la regola (47,5), nella regione /, prima della bar- 


riera troviamo: 
a 


DEA b 
w=2V exp (7 flpld2) cos (7 | pd). 
a x 
Ponendovi 


db 
D=exp(—$ ||p]de) (50,5) 


questa funzione assume la forma 


Il primo termine (che tende, per € + — co, a un’onda piana w — 
= etpx/h), descrive l'onda incidente sulla barriera e il secondo l’onda 
riflessa dalla barriera. La normalizzazione scelta corrisponde alla 
densità di corrente uguale a uno nell’onda incidente e, di conseguen- 
za, la grandezza D, densità di corrente nell’onda nella regione dietro 
la barriera, coincide con il coefficiente di trasmissione della barriera 
cercato. Va sottolineato che questa formula è applicabile soltante 
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se l’espressione nell’esponente è grande, cosicché la stessa grandezza 
D è piccola!). 

In quanto precede si è supposto che il campo VU (x) soddisfi la 
condizione di quasi-classicità in tutta l’estensione della barriera 
(escludendo solo l’intorno immediato dei punti d’inversione). Nella 
pratica, però, spesso si devono trattare barriere nelle quali la curva 
dell'energia potenziale varia cosi bruscamente da una delle due parti 
che l’approssimazione quasi-classica è inapplicabile. Il fattore 
esponenziale fondamentale in D resta lo stesso che nella formula 
(50,5), ma il fattore che moltiplica l’esponenziale (uguale a uno nella 
(50,5)) cambia. Per valutarlo occorre, in linea di massima, calcolare 
la funzione d’onda esatta nella regione non quasi-classica e determi- 
nare di conseguenza la funzione d’onda quasi-classica all’interno, 


della barriera. 


PROBLEMI 


1. Determinare il coefficiente di trasmissione della barriera di potenziale 
rappresentata nella fig. 14; U (2) = 0 peraz<0, U (2) = Un — Fr perx > 0; 
calcolare soltanto il fattore esponenziale. 

Soluzione. Un calcolo semplice porta al risultato 


D- exp [ ir in Un E)? | 


2. Determinare la probabilità per una particella (con momento angolare 
nullo) di uscire dalla buca di potenziale a simmetria centrale: U (r) = —Ug 
perr <ro, U (r)= a/r perr > ro (fig. 15)?). 


Vo) 


Fig. 14. Fig. 15 


1) Il fatto che D è esponenzialmente piccolo è dovuto anche all’uguaglianza 
delle ampiezze delle onde incidente e riflessa nella regione /; nell’approssima= 
zione quasi-classica la differenza esponenzialmente piccola tra di esse si perde. 

?) Questo problema è stato originariamente considerato da G. A. Gamov 
1928), da K. W. Gurney e E. U. Condon (1929) in relazione con la teoria del 

ecadimento radioattivo alfa. 
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Soluzione. Un problema a simmetria centrale si riduce a un problema unidi- 
mensionale e quindi è possibile applicare le formule ottenute sopra. Abbiamo 


a/E etna 
2 x 
v-exp[-7 2m(C-E) ar]. 
To 


Calcolando l’integrale otteniamo 


Nel caso limite ro +0 questa formula diventa 


na 2m \_ a 2a 
v-ep(-V F)=e(-3). 
Queste formule sono applicabili quando l’esponente è grande, ossia a/fiv > 1. 
Questa condizione, come doveva essere, coincide con la condizione (49,11) per il 
moto quasi-classico in un campo coulombiano. 
3. Un campo U (x) rappresenta due buche di potenziale simmetriche (/ e //, 
fig. 16) separate da una barriera. Se la barriera fosse impenetrabile per la parti- 
cella ci sarebbero livelli energetici cor- 
rispondenti al moto della particella sol- 
tanto nell’una o nell’altra buca, iden- 
tici per ambedue le buche. La possibilità 
di attraversamento della barriera impli- 
ca la separazione idi ciascuno di questi 
livelli in due livelli vicini corrisponden- 
ti a stati in cui la particella si muove 
contemporaneamente in ambedue le bu- 
che. Determinare questa separazione (il 
campo U (x) è supposto quasi-classico). 
i Soluzione. Per trovare la soluzione ap- 
| prossimata dell’equazione di Schròdin- 
ger nel campo U (z), che trascuri la pro- 
a xt babilità di attraversamento della barrie- 
ra, usiamo la funzione d’onda quasi-clas- 
Fio. 16 sica o (7) che descrive il moto (con una 
B. determinata energia Eq) in una delle 
due buche (nella buca 7, per esempio), 
usiamo cioè una funzione che si smorza esponenzialmente all’esterno di ambedue 
le pareti di questa buca; la funzione wp (7) è supposta normalizzata in modo tale 
che l'integrale di w7 sulla regione della buca / sia uguale a uno. Poiché la pro- 
babilità di attraversamento della barriera è piccola il livello Ey si separa nei 
livelli E, e Fg. Le funzioni d’onda esatte nell’approssimazione d’ordine zero 
corrispondenti a questi livelli sono combinazione simmetrica e antisimmetrica 


di wo (2) e po (2): 


1 
i (E) = [o (2)-+po (—2)], 
V2 (1) 


1 
o ()= 37 [o (€) — po ( 2)]. 


Nella regione della buca / la funzione wo (—z) è trascurabilmente piccola rispetto 
a ‘po (7), mentre nella buca 7/ è vero il contrario. Quindi il prodotto og (2) po (—2) 
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è trascurabilmente piccolo ovunque e le funzioni (1) sono normalizzate in modo 
tale che gli integrali dei loro quadrati nelle buche / e // sono uguali all'unità. 
Scriviamo le equazioni di Schrédinger 


E 
+7 (E0—-U) po=0, 


si 
dI+37 (EU) 41 =0, 


moltiplichiamo la prima per w; e la seconda per wo, sottraiamo membro a membro 
e integriamo rispetto a dz nei limiti tra 0 e co. Tenendo conto che in x => 0: 


w= V2o, wi = 0 e che 


C 1 c 1 
dx <= == 2 =-7, 


troviamo 
î h° ; 
Ej-Eo= = (0) o (0). 


Analogamente troviamo per £, — £, la stessa espressione con il segno opposto. 
Quindi 


2h 
Eg-Ei==—7 do (0) o (0). 


Mediante la formula (47,1) con il coefficiente C dalla (48,3) troviamo 


w0=}/ an (-4 Î 1214), 
0 


muog 


wi (0)= 2 0 (0), 


dove vv = V2(Uo — Eo)/m. Quindi, 

a 

wh 1 
L.bi? exp | TR | Î p | dz) 

-a 

dove a è il punto d'inversione corrispondente all’energia £; (vedi fig. 16). 
4. Determinare il valore esatto del coefficiente di trasmissione D (senza 

supporlo piccolo) della barriera di potenziale parabolica U (x) = —%z?/2 
(E. M. Kemble, 1935)?). 


Soluzione. Per qualsiasi valore di % e £ il moto è quasi-classico a distanze 
x | sufficientemente grandi, dove 


DE y/ 21 (£+3 kr) 32 Vmk+ E pei 
e la forma asintotica della soluzione dell'equazione di Schròdinger è 
y=costante.E#'8-1/2 exp (+ iî2/2), 
1) La soluzione di questo problema si può applicare anche all’attraversamen- 


to vicino al vertice di una barriera qualsiasi Y (2), che nella regione vicina al 
suo massimo ha una dipendenza quadratica da 7. 
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dove è stato posto: 
== ( mk È eZ / 
h? © hh k° 
A noi interessa la soluzione che per z + +00 contiene soltanto l'onda che 
ha attraversato la barriera, cioè che si propaga da sinistra a destra. Poniamo 


y= BE! 1/2 exp (it2/2) per 2 + co, (1) 
p=(—t) 7! 1/2 exp(—1E2/2)4+A(—b)î-!/2 exp (it2/2) per 7-+—0c0. (2) 


Il primo termine nella (2) rappresenta un’onda incidente, il secondo un'onda 
riflessa (la direzione di propagazione di un'onda è quella in cui la sua fase cresce). 
La relazione tra A e 8 può essere trovata partendo dal fatto che l’espressione 
asintotica di w vale in tutta la regione abbastanza lontana del piano della varia- 
bile complessa È. Seguiamo la variazione della funzione (1) lungo un semicer- 
chio di raggio p nel semipiano superiore di È 


E=pe'?, it2—=p?(—sen 2p+f c0829), 
dove © varia da 0 a x. Alla fine del cammino la funzione (1) diventa il secondo 
termine della (2) con il coefficiente 
A=B (emie-1/2 — — iBe7T®» (3) 


nell'intervallo del cammino (1/2 < @ < x), dove il modulo | exp (iE?/2) | è 
esponenzialmente grande, viene persa una grandezza esponenzialmente piccola 


che dovrebbe dare il primo termine della (2)1). 
Per la normalizzazione dell'onda incidente scelta nella (2) la condizione 


di conservazione del numero di particelle assume la forma 


|AP+|B}P=4. (4) 
Dalle (3) e (4) ricaviamo il coefficiente di trasmissione cercato 
1 
D=|BkRh=--_,t. 
| d-4e 7278 


Questa formula vale per qualsiasi E. Se l'energia è negativa e grande in valore 
assoluto, si ottiene D ® e72"!Ì in accordo con la formula (50,5). Per E > 0 


la grandezza 
1 


4 + e27€ 


è il coefficiente di riflessione al di sopra della barriera. 


R=41-D 


$ 51. Calcolo degli elementi di matrice quasi-classici 


Il calcolo diretto degli elementi di matrice di una grandezza 
fisica f con le funzioni d'onda quasi-classiche presenta grandi diffi- 
coltà. Supponiamo che le energie degli stati per la transizione fra i 
quali si calcola l'elemento di matrice non siano vicine, cosicché 


1) Il cammino nel semipiano inferiore sarebbe inutile per la determinazione 
di A, perché nel tratto (—n < @ < —n/2), adiacente all’estremità sinistra del 
cammino (dove wè data dalla formula (2)), il termine contenente -exp (it*/2) è 
esponenzialmente piccolo rispetto a -quello contenente exp (T—it?/2). 
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quest'ultimo non si riduce alla componente di Fourier-della grandez- 
za f ($ 48). Le difficoltà sono dovute al fatto che, dato il carattere 
esponenziale (con esponente immaginario grande) delle funzioni 
d’onda, l’espressione integranda risulta una grandezza rapidamente 
oscillante. 

Considereremo il caso unidimensionale (moto in un campo U (z)) 
e supporremo, per semplicità, che l'operatore della grandezza fisica 
f sia semplicemente funzione della coordinata 7. Siano w, e w, le 
funzioni d'onda corrispondenti ai valori £, ed £, dell'energia della 


particella (con E, > £,, fig. 17); supponiamo che le funzioni W 
e , scelte siano reali. Dobbiamo calcolare l'integrale 
+00 
fa= | Vafwade. (54,1) 


— 00 


Conformemente alla (47, 5) la funzione d’onda w,, nelle regioni 
da ambo le parti del punto d’inversione 7 = a, (e abbastanza lontano 
da esso), ha la forma 


i __ Ca 3 1 
gini rev olii 3 (54,2) 


X 
C 1 
per rD> ai )i= 75 COS (+) pidz—5-) 
1 


e analogamente per 

Il calcolo dell’integrale (51,1) con la sostituzione in esso di 
queste espressioni asintotiche delle funzioni d’onda darebbe però 
un risultato sbagliato. Il fatto è che, come vedremo più avanti, questo. 
integrale è una grandezza esponenzialmente piccola mentre la fun- 
zione integranda di per sé non è piccola. Perciò una variazione rela-. 
tivamente piccola di quest'ultima cambia, in generale, l'ordine 
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di grandezza dell’integrale. Questa difficoltà si può superare nel 
modo seguente. 

Rappresentiamo la funzione w, sotto forma di somma w, = 
= Wi + w, scomponendo il coseno (nella regione 7 > 4,) nella somma 
di due espressioni esponenziali. Secondo la (50,2) abbiamo 


per T<X do: vi= 7 © (#| Î p3dz|} ’ 
se (51,3) 


dc 
. pi _l2 + | in \. 
per x > dg: Viva (7) padz4+7); 


la funzione w7 è la complessa coniugata di wi} [wj = (Y3i)*]. 

Anche l’integrale (51,1) si scompone nella somma di due integrali 
complessi coniugati, f,, = fi, + f;,, del cui calcolo ci occuperemo. 
Osserviamo preliminarmente che l’integrale 

+ 00 
= | vfvta: 


— 00 


converge. Infatti, benché la funzione w} nella regione x < a, cresca 
esponenzialmente, in compenso la funzione w, nella regione 7 < a; 
decresce esponenzialmente ancora più rapidamente (in quanto si 
ha dappertutto nella regione 2 < a,, pi ]1> pa |. 

Consideriamo la coordinata 7 come variabile complessa e spo- 
stiamo il cammino d'integrazione dall’asse reale al semipiano supe- 
riore. Quando 7 acquista un incremento immaginario positivo, nella 
funzione w, (nella regione x > a;) compare un termine crescente, 
ma in compenso la funzione ywj decresce più rapidamente, poiché 
dappertutto nella regione z > a; si ha p, > pi. Pertanto l'’espres- 
sione integranda decresce. 

Il cammino d'integrazione spostato non passa più per i punti 
x = a;, ay dell'asse reale in prossimità dei quali l’approssimazione 
quasi-classica è inapplicabile. Perciò lungo tutto il cammino invece 
delle p, e yj si possono usare le loro espressioni asintotiche nel semi- 


piano superiore. Tali funzioni sono 


-— Celi v>rt02E]) 
iS a iem UE ©? (i J dii (51,4) 


REINEIBRA RE RI | 
di = n 0 -Egji exp ( riv E) dr), 


deve la determinazione delle radici è tale che esse sono positive 
sull’asse reale nella regione 7 < a. 
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Nell’integrale 
__CiCg i za 
237 Vin | exp (7) V2mU—-E)drT— 
x 
1 dr f (x) da 
TG E aa" 91,9 
A jV2m re de] [U — E) (U— Ea)!" va. 
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ci proponiamo di spostare il cammino d’integrazione in modo tale 
da far diminuire, per quanto possibile, il fattore esponenziale. L'e- 
sponente ha un valore estremale soltanto nei punti in cui VU (2) = 00 
(per E, # E, la sua derivata rispetto a 7 non si annulla in nessun 
altro punto). Quindi lo spostamento del cammino d'integrazione 
nel semipiano superiore è dettato soltanto dalla necessità di girare 
attorno ai punti singolari della funzione U (z); secondo la teoria 
generale delle equazioni differenziali lineari essi coincidono con i 
punti singolari delle funzioni d’onda y (7). La scelta concreta del 
cammino dipende dalla forma concreta del campo U (z). Così, se 
la funzione VU (7) ha nel semipiano superiore un solo punto singolare 
X = Zoe, l'integrazione si può eseguire lungo il cammino rappresen- 
tato nella figura 18. La parte essenziale nell’integrale è data dall’in- 
torno immediato del punto singolare, cosicché l'elemento di matrice 
cercato f,g = 2Refi, è proporzionale sostanzialmente a un'espressione 
esponenzialmente piccola che si può scrivere nella forma 


fia — exp (-3 Im [| VInE=D da {vm (E-U) dz |) 
(51,6) 


(L.D. Landau, 1932)!). Come limiti inferiori degli integrali si possono 
scegliere punti qualsiasi nelle regioni classicamente accessibili; 
la loro scelta concreta non influisce, evidentemente, sulla parteimma- 
ginaria degli integrali. Se la funzione U (2) ha più punti singolari 
nel semipiano superiore, occorre allora scegliere per punto x, nella 
(51,6) quello per cui l'esponente ha il valore minimo assoluto’). 
Il calcolo degli elementi di matrice quasi-classici per il moto in 
un campo a simmetria centrale va eseguito allo stesso modo. Però 
U (r) va intesa ora come l’energia potenziale efficace (somma delle 


1) La sostituzione delle funzioni d’onda con le loro espressioni asintoti- 
che che abbiamo fatto nel dedurre le formule (51,5) e (51,6) è legittima poiché 
l'ordine di grandezza dell’integrale calcolato lungo il cammino rappresentato 
nella fig. 18 è determinato dall'ordine di grandezza dell'espressione 
integranda e perciò una variazione relativamente piccola dell'ultima non 
ha un'influenza sostanziale sul valore dell’integrale. 

?) Supponiamo che la grandezza f (7) stessa non abbia punti singolari. 
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energie potenziale e centrifuga) che sarà diversa per stati con diversi 
valori di !. In vista di ulteriori applicazioni del metodo esposto, 
scriveremo le energie potenziali efficaci in due stati in forma generale 
come U, (r) e U, (r). Allora l’esponente del fattore esponenziale del- 
l'espressione integranda nella (51,5) avrà un valore estremale non 
soltanto nei punti in cui U, (r) o UV, (r) diventano infinite, ma anche 
nei punti in cui 


U,(r) —U,;(r)=E,— E. (51,7) 


Perciò nella formula 


fa ex (-4m[{VInE=D) dr— |VmEe=0) dr |) 
(51,8) 


fra i valori Fo in competizione occorre tener presenti non soltanto 
N singolari UV, (r) e U, (r), ma anche le radici dell'equazione 

Il caso a simmetria centrale si differenzia anche per il fatto che 
l'integrazione in dr nella (51,1) va eseguita da 0 (e non da —00) a 


+00: 
Î12= | XfXs dr. 
0 


In questa relazione vanno distinti due casi. 

n Se l’espressione integranda è una funzione 

0 pari di r, l’integrazione si può formalmente 

estendere all'intera regione da —co a +00, 

z cosicché non c'è nessuna differenza da quan- 

to visto precedentemente. Questo caso si può 

Fig. 18 presentare se Z, (r) ed U, (r) sono funzioni 

pari dir [U(—r) = U (r)]. Allora le fun- 

zioni d'onda X, (r) e X» (r) sono o funzioni pari o funzioni di- 

spari (vedi $ 21)}) e se anche la funzione f (r) è pari o dispari il prodotto 
XifX: può essere pari. 

Se invece l’espressione integranda non è pari (ciò che avviene 
sempre se U (r) non è pari), allora il punto di partenza del cammino 
d’integrazione non può essere spostato dal punto r = 0, e nell’insieme 
dei valori ro che entrano in gioco nella (51,8) va incluso anche il 


valore rg = 0. 


!) Per U (r) pari la funzione d’onda radiale A (r) è pari (dispari) per 2 pari 
dispari), come è evidente dal suo comportamento per piccolì r (dove R =» rl). 
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PROBLEMI 


4. Calcolare gli elementi di matrice quasi-classici (limitandosi al fattore 


esponenziale) nel campo U = Uoe ”*. 

Soluzione. U (x) diventa infinita soltanto per x + —co. Conformemente a 
ciò poniamo zo = — co nella (51,6). L'integrazione si può estendere da—c0 a -|-00. 
Entrambi gli integrali divergono al limite —coo. Calcoliamoli quindi dap- 
prima nell’intervallo tra —r e -+oo e poi passiamo al limite x + co. Il 
risultato che otteniamo è 


num 
fig — OXP (-3 (—v1) | ; 


dove v = V2£;/m, vg = V2E/m sono le velocità della particella all'infinito 
{x + 00) dove il moto è libero. 


2. Lo stesso problema nel campo coulombiano U = _ per transizioni fra 


gli stati con /= 0. 

Soluzione. L'unico punto singolare della funzione U (r) è il punto r= 0. 
L’integrale corrispondente è stato calcolato nel problema 2 del $ 50. Il risultato 
che otteniamo secondo la formula (54,8) è 


$ 52. Probabilità di transizione nel caso quasi-classico 


L'’attraversamento di una barriera di potenziale è un esempio 
di processo assolutamente impossibile nella meccanica classica. 
Nel caso quasi-classico la probabilità di tali processi è esponen- 
zialmente piccola. L’esponente corrispondente può essere determi- 
nato nel modo seguente. 

Considerando la transizione di un qualche sistema da uno stato 
ad un altro, risolviamo le corrispondenti equazioni classiche del moto 
e troviamo la «traiettoria » della transizione che risulta, però, 
complessa, conformemente all’impossibilità del processo nella mecca- 
nica classica. In particolare, risulta, in generale, complesso il « punto 
di transizione » 9, nel quale ha formalmente luogo la transizione 
del sistema da uno stato all’altro; la posizione di questo 
punto è determinata dalle leggi di conservazione classiche. 
Calcoliamo poi l’azione S, (91) 90) + Sa (90, 92) per il moto del si- 
stema nel primo stato da una certa posizione iniziale g; al « punto 
di transizione » 90 e poi nel secondo stato da 9, alla posizione finale 
gQ,. La probabilità cercata sarà data allora dalla formula 


= exp { — Im [Sì (91 90) +5: (10 da}. = (521) 


Se la posizione del « punto di transizione » non è univoca, si deve 
scegliere quella fra esse per cui l’esponente della (52,1) ha valore 
assoluto minimo :(al tempo stesso, beninteso, questo valore deve 
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essere sufficientemente grande perché la formula (52,1) sia in gene- 
rale applicabile)!). 

La formula (52,1) corrisponde alla regola per calcolare gli ele- 
menti di matrice quasi-classici ottenuta nel paragrafo precedente. 
Va tuttavia sottolineato che sarebbe sbagliato calcolare il coeffi- 
ciente che precede l’esponenziale nella probabilità di transizione 
per questo caso, a partire dal quadrato dell'elemento di matrice 
corrispondente. 

Il metodo delle traiettorie complesse classiche basato sulla formula 
(52,1) ha un carattere generale ed è applicabile alle transizioni nei 
sistemi con numero arbitrario di gradi di libertà (L. D. Landau, 
1932). Se il punto di transizione è reale, ma giace nella regione clas- 
sicamente inaccessibile, la formula (52,1) coincide allora (nel caso 
elementare di un moto unidimensionale) con l’espressione (50,5) 
per la probabilità di attraversamento della barriera di potenziale. 


Riflessione al di sopra dalla barriera 


Applichiamo la (52,1) al problema unidimensionale della riflessione 
al di sopra dalla barriera, ossia della riflessione di una particella con 
energia che supera l’altezza della barriera. In questo caso per go 
occorre intendere la coordinata complessa x, del « punto d'’inversio- 
ne » in cui la particella inverte la direzione del suo moto, cioè la 
radice complessa dell’equazione © (7) = E. Mostriamo come in 
questo caso si può calcolare il coefficiente di riflessione e contempo- 
raneamente, con precisione anche maggiore, il coefficiente che precede 
l’esponenziale. 

Dobbiamo di nuovo stabilire (come anche nel $ 50) una cor- 
rispondenza tra la funzione d’onda a destra e lontano dalla barriera 
(onda trasmessa) e la funzione d’onda a sinistra e lontano dalla 
barriera (onda incidente + riflessa). Questo si fa facilmente con un 
procedimento analogo a quello già applicato nei $$ 47 e 00, 
considerando w come una funzione della variabile complessa x. 

Scriviamo l’onda trasmessa nella forma 


nz an (i fre) 


(dove x; è un punto qualunque sull’asse reale) e seguiamo la sua 
variazione lungo il cammino C nel semipiano superiore che gira in- 
torno (sufficientemente lontan”) al punto d’inversione x, (fig. 19); 
l’ultimo tratto di questo cammino deve trovaisi interamente a 


1) Se l’energia potenziale stessa del sistema ha punti singolari, anche questi 
punti debbono appartenere al numero dei valori di go, in gioco. 
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sinistra e abbastanza lontano dal punto d’inversione, perché l’er- 
rore della funzione d’onda approssimata (quasi-classica) dell’onda 
incidente sia minore della grandezza piccola cercata p_. L'aggira- 
mento del punto x, implica il cambiamento di segno della radice 
VE_- U(x)ealritorno sull’asse reale la funzione wy si trasforma 
quindi nell’onda y_ propagantesi a sinistra, cioè nell’onda riflessa!). 


Ì 


Z 
Fig. 19 


Poiché le ampiezze delle onde incidente e trasmessa si possono con- 
siderare come coincidenti, il coefficiente di riflessione cercato È 
sarà dato semplicemente dal rapporto dei quadrati dei moduli di 


p_ew: 
R=|-2|'= exp(=$Im | pde). (52,2) 
Cc 


Dopo aver ottenuto questa formula si può deformare arbitraria- 
mente il cammino d’integrazione nell'esponenziale; se lo si trasforma 
nel cammino C’ rappresentato nella figura 19, l'integrale si riduce 
al doppio dell’integrale lungo il cammino da z; ad xy e otteniamo 

4) 
R=e-49%%1.x0)/h, 0(2,, x) =Im | p (x) dx; (52,3) 
Xi 


poiché la funzione p (x) è reale su tutto l’asse reale, la scelta di z, 
non ha importanza. Richiamiamo l’attenzione sul fatto che il coef- 
ficiente che precede l’esponenziale nella (52,3) risulta uguale a uno 
(V. L. Pokrovskij, S. K. Savvinyh, F. R. Ulinic, 1958) ). 

Come abbiamo già notato, tra tutti i valori possibili di 7, occorre 
scegliere quello per cui l’esponente nella (52,3) ha valore assoluto 
minimo (inoltre, questo valore deve essere ancora sufficientemente 
grande rispetto ad uno)*). Si sottintende anche che se l'energia poten- 
ziale U (x) stessa ha punti singolari nel semipiano superiore, l’in- 


.  ?) L'aggiramento lungo un cammino che passa sotto il punto zo (per esem- 
pio, semplicemente lungo l’asse reale) trasforma invece la funzione w+ nell’on- 
da incidente. 

?) La deduzione riportata nel testo di questo risultato appartiene a 
L. D. Landau (1961). 

3) Vanno considerati, ovviamente, soltanto punti zo per cui o > 0, cioè 
punti appartenenti al semipiano superiore. 
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tegrale o (z,, zo) ha per essi valori maggiori (in caso contrario è proprio 
un tal punto singolare a determinare il valore dell’esponente, ma 
il coefficiente che precede l’esponenziale non sarà più quello che 
compare nella (52,3)). L'ultima condizione viene evidentemente vio- 
lata al crescere dell’energia £ se U (2) diventa infinita da qualche 
parte del semipiano superiore: ad un certo istante il punto 7g, dove 
U = E, si sarà talmente avvicinato al punto z» dove U = co che 
entrambi daranno un contributo confrontabile al coefficiente di 
riflessione (l’integrale 0 (xo, o) — 1) e la formula (52,3) non sarà 
più applicabile. Nel caso limite in cui £ è tanto grande che l’inte- 
grale in questione è piccolo rispetto ad uno, è applicabile la teoria 
delle perturbazioni (vedi problema 2)?) 


PROBLEMI 


1. Determinare nell’approssimazione quasi-classica, con precisione espo- 
nenziale, la probabilità di fissione del deutone nell’urto con un nucleo pesante 
considerato come il centro fisso di un campo coulombiano (E. M. Lifsic, 1939). 

Soluzione. Il contributo maggiore alla probabilità di reazione è dato dagli 
urti con momento orbitale nullo. Nell’approssimazione quasi-classica questi 
sono urti «frontali » in cui il moto delle particelle si riduce al moto unidimen- 
sionale. 

Sia £ l’energia del deutone misurata in unità e che corrisponde all’energia 
di legame del protone e del neutrone in esso; En e E, sono le energie del neu- 
trone e del protone di fissione (nelle stesse unità). Introduciamo inoltre la 
coordinata adimensionale g= r/(Ze?/e) (Ze è la carica del nucleo) e indichiamo 
con go il suo valore (in generale complesso) nel « punto di transizione », cioè 
nell’«istante della fissione » del deutone. Rappresentiamo En, Ep, £ nella forma 

Di, vo 1 | 4 
En=-<3» Ep=>+t%' e Lr (1) 


Uns Up» va sono le « velocità » delle particelle nell’istante della fissione, misurate 


nelle unità Ve/m (m è la massa del nucleone); v, è reale e coincide con la velo- 
cità del neutrone di fissione, mentre v) e va sono complesse. Le condizioni di 
conservazione dell’energia e della quantità di moto nel punto di transizione 


danno 
sai Ep +tEn=E-1, vpttn= 204 (2) 
vp=2i+vn> va=itUn 7 =E+1-0+200n. 


L'azione del sistema prima della transizione corrisponde al moto del deutone nel 
campo del nucleo sino al punto di fissione; la sua parte immaginaria è 


nie do de a 
Im Sj=Ze2 yV im Î Vi(2-4) dga= 
E q 
m 2 
=z08]/ 2 im {2 va — Arch V@aE }. 3) 
€ E doVd VE do ( 


1) Il caso intermedio è stato considerato da V. L. Pokrovskij e I. M. Chalat- 
nikov (ZETF 40, 1713 (1961)). 
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Dopo la transizione l'azione corrisponde al moto del neutrone e del protone 
a partire dal punto di fissione: 


Im S7= Ze? pr Im { fu +| V? (E5-+) dal= 
90 do 


m 5a VEE, 


Secondo la (52,1) la probabilità del processo è 


W expi— nia Ve Im [y F_ Arch Val 77 Arch Voé ]} » (5) 


In accordo con l'origine del primo e del secondo Arch fra parentesi quadre nelle 
espressioni (4) e (3) i segni delle loro parti immaginarie debbono coincidere ri- 
spettivamente con i segni dijIm v, e Im vg (i segni di questi ultimi nella solu- 
zione delle equazioni (2) sono scelti in modo tale da ottenere per risultato 
Im (S1 + 52) >0). 

Dato il carattere esponenziale della dipendenza di w da E,, la probabilità 
totale di fissione (con tutti i valori di E, ed Ep=£ —1— E) è data dal valore 
assoluto minimo dell’esponente come funzione di E,. Un'analisi mostra che 
questo valore si ottiene per E,» 0. Si ha allora go = 1/(E + 1) e dalla (5) 
ricaviamo 


—1 


w co exp { — SES EIA < Arccos fn DER 
h V e E-1 E+1 


377 ecco / i7]}. 


° 


La condizione di applicabilità di questa formula è che il valore dell’espo- 
nente sia grande (rispetto all'unità). 

Calcolata la parte immaginaria dell’azione S = S, + S4 per valori di En 
diversi da zero, si può determinare la distribuzione in funzione dell’energia 
delle particelle di fissione. In prossimità del valore E, = 0 abbiamo!) 


dim$s ) 
GEn JEn=0° 


Im S(E,)—ImS(0) = En ( 
Il calcolo porta al risultato seguente: 
dw 2Ze? m 3- E 
TE P_i VE El = EF 
1 V E-1 
t VEE=1D ATrccos FILI } ° 


2. Determinare il coefficiente di riflessione al di sopra della barriera per 
energie della particella tali da rendere applicabile la teoria delle perturbazioni. 


1) Per Eyg= 0 la funzione Im S (£,) ha un punto angoloso da cui cresce in 
due direzioni: verso i valori di E, positivi come verso i valori negativi (i valori 
En<0corrisponderebbero alla cattura del neutrone da parte del nucleo). 
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Soluzione. Si ottiene applicando la formula (43,1), in cui le funzioni d'onda 
iniziale e finale sono onde piane che si propagano in direzioni opposte e sono 
normalizzate rispettivamente a una densità di corrente unitaria e a una funzione 
8 della quantità di moto divisa per 2n%. Inoltre, dv = dp'/2n%, dove p' è la 
i era di moto dopo la riflessione. Integrando nella (43,1) in dp’ (tenuto conto 

ella presenza della funzione 6), otteniamo 


m?2 
R= 7 


0 
; 2 
| U (x) e0*PX/h gel. (1) 


Questa formula è valida se è soddisfatta la condizione di applicabilità della 
teoria delle perturbazioni: Ue/fiv « 41, dove a è la larghezza della barriera (vedi 
la nota alla pag. 198) e al tempo stesso pa/f < 1. Quest'ultima condizione assi- 
cura il carattere non esponenziale della dipendenza A (p); in caso contrario la 
questione dell’applicabilità della formula (1) richiede uno studio ulteriore. 
3. Determinare il coefficiente di riflessione al di sopra di una barriera 
quasi-classica nel caso in cui la funzione U (7) ha una discontinuità in x = zq- 
Soluzione. Se la funzione U (z) ha una qualche singolarità, per z reale, il 
coefficiente di riflessione è determinato essenzialmente dal campo vicino a questo 
punto e per il suo calcolo si può formalmente applicare la teoria delle perturba- 
zioni, senza richiedere che sia soddisfatta la condizione della sua applicabilità 
per tutti i valori di 7; è sufficiente che sia soddisfatta la condizione di quasi- 
classicità. Arriviamo allora alla formula (1) del problema 2 con la sola differen- 
za che invece della quantità di moto della particella incidente essa deve conte- 


nere il valore della funzione p (x) per x = zo. 
Scegliendo in questo caso il punto di discontinuità come punto x = 0, 


abbiamo nell'intorno di questo: 
U= —F,jx per x>0, U=—For per 2<0 


con diversi F, e Fo. L'integrazione in dr viene eseguita introducendo nell’espres- 
sione integranda il fattore di smorzamento e*** (dopo di che poniamo 4 + 0). 
Otteniamo infine 


m?h3 
R=__- Ser 2 
ope Pe Fo 
dove po = p (0). 


$ 53. Transizioni per effetto di perturbazioni adiabatiche 


Abbiamo già ricordato nel $ 41 che nel limite di una perturba- 
zione variabile in modo arbitrariamente lento con il tempo la pro- 
babilità di transizione di un sistema da uno stato ad un altro tende 
a zero. Esaminiamo ora questo problema quantitativamente cal- 
colando la probabilità di transizione per effetto di una perturbazione 
lentamente variabile (adiabatica) (L. D. Landau, 1961). 

Supponiamo che l’hamiltoniana del sistema sia una funzione del 
tempo lentamente variabile che tende a determinati limiti per { > 
-— + co. Siano inoltre w, (9, #) e £, (t) le autofunzioni e gli auto- 
valori dell’energia (dipendenti dal tempo come da un parametro) 
che si ottengono in seguito alla soluzione dell’equazione di Schrò- 
dinger 7 (t) b, = Z,W,; dato il carattere adiabatico della variazione 


temporale di H, anche le variazioni di E, e w, con il tempo avven- 
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gono lentamente. Il problema che dobbiamo risolvere consiste nella 
determinazione della probabilità w,, di trovare il sistema per # > + 
+ co in uno stato w,, se per #£ + — co esso si trovava nello stato 


1° 
La lentezza della perturbazione implica una durata lunga del 
« processo di transizione » e quindi la variazione dell’azione in questo 


tempo (data dall’integrale _ | E (t) dt) è grande. In questo senso 


il problema posto ha un carattere quasi-classico, e nella determina- 
zione della probabilità di transizione cercata hanno un ruolo essen- 


ziale quei valori £ = £, per cui 
E, (to) = E2 (to) (59,1) 


e che corrispondono in un certo senso all’« istante di transizione » nella 
meccanica classica (cfr. $ 52); è ovvio che in realtà tale transizione 
è classicamente impossibile, cosa che è espressa dal fatto che le radici 
dell'equazione (53,1) sono complesse. Sorge quindi la necessità di 
indagare le proprietà delle soluzioni dell'equazione di Schrodinger 
per valori complessi del parametro # nell’intorno del punto # = to 
in cui due autovalori dell'energia diventano uguali. 

Come vedremo, in prossimità di questo punto le autofunzioni W 
€ w, dipendono fortemente da #. Per determinare questa dipendenza, 
introduciamo preliminarmente le loro combinazioni lineari (che 
indichiamo ancora con @, e Yo) che soddisfano le condizioni 


| @; dq == | p; dg=0, | PP. dg = 1. (53,2) 


Ciò si può sempre ottenere con una scelta appropriata dei coefficienti 
complessi (funzioni di #). Le funzioni 9; e @, non hanno più singola- 
rità per t = fo. 

Cercheremo ora le autofunzioni sotto forma di combinazioni lineari 


p=a1P1 + 4292. (53,3) 


‘Occorre tener presente che per i valori complessi del « tempo » # 
l’operatore H () (del tipo (17,4)) da esso dipendente coincide sempre 
con il suo trasposto (H =H ), ma non è più hermitiano (7 £ H*) 
poiché l'energia potenziale U (4) # U (t)*. 

Sostituiamo la (53,3) nell'equazione di Schròdinger e, dopo averla 
moltiplicata a sinistra una volta per Q, e un’altra volta per @,, in- 
tegriamo in dg. Introducendo le notazioni 


Hi (t)= Î Q:H e, dq (53,4) 
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e tenendo conto che H,, = 7», grazie alla proprietà suindicata 
dell’hamiltoniana, otteniamo il sistema di equazioni: 

H,,aj;+H,0,= Ea, 

11014 21902 2 (53,5) 

H ,30\+ H35a,= Éa,. 
La condizione di risolubilità di questo sistema è data dall’equazione 
(Hi: — E)? = HHpyg le cui radici determinano gli autovalori del- 
l'energia 


E=Hyg + VA 1Hs0. (93,6) 
Dopo di che dalla (53,9) ricaviamo 
a H Pa 
ur = + V Ti (53,7) 


Dalla (53,6) si vede che, affinché due autovalori coincidano nel 
punto t = ty, occorre che in esso si annulli 0 H7,, 0 #33. Supponiamo 
che si annulli 7;. In generale, una funzione si annulla in un punto 
regolare proporzionalmente a # — fp. Perciò 


E (t) —E(t)= + costante-Vt—to, (53,8) 


cioè E (t) ha per t = £#— un punto di diramazione. Inoltre, anche 
a, “ Vt — to, cosicché nel punto # = £y esiste una sola autofunzione 
coincidente con Q,. 

Vediamo ora che il problema posto è formalmente del tutto analogo 
al problema della riflessione al di sopra della barriera considerato nel 
$ 52. Abbiamo ora a che fare con una funzione d’onda « quasi-classica 
rispetto al tempo » Y (t) (in luogo della funzione quasi-classica ri- 
spetto alla coordinata nel $ 52). Si chiede di determinare un termine 
del tipo cs wp, exp (—i£,t/%) nella funzione d'onda per t + + co, 
se per £ + — co la funzione d’onda è Y (f)=w exp (—i£,t/) (ana- 
logamente al problema della determinazione dell’onda riflessa per 
X + — co rispetto all’onda trasmessa per x + + co); la probabilità 
di transizione cercata è ws; = |c» |®. Inoltre, l’azione S = 


=— { E (t) dt è espressa dall’integrale rispetto al tempo di una fun- 
zione avente punti di diramazione complessi (come similmente 
aveva punti di diramazione complessi la funzione p (x) nell’integrale 

p dz). Quindi il problema considerato si risolve con un cammino 
nel piano della variabile complessa # (da grandi valori negativi a 


grandi valori positivi) in modo del tutto analogo a quanto è stato 
fatto nel $ 52 nel piano della variabile 7, e non ripeteremo qui i 


ragionamenti relativi. 
Supponiamo che sull’asse reale £, > £;; allora l'integrale deve 


essere valutato lungo un cammino che giace nel semipiano supe- 


CASO QUASI-CLASSICO 239 


riore della variabile complessa (e lungo il quale il rapporto 
exp (—iE,t/h)/exp (—i£,t/h) cresce). Come risultato otteniamo la 


formula (analoga alla formula (52,2)) 
19 = @XP (È Im | E (t) dt), (53,9) 
G* 


dove l’integrazione è eseguita lungo il cammino rappresentato nella 
fig. 19 (percorso da sinistra verso destra). 

Nel ramo a sinistra di questo cammino £ = £,, e in quello a 
destra E = £,. Perciò si può riscrivere la (53,9) nella forma 


to 
ws = exp ( —2 Im { 0 (1) di), (53,10) 
7 


dove ©s; = (Ea — £,)/h; t, è un punto qualsiasi sull'asse reale # 
e come ty si deve prendere quella fra le radici dell’equazione (53,1) 
appartenenti al semipiano superiore per cui l'esponente nella (53,10) 
ha valore assoluto minimo!). Inoltre, con la transizione diretta dallo 
stato 1 allo stato 2 si possono avere anche « cammini di transi- 
zione » attraverso diversi stati intermedi le cui probabilità si 
esprimono con formule analoghe. Così, per la transizione lungo il 
« cammino » 1 +3 +2 l’integrale nella (53,10) viene sostituito 
con la somma di due integrali 
31° 129) 


{| 0110) d+ | os (4, 


i cui limiti superiori sono « punti d’intersezione » dei rispettivi 
termini £, (t), Es (i) e Z.(t), Es (4); questo risultato si ottiene 
percorrendo un cammino che racchiude entrambi questi due punti 


complessi”). 


1) Fra i valori di fn in gioco vanno considerati anche i punti in cui 
E (t) diventa infinita (ma per questi punti il coefficiente che precede l’e- 
sponenziale nella (53,9) sarebbe diverso). 

1%) Il caso di stati intermedi, appartenenti allo spettro continuo, richiede uno 
studio particolare. 
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$ 54. Spin 


Come nella meccanica classica, anche nella meccanica quantistica 
la legge di conservazione del momento angolare è una conseguenza 
dell’isotropia dello spazio rispetto ad un sistema chiuso. Già in 
questo fatto si rivela il legame del momento angolare con le pro- 
prietà di simmetria rispetto alle rotazioni. Ma nella meccanica quan- 
tistica questo legame diventa particolarmente profondo e costituisce 
la sostanza del contenuto fondamentale del concetto stesso di mo- 
mento angolare, tanto più chela definizione classica di momento ango- 
lare di una particella come prodotto vettoriale del raggio vettore e 
della quantità di moto perde qui il suo diretto significato a causa 
dell’impossibilità di misurare simultaneamente le due grandezze in 
questione. 

Nel $ 28 abbiamo visto che l’assegnazione dei valori l e m deter- 
mina la dipendenza angolare della funzione d’onda di una particella 
e, di conseguenza, tutte le sue proprietà di simmetria rispetto alle 
rotazioni. Nella forma più generale la formulazione di queste pro- 
prietà si riduce alla deduzione della legge di trasformazione delle 
funzioni d'onda nelle rotazioni del sistema di coordinate. 

La funzione d’onda wr, y di un sistema di particelle (con i valori 
dati del momento angolare ZL e della sua proiezione M) resta immu- 
tata!) soltanto nella rotazione del sistema di coordinate attorno 
all'asse z. Ogni rotazione, invece, che cambia la direzione dell’asse 
z ha come conseguenza che la proiezione del momento angolare 
sull'asse z già non ha più un valore determinato. Ciò vuol dire che 
nel nuovo sistema di coordinate la funzione d’onda si trasforma, 
in generale, in una sovrapposizione (combinazione lineare) di 2L +- 1 
funzioni corrispondenti ai diversi valori possibili di M (per un dato 
L). Si può dire che nelle rotazioni del sistema di coordinate le 2L + 1 
funzioni wr, m si trasformano tra di loro?). La legge di questa tra- 


1) Con precisione a meno di un fattore di fase inessenziale. 

2) Secondo la terminologia matematica, queste funzioni realizzano le cosid- 
dette rappresentazioni irriducibili del gruppo delle rotazioni. Il numero di fun- 
zioni che si trasformano tra di loro è detto dimensione della rappresentazione, e 
si suppone che non esistono combinazioni lineari di queste funzioni tali che 
questo numero possa venire ulteriormente diminuito. 
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sformazione, cioè i coefficienti della sovrapposizione (come funzioni 
degli angoli di rotazione degli assi coordinati), e determinata comple- 
tamente dall’assegnazione dei valori di LZ. In tal modo, il momento 
angolare acquista il significato di un numero quantico che classi- 
fica gli stati del sistema secondo le loro proprietà di trasformazione 
rispetto alle rotazioni del sistema di coordinate. Questo aspetto del 
concetto di momento angolare ha un'importanza essenziale nella 
meccanica quantistica poiché esso non è legato direttamente con 
la dipendenza esplicita delle funzioni d’onda dagli angoli; la legge 
di trasformazione delle funzioni d’onda fra di loro si può formulare 
in modo indipendente, senza dover ricorrere alla dipendenza ango- 
lare. 

Consideriamo una particella composta (per esempio, un nucleo 
atomico) che si trovi in un determinato stato interno e il cui baricentro 
sta in quiete. Oltre ad una energia interna determinata, essa pos- 
siede anche un determinato valore del momento angolare Z, che 
dipende dal moto interno delle particelle componenti; questo mo- 
mento angolare può avere 2Z + 41 orientazioni diverse nello spazio. 
In altre parole, nel considerare il moto di una particella composta 
come un tutto dobbiamo, oltre alle sue coordinate, assegnarle ancora 
una variabile discreta: la proiezione del suo momento angolare in- 
terno su una qualche direzione scelta nello spazio. 

Considerando il momento angolare nei termini suindicati, la 
questione della sua origine non è più essenziale, e noi arriviamo in 
modo naturale all’idea del momento angolare « intrinseco » che 
deve essere assegnato ad una particella, indipendentemente dal 
fatto sia essa « composta » o « elementare ». 

In tal modo nella meccanica quantistica si deve assegnare alla 
particella elementare un momento angolare « intrinseco » non legato 
con il suo moto nello spazio. Questa proprietà delle particelle ele- 
mentari è squisitamente quantistica (essa scompare nel passaggio 
al limite ? +0) e, di conseguenza, non ammette un’interpretazione 
classica!). 

Il momento angolare intrinseco di una particella è chiamato 
spin della particella, a differenza del momento angolare legato al 
moto della particella nello spazio, che è detto momento angolare 
orbitale®). Può trattarsi sia di una particella elementare che 
di una particella composta ma che si comporta in una serie di feno- 
meni considerati come elementare (per esempio, un nucleo atomico). 


1) In particolare, sarebbe assolutamente assurdo considerare il momento 
angolare « intrinseco » di una particella elementare come risultato della sua rota- 
zione «attorno al proprio asse ». 

2) L’idea fisica della presenza nell’elettrone di un momento angolare intrin- 
seco fu proposta da G. UhQlenbeck e S. Gaudsmit, nel 1925. Nella meccanica 
quantistica lo spin venne introdotto da W. Pauli (1927). 
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Lo spin di una particella (misurato, come il momento angolare 
orbitale, in unità È) sarà indieato con s. 

Per le particelle aventi uno spin, la descrizione dello stato me- 
diante la funzione d’onda deve determinare non soltanto le probabilità 
delle sue diverse posizioni nello spazio, ma anche le probabilità 
delle diverse orientazioni possibili del suo spin. In altre parole, la 
funzione d’onda deve dipendere non soltanto da tre variabili continue, 
cioè dalle coordinate della particella, ma anche da una variabile di 
spin discreta che determina il valore della proiezione dello spin su 
una direzione scelta nello spazio (asse z) e suscettibile di un numero 
limitato di valori discreti (che indicheremo in seguito con la lettera 
0). 

Sia w (7, y, z;0) una tale funzione d'onda. Essa rappresenta sostan- 
zialmente un insieme di funzioni delle coordinate, che corrispon- 
dono a diversi valori di c; parleremo di queste funzioni come delle 
componenti di spin della funzione d’onda. Allora l'integrale 


i \w(2, Y, 2; 0) |? dV 


determina la probabilità della particella di avere un determinato 
valore di o. Quanto alla probabilità della particella di trovarsi nel- 
l'elemento di volume dV, ma con un valore arbitrario di 0, essa è 


dViz |p(, y, 2:10) |. 


L'operatore quantommeccanico dello spin, applicato alla funzione 
d’onda, agisce appunto sulla variabile di spin o. In altri termini, 
esso trasforma in un certo modo le componenti della funzione d’onda 
tra di loro. La forma di questo operatore sarà stabilita più 
avanti. Ma già partendo da considerazioni generali, è facile convin- 
cersi che gli operatori sx, sy, sz soddisfano le stesse condizioni di 
commutazione degli operatori del momento angolare orbitale. 

L'operatore del momento angolare coincide sostanzialmente con 
l'operatore di rotazione infinitesima. Nel dedurre nel $ 26 l’espres- 
sione dell’operatore del momento angolare orbitale abbiamo consi- 
derato il risultato dell’applicazione dell’operazione di rotazione a 
una funzione delle coordinate. Nel caso del momento angolare di 
spin tale deduzione perde senso in quanto l'operatore dello spin 
agisce sulla variabile di spin e non sulle coordinate. Quindi per 
ottenere le relazioni di commutazione cercate dobbiamo considerare 
l'operazione di rotazione infinitesima in forma generale, come rota- 
zione del sistema di coordinate. Effettuando una rotazione infinite- 
sima attorno all'asse 7 seguita da un’altra attorno all'asse y e poi 
due rotazioni ancora attorno a questi assi in senso inverso, è facile 
convincersi con un calcolo diretto che la differenza fra i risultati 
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di ambedue le operazioni è equivalente a una rotazione infinitesima 
attorno all’asse z (di un angolo uguale al prodotto degli angoli di 
rotazione attorno agli assi z ed y). Non staremo qui ad eseguire questi 
semplici calcoli in seguito ai quali si ottengono di nuovo le relazioni 
di commutazione ordinarie tra gli operatori delle componenti del 
momento angolare che, di conseguenza, devono valere anche per gli 
operatori dello spin: 


{sy $,} sa Sx, {s,, Sx} == Sy) {Sx, Sy} — is, (54,1) 


con tutte le conseguenze fisiche che ne derivano. 

Le relazioni di commutazione (54,1) permettono di determinare 
i valori possibili della grandezza assoluta e delle componenti dello 
spin. L'intera deduzione, fatta nel $ 27 (formule (27,7)-(27,9)), 
era basata solo sulle relazioni di commutazione e perciò può essere 
applicata anche qui; occorre soltanto, in queste formule, sostituire 
s a L. Dalle formule (27,7) segue che gli autovalori della proie- 
zione dello spin formano una successione di numeri che diffe- 
riscono di un'unità. Non possiamo, però, affermare ora che questi 
autovalori debbono essere interi, come abbiamo visto per la proie- 
zione L, del momento angolare orbitale (il ragionamento fatto all’ini- 
zio del $ 27 qui è inapplicabile perché basato sull’espressione (26,14) 
per l'operatore l,, specifica per il momento angolare orbitale). 

Inoltre, la successione degli autovalori di s, è limitata superior- 
mente ed inferiormente da valori uguali in modulo e eontrari in 
segno, che denotiamo con +s. La differenza 2s fra il valore massimo 
e quello minimo di s, deve essere un numero intero positivo o zero. 
Quindi il numero s può avere i valori 0, 1/2, 1, 3/2, ... 

In tal modo gli autovalori del quadrato dello spin sono uguali a 


8 = s(s+ 14), (54,2) 


dove s può essere o un numero intero (compreso lo zero) o un numero 
semintero. Per un dato s la componente s, dello spin può prendere i 
valori ss s— 1, ..., —s, in totale 25 + 1 valori. Conformemente 
a ciò anche la funzione d’onda di una particella di spin s ha 
2s +1 componenti?). 

L'esperienza mostra che la maggior parte delle particelle ele- 
mentari — elettroni, positroni, protoni, neutroni, mesoni pu e tutti 
gli iperoni (A, X, &) — hanno spin 1/2. Esistono inoltre altre parti- 
celle elementari — mesoni x e mesoni X — che hanno spin 0. 


1) Poiché s è per ogni tipo di particelle un numero dato, nel passaggio al 
limite classico (#. -0) il momento angolare di spin £%s si annulla. Per 
il momento angolare orbitale questo ragionamento non ha senso poiché 1 può 
avere valori arbitrari. Il passaggio alla meccanica classica significa che, con- 
INEOIARCAMENIO. à tende a zero e È all'infinito, cosicché il prodotto %/ resta 
inito. 
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Il momenta angolare totale.di una particella è la somma del suo 
momento angolare orbitale 1 e dello spin s. I loro operatori, agendo 
su funzioni di variabili del tutto. diverse, ovviamente com- 


mutano. 
Gli autovalori del momento angolare totale 


j=l+s (54,3) 


sono determinati dalla stessa regola del « modello vettoriale », cosî 
come la somma dei momenti angolari orbitali di due particelle diverse 
($ 31). Precisamente, per dati valori di / e s il momento angolare 
totale può avere i valori {+ s, {1 +sT—-1,...,]Z— s |. Cosî, per 
un elettrone (spin 1/2) con momento angolare orbitale / differente 
da zero il momento angolare totale può essere uguale a j = / + 1/2; 
per f D 0 il momento angolare j ha, naturalmente, un solo valore: 
j = 1/2. 

L'operatore del momento angolare totale J del sistema di parti- 
celle è uguale alla somma degli operatori dei momenti j di ciascuna 
particella, cosicché i suoi valori sono dati di nuovo dalle regole del 
modello vettoriale. IH momento J si può rappresentare nella forma 


J=L+S, L=)]la, S=}sa (54,4) 
a a 


dove S si può chiamare ‘spin totale e L momento angolare orbitale 
totale del sistema. 

Notiamo che se lo spin totale del sistema è semintero (o intero), 
tale sarà anche il momento angolare totale, poiché il momento 
angolare orbitale è sempre intero. In particolare, se il sistema è 
formato da un numero pari di particelle identiche, il suo spin totale 
è comunque intero e, di conseguenza, intero sarà anche il momento 
angolare totale. 

Gli operatori del momento angolare totale j di una particella (o J 
‘di un sistema di particelle) soddisfano le stesse regole di commuta- 
zione degli operatori :del momento angolare orbitale o dello spin, 
poiché queste sono regole di commutazione del tutto generali 
valide per ogni momento angolare. Per ogni momento angolare 
sono ancora valide le formule (27,13) per gli elementi di matrice del 
momento angolare, che derivano dalle regole di commutazione, se 
gli elementi di matrice sono determinati rispetto alle autofunzioni 
dello stesso momento angolare. Restano valide (con appropriate 
modificazioni delle notazioni) anche le formule (29,7) - (29,10) 
per gli elementi di matrice di grandezze vettoriali arbitrarie. 


PROBLEMA 


Una particella di spin 1/2 si trova in uno stato con determinato valore 
s, = 41/2. Determinare la probabilità dei valori possibili della proiezione dello 
spin sull’asse 2’ che forma un angolo @ con l’asse z. 
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‘ Soluzione. Il vettore medio dello spin s è diretto, ovviamente, lungo l’asse z 
ed è uguale in modulo a 41/2. Proiettandolo sull’asse 2’, troviamo che il valore 


medio dello spin nella direzione z' è s,, = 1/2 cos 0. D'altra parte, abbiamo 
8, = 1/2 (vw, — w_), dove w, sono le probabilità dei valori s,, = 1/2. Tenen- 
do anche conto che wi {+ w_ = 1, troviamo 


wy,= cos? (0/2), w_= sen?(0/2). 


$ 55. Operatore dello spin 


Più avanti, in questo capitolo, non ci interesseremo della dipen- 
denza delle funzioni d’onda dalle coordinate. Parlando per esempio 
del comportamento di una funzione w (<, y, 2; 0) per una rotazione del 
sistema di coordinate, si può sottintendere che la particella si trova 
nell’origine delle coordinate, cosicché le sue coordinate restano 
immutate in questa rotazione e i risultati ottenuti caratterizzano 
appunto il comportamento della funzione w rispetto alla variabile 
di spin o. 

La variabile o differisce dalle variabili ordinarie (delle coordina- 
te) per il suo carattere discreto. La forma più generale di un operato- 
re lineare agente sulle funzioni della variabile discreta o si può 
scrivere nella forma 


(Î9) (0) = 2) foot (0°), (55,1) 


dove fso:, sono costanti; mettendo Îy tra parentesi, vogliamo sotto- 
lineare che la variabile di spin che segue si riferisce non più alla 
funzione iniziale w, bensi alla funzione che risulta dall’azione 
dell’operatore f. Si vede facilmente che le grandezze foo:, coincidono 
con gli elementi di matrice dell’operatore, dati dalla regola soli- 
ta (11,5))). 

L'integrazione rispetto alle coordinate nella definizione (11,5) 
è sostituita ora dalla somma sulla variabile discreta, cosicché la 
definizione dell'elemento di matrice assume la forma 


fox0 = 2 3. (0) [fto (0)]- (55,2) 


Qui o, (0) e wo, (0) sono le autofunzioni dell'operatore s,, corri- 
spondenti agli autovalori s, = 0} e s, = 03; ciascuna di tali funzioni 
corrisponde allo stato in cui la particella ha un valore determinato di 


1) Osserviamo che in questo caso gli indici degli elementi di matrice nel 
secondo membro della (55,1) sono scritti nella successione inversa di quella 
usuata nella (11,11). 
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S,, Cioè fra tute le componenti della funzione d'onda una sola è 
diversa da zero!): 


Por (9) = Ss0n Por (0) = Son. (59,3) 
Secondo la (55,1) abbiamo 
fwo,) (0) = DI foro, (0°) = DI foo:d01 = fooy 


e dopo la sostituzione, insieme con wo, (0), nella (55,2) l’ultima 
uguaglianza è soddisfatta automaticamen te, ciò che conferma l’af- 
formazione fatta. 

In tal modo, gli operatori agenti su funzioni di o si possono rap- 
presentare in forma di matrici di rango (2s +4 4). In particolare, 
questo riguarda l'operatore dello spin stesso la cui azione sulla 


funzione d'onda è espressa, secondo la (55,41), dalla formula 
(69) (0) = DI sco) (0°). (55,4) 


In accordo con quanto detto sopra (fine del $ 54), le matrici S.; Sy s, 


coincidono con le matrici ottenute nel $ 27, ha: Lis hi: in cui occorre 
soltanto sostituire le lettere L ed M con le lettere s e o: 


(8x)o,1o-1 = (8x)o-1,0= 3 V(s +0) (s_0+ 1), 
(sy)o,o-1= — ()32,3= —FV(G8+Fo) (6041), (55,5) 
(52)oo = 0. 


Abbiamo cosi definito l'operatore di spin. 
Nel caso più importante in cui lo spin è uguale a 1/2 (s = 1/2, 
G = +-1/2) queste?matrici sono di rango due e hanno la forma 


— 11 6, (55,6) 


1) Più precisamente si dovrebbe scrivere: 
do, (0) = 4 (2, 4, 2) Sao 


nella (55,3) sono omessifi fattori dipendenti dalle coordinate qui inessenziali. 
_ Sottolineiamoj ancora una volta la necessità di distinguere l’autovalore 
dato di s, (0, oppure 03) dalla variablie indipendente o! 
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Gi 0 4 n 0 — Î n 4 0 
= == = DI 7 
d:= (1 0) =; 0)» = l0 i) 68? 


Le matrici (55,7) si chiamano matrici di Pauli. La matrice s, = 
= 0,/2 è diagonale, come deve essere per una matrice determinata 
in base alle autofunzioni della grandezza s,°). 

Rileviamo alcune proprietà specifiche delle matrici di Pauli. 
Moltiplicando direttamente le matrici (55,7) otteniamo le uguaglianze 


dove!) 


0% = 07 =0ì= L; 
Cy0,=i0x, 0,0x=i0,, Ox0,=i0;. (50,8) 
Combinandole con le regole generali di commutazione (54,1), tro- 
viamo 


0,0x + 0,0; = 28;h, (55,9) 


cioè le matrici di Pauli anticommutano. Queste uguaglianze permet- 
tono di verificare la validità delle formule utili seguenti: 


0°—3, (ca) (cb) =ab++i0{ab], (55,10) 


dove a e b sono due vettori arbitrari*). Da queste relazioni segue che 
ogni espressione scalare polinomiale, formata di matrici 0;, si 
riduce a termini indipendenti da o e a termini di primo grado in G; 


ne risulta che, in generale, ogni funzione scalare dell’operatore 0 
si riduce a una funzione lineare (vedi problema 1). Notiamo infine, 
il valore delle tracce (somme delle componenti diagonali) delle 
matrici di Pauli e dei loro prodotti: 


Sp 0,=0, Sp 040n = 28. (55,11) 


I paragrafi seguenti di questo capitolo sono dedicati allo studio 
particolareggiato delle proprietà spinoriali delle funzioni d’onda, 


1) Nello scrivere le matrici nella forma (55,7) le righe e le colonne vengono 
numerate con i valori di o. Il numero della riga corrisponde al primo indice 
nell’elemento di matrice e il numero della colonna al secondo. Nel caso in esame 
questi numeri sono: -+1/2, —1/2. L'azione dell’operatore, secondo la regola 
(55,4), consiste nella moltiplicazione della o-esima riga della matrice per le 
componenti della funzione d’onda disposte in colonna 


g=(P_ SO). 
p (—1/2) 

2?) Il fatto che le proiezioni dello spin e le matrici di Pauli si indicano 
con la stessa lettera non può generare equivoci poiché le matrici di Pauli hanno 
un accento circonflesso sopra la lettera. 

3) I termini non dipendenti da o nei secondi membri delle uguaglianze 
(55,8) — (55,10) vanno ovviamente intesi come costanti moltiplicate per una 
matrice unità di rango 2, 
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compreso il loro comportamento per rotazioni arbitrarie del siste- 
ma di coordinate. Ma già ora osserviamo una proprietà importante 
di queste funzioni: il comportamento rispetto alle rotazioni intorno 
all'asse 2. 

Eseguiamo una rotazione infinitesima di un angolo 6g intorno 
all'asse z. L'operatore di tale rotazione è espresso dall'operatore del 
momento angolare (in questo caso dello spin) nella forma 1 + i6@s,. 
Quindi in seguito alla rotazione le funzioni w (0) diventano w (0) + 


+ 6 (0), dove 

6 (0) = 1695.) (0) = i0Y (0) do. 
Riscrivendo questa relazione nella forma dp/dp = io (0) e integran- 
do, troviamo che per una rotazione di angolo @ finito le funzioni 


*> (0) diventano 
(0) = (0) ei00. (50,12) 


In particolare, per una rotazione di angolo 2 esse vengono molti- 
plicate per il fattore e2i9, identico per tutti i o e uguale a (1)? 
(il numero 20 ha sempre la stessa parità di 2s). In tal modo, per una 
rotazione completa del sistema di coordinate attorno all’asse z le fun- 
zioni d'onda di una particella di spin intero tornano al loro valore 
iniziale, mentre le funzioni d'onda di particelle di spin semintero 
cambiano di segno. 


PROBLEMI 


4. Ridurre una funzione arbitraria dello scalare a + bo, lineare rispetto 
alie matrici di Pauli, a un’altra funzione lineare. 
Soluzione. Per determinare i coefficienti nella formula cercata 
f(a+b0)= A+ BG 
osserviamo che, orientando l’asse z lungo la direzione b, gli autovalori dell’ope- 
ratore a 4 bo sono uguali ad 4 + b e i corrispondenti autovalori dell’operatore 
f(a + bo) sono uguali a f (a + è). Da qui troviamo 


A=3-{1 (a+) +f(a—b)], B=p- If (a+b)—f(a—b)]. 


2. Determinare i valori del prodotto scalare s;ss degli spin (1/2) di due 
particelle in stati in cui lo spin totale del sistema S = 8, 4- ss ha valori deter- 


minati (0 oppure 1). 
Soluzione. Secondo la formula generale (31,3), valida per l’addizione di 


due momenti angolari qualsiasi, troviamo 
&sa= 1/4 per S=1, 84S9= —3/4 per Sa=0. 


3. Quali potenze dell’operatore 8 per spin arbitrario s sono indipendenti? 
Soluzione. L'operatore 


(8-—s) (sz—-s+1) sas (845), 
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formato dalle differenze fra s, e tutti gli autovalori!possibili di s,, dà zero agendo 
su qualsiasi funzione d’onda e, di conseguenza, è nullo esso stesso. Ne segue che 


ta . . ° . . tai ® P . . 
(s,)23*1 si esprime con potenze inferiori dell’operatore s,, cosicché sono indipen- 
denti soltanto le potenze da 1 a 2s. 


$ 56. Spinori 

Per spin nullo la funzione d’onda ha una sola componente: w (0). 
L’operatore di spin agendo su di essa dà zero: sp = 0. Poichè s è 
legato all'operatore di rotazioni infinitesime, ciò significa che la 
funzione d'onda di una particella con spin nullo non cambia nelle 
rotazioni del sistema di coordinate, cioè è uno scalare. 

La funzione d’onda di una particella con spin 1/2 ha due com- 
ponenti: w (1/2) e pt (—4/2). Per rendere più comode le generalizza- 
zioni successive, indicheremo queste componenti con gli indici 1 
e 2, rispettivamente, scritti accanto alla lettera in alto; una grandez- 
za con due componenti 


3 1/2 
v=-(%)=(* pei (56,4) 
w pd (1/2) 
si chiama spinore. 
In una rotazione arbitraria del sistema di coordinate le compo- 
nenti spinoriali subiscono una trasformazione lineare 


pi=ap!+byw?, °° =cpt + dy?, (96,2) 


che può essere scritta nella forma 
v_ 0. 0=1° 3 


dove U è la matrice di trasformazione!). Gli elementi di questa 

matrice sono in generale complessi e sono funzioni degli angoli di 

rotazione degli assi coordinati. Essi sono mutuamente legati da 

relazioni che seguono immediatamente dalle condizioni fisiche cui 

deve soddisfare lo spinore come funzione d’onda della particella. 
Consideriamo la forma bilineare 


yp°— p°9!, (56,4) 
dove gp e w sono due spinori. Un calcolo semplice dà 
Pip? — pp!’ = (ad — be) (p'p°— p?9*), 
cioè la grandezza (56,4) in una rotazione del sistema di coordinate si 
trasforma in se stessa. Ora se non si ha che una funzione che si trasforma 


1) Scrivendo Uy s'intende che le righe della matrice È debbono essere 
moltiplicate per la colonna +. 
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in se stessa, questa può considerarsi come corrispondente a uno stato 
di spin zero e quindi deve essere una scalare, cioè deve restare invariata 
per una rotazione del sistema di coordinate. Da,jqueste considerazioni 
ricaviamo l'uguaglianza 

ad — bc = 1; (56,5) 


cioè il determinante della matrice di trasformazione è uguale all’uni- 
tà!). 

Altre relazioni si possono stabilire partendo dalla condizione 
che l’espressione 


P'pi* + pap??, (56,6) 
‘che determina la probabilità di presenza della particella in un punto 


dato dello spazio, sia uno scalare. La trasformazione che lascia in- 
variata la somma dei quadrati dei moduli delle grandezze da tra- 


AM 


sformare è una trasformazione unitaria, cioé deve essere U* = U 
(vedi $ 12). Secondo la condizione (56,5) la matrice inversa è 


0:-( E Tal 


—c ‘a 


Uguagliandola alla matrice coniugata 


troviamo le relazioni 
a=d*, b=—c*. (56,7) 


Conformemente alle relazioni (56,5) e (56,7) le quattro grandezze 
complesse a, è, c, d contengono in realtà solo tre parametri reali 
indipendenti, ciò che corrisponde ai tre angoli di rotazione del 
sistema di coordinate tridimensionale. 

Confrontando le espressioni degli scalari (56,4) e (56,6), vediamo 
che le grandezze w!*, y?* si devono trasformare come wp, —w!; è 
facile verificare che, conformemente alle (56,5) e (56,7), questo è 
effettivamente vero”). 

L'’algebra degli spinori può essere scritta in una forma analoga 
all'algebra tensoriale. Questo si ottiene introducendo, accanto alle 


1) Tale trasformazione di due grandezze sì chiama binaria. 

3) Questa proprietà è strettamente legata alla simmetria rispetto al cam- 
biamento di segno del tempo. A quest’ultimo (vedi $ 18) corrisponde la sosti- 
tuzione della funzione d'onda con la sua complessa coniugata. Ma nel cambia- 
mento del segno del tempo cambia di segno anche la proiezione del momento 
angolare. Quindi le funzioni complesse coniugate delle componenti y} = w (1/2) 
e |? = p (—1/2) per le loro proprietà devono essere equivalenti alle componenti 
che corrispondono rispettivamente alle proiezioni dello spin— 1/2 e 1/2. 
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componenti controvarianti dello spinore w', wp? (indici in alto), anche 
delle componenti covarianti (indici in basso), secondo la definizione 


pr= 7, pae=— i. (56,8) 


La combinazione invariante di due spinori (56,4) si scrive allora in 
forma di prodotto scalare 


pp,= 9. + 9. = 4'92— ppt; (56,9) 


qui e in seguito è sottintesa la somma rispetto agli indici ripetuti 
(muti) come è convenzione nell’algebra tensoriale. Notiamo la 
seguente regola di cui bisogna tener conto nell’algebra spinoriale. 


Abbiamo pp, = wo, + wp. = —).9? — wip', cioè 
po, — ppt. (56,10) 


Da cui è evidente che il prodotto scalare di ogni spinore per se 
stesso è uguale a zero: 


pp, =0. (56,11) 


Conformemente a quanto detto sopra, le grandezze w,, w. si 
trasformano come w!*, ?*, ossia 


pi=(U*p)a. (56,12) 


Il prodotto U*% si può scrivere anche nella forma È * con la matrice 
trasposta U*. Dalla proprietà di unitarietà della matrice U, abbiamo 
ÙU* -= Ù-, cosicché pi = (9Ù-), oppure!) 

va= (PD). (56,13) 


Analogamente al passaggio dai vettori ai tensori nell’algebra 
tensoriale ordinaria si può introdurre il concetto di spirore di rango 
superiore. Cosi, si chiama spinore di rango due una grandezza a 
quattro componenti y* che si trasformano come i prodotti yyH 
delle componenti di due spinori (di rango uno). Accanto alle 
componenti controvarianti Ah si possono considerare componenti 
covarianti p,, e componenti miste wi, che si trasformano come p,@ L 
e ppt, rispettivamente. In modo analogo si determinano gli spinori 
di rango qualsiasi. 

Il passaggio dalle componenti controvarianti a quelle covarianti 
degli spinori e viceversa si può rappresentare nella forma 


prg, dae, (56,14) 


1) La scrittura della forma pÙ (+ sta a sinistra di U) significa la moltipli- 
cazione delle componenti disposte su una riga (1, +) per le colonne della ma- 


trice U. 
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dove 
O 1 
(Er) = (634) = (_, si (56,15) 


è lo spinore metrico nello spazio vettoriale a due dimensioni. Così, 
abbiamo per esempio 


wi = eat, bau = EE, 


in modo che pia = —w = —w7, pi = di = 1?, ecc. 

Le grandezze stesse g,, formano uno spinore unità antisim- 
metrico di rango due. È facile convincersi che nelle trasformazioni 
delle coordinate i valori delle sue componenti restano inalterati e che 


Eg= dl, (56,16) 


dove di — 6° = 1, 6} = dj =0. 

Cosi come nell’algebra tensoriale ordinaria, anche nell’algebra 
spinoriale vi sono due operazioni fondamentali: la moltiplicazione 
e la contrazione (o riduzione) rispetto a una coppia di indici. La 
moltiplicazione di due spinori dà uno spinore di rango più elevato; 
cosi, dallo spinore p,y di rango due e dallo spinore ywYP° di rango 
tre si può formare uno spinore w, ,YP?° di rango cinque. La contra- 
zione rispetto a una coppia di indici (cioè la somma delle componenti 
rispetto agli stessi valori di un indice covariante e di uno controva- 
riante) diminuisce il rango dello spinore di due unità. Così, la con- 
trazione dello spinore w,y*° rispetto agli indici p e v dà lo spinore 
Pay t00 di rango tre; la contrazione dello spinore +, dà lo scalare 
w,*. Vale qui una regola analoga a quella data dalla formula (56,10): 
se si cambia la posizione (superiore o inferiore) degli indici rispetto 
ai quali si fa la contrazione, cambia il segno della grandezza (cioè 
w,} = —w*,). Ne segue, in particolare, che se lo spinore è simme- 
trico rispetto a due indici, la contrazione rispetto a questi indici dà 
zero. Cosi, per uno spinore simmetrico di rango due w,, abbiamo 
pt = 0. 

Diremo spinore simmetrico di rango n uno spinore simmetrico 
rispetto a tutti i suoi indici. Da uno spinore antisimmetrico si può 
formare uno spinore simmetrico mediante la simmetrizzazione: 
sommando le componenti che si ottengono con tutte le permutazioni 
possibili degli indici. Per quanto abbiamo detto sopra, dalle com- 
ponenti di uno spinore simmetrico è impossibile formare (per contra- 
zione) uno spinore di rango inferiore. 

Quanto agli spinori antisimmetrici (rispetto a tutti i loro indici), 
tali possono essere soltanto gli spinori di rango due. Infatti, poiché 
ogni indice può prendere in tutto due valori, con tre o più indici 
almeno due avranno valori uguali e, di conseguenza, le componenti 
dello spinore si annullano identicamente. Ogni spinore antisimme- 
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trico di rango due si riduce a uno scalare moltiplicato per lo spinore 
unità g,,. Segnaliamo qui la seguente relazione che deriva da quanto 
abbiamo detto: 


Exn)y + EuvPa + Eva Pu = 0, (06,17) 


dove \, è uno spinore arbitrario; questa regola è semplicemente una 
conseguenza del fatto che l’espressione a primo membro dell’u- 
guaglianza rappresenta (come è facile verificare) uno spinore antisim- 
metrico di rango tre. 

Lo spinore formato come il prodotto di uno spinore w,y con se 
stesso, contratto rispetto a una coppia di indici è antisimmetrico 
rispetto all'altra coppia; in effetti 


Pavpi sa wPrrpuy 


Quindi, per quanto detto sopra, questo spinore deve ridursi allo 
spinore g,, moltiplicato per uno scalare. Determinando quest'ulti- 
mo in modo tale che la contrazione rispetto alla seconda coppia di 
indici dia il risultato giusto, otteniamo 


v 1 
bava = — 3 Pool! Eau (56,18) 


Le componenti dello spinore wîy . .., complesso coniugato di 
Pau - - -» SÌ trasformano come le componenti di uno spinore contro- 
variante Yw** ..., e viceversa. La somma dei quadrati dei moduli 
delle componenti di qualsiasi spinore è quindi invariante. 


$ 57. Funzioni d'onda delle particelle con spin arbitrario 


Dopo aver sviluppata l’algebra formale degli spinori di rango 
qualsiasi, possiamo passare al nostro problema diretto: studiare le 
proprietà delle funzioni d'onda delle particelle con spin arbitrario. 

È conveniente affrontare questo problema considerando un insieme 
di n particelle con spin 1/2. Il valore massimo possibile della com- 
ponente z dello spin totale di un sistema è uguale a 7/2, che si ot- 
tiene quando per ogni particella s, = 1/2 (tutti gli spin sono orientati 
nella stessa direzione, cioè lungo l’asse z). Si può allora affermare che 
anche lo spin totale del sistema $£ è uguale a #/2. 

Tutte le componenti della funzione d’onda w (0,, 02, - . ., On) 
del sistema di particelle sono allora uguali a zero, ad eccezione di 
una sola: (1/2, 1/2, ..., 1/2). Se si scrive la funzione d’onda in 
forma di prodotto di r spinori WF . . ., ciascuno dei quali si rife- 
risce a una delle particelle, in ciascuno di essi sarà differente da zero 
la sola componente con 4, up, ... = 1. Quindi sarà diverso da zero 
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soltanto il prodotto p*p*! ... Ma l'insieme di tutti questi prodotti 
rappresenta uno spinore di rango n simmetrico rispetto a tutti i 
suoi indici. Se eseguiamo una trasformazione del sistema di coordina- 
te (cosicché gli spin non risultano più orientati lungo l’asse z), ottenia- 
mo uno spinore di rango n del tipo generale, ma sempre simmetrico. 

Le proprietà spinoriali delle funzioni d’onda, essendo sostanzial- 
mente le loro proprietà rispetto alle rotazioni del sistema di coordi- 
nate, sono identiche per una particella con spin s e per un sistema di 
n = 2s particelle tutte di spin 1/2 orientati in modo tale da rendere 
lo spin totale del sistema uguale a s. Concludiamo quindi che la 
funzione d'onda di una particella con spin s rappresenta uno spinore 
simmetrico di rango n = 2s. 

È facile vedere che il numero delle componenti indipendenti di 
uno spinore simmetrico di rango 2s è uguale, come doveva essere, 
a 2s + 1. Infatti, diverse saranno soltanto le componenti fra i cui 
indici ci sono 2s volte l’indice 1 e zero volte l’indice due, 2s — 1 
volte l'indice 1 e una volta l’indice due e via di seguito sino a zero 
volte l’indice 1 e 2s volte l’indice 2. 

Dal punto di vista matematico, gli spinori simmetrici forniscono 
una classificazione dei tipi possibili di trasformazione delle grandezze 
per rotazioni del sistema di coordinate. Se ci sono 2s + fi grandezze 
diverse che si trasformano linearmente fra di loro (mentre il numero 
di queste grandezze non può essere diminuito con nessuna scelta di 
combinazioni lineari), si può affermare che la loro legge di tra- 
sformazione è equivalente alla legge di trasformazione delle compo- 
nenti di uno spinore simmetrico di rango 2s. Ogni insieme di un 
numero qualsiasi di funzioni, che per rotazioni del sistema di coor- 
dinate si trasformano linearmente fra di loro, può essere ridotto (con 
una trasformazione lineare appropriata) a uno o a più spinori sim- 
metrici!). 

Cosi, lo spinore arbitrario w,,v . . . di rango n può essere ridotto 
a spinori simmetrici di rango n, n —- 2n-4,... Una tale ridu- 
zione può essere eseguita di fatto nel modo seguente. Simmetrizzando 
lo spinore ww, ,y . . . rispetto a tutti gli indici, formiamo uno spinore 
simmetrico dello stesso rango n. Inoltre, contraendo lo spinore di 
partenza ,,y . . . rispetto alle diverse coppie di indici, otteniamo 
spinori dirango (n — 2) del tipo w}, . .., che poi persimmetrizzazione, 


diventano spinori simmetrici di rango (n — 2). Simmetrizzando gli 
spinori, ottenuti dopo la contrazione di p,,, - . ., rispetto a due coppie 
di indici, otteniamo spinori simmetrici di rango (n — 4), ecc. 
Resta da stabilire ancora il legame tra le componenti di uno 
spinore simmetrico di rango 2s e le 2s + 4 funzioni w (0) (doveg = s, 


1) In altre parole, gli spinori simmetrici realizzano rappresentazioni irri- 
ducibili del gruppo delle rotazioni (vedi $ 98). 
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s- 1, ..., —s). La componente 


e+0 
dove l’indice 4 si ripete (s + o) volte e l'indice 2 si ripete (s — 0} 
volte, corrisponde alla proiezione dello spin," uguale a o, sull’asse z. 
Infatti, se consideriamo di nuovo un sistema di n = 2s particelle: 
con spin 4/2, in luogo di una sola particella con spin s, alla 
componente scritta sopra corrisponderà il prodotto 
8+0 8-0 
n, en 
PPP MP 
un tale prodotto corrisponde allo stato in cui (s + 0) particelle hanno 
la proiezione dello spin uguale a +4/2, e (s — 0) particelle hanno la 
proiezione dello spin uguale a —1/2, cosicché la proiezione totale è 
uguale a !,(s+ 0) — “»(s—o)=o. Infine, il coefficiente di 
proporzionalità tra la componente scritta dello spinore e w (0) 
lo scegliamo in modo tale che sia soddisfatta l'uguaglianza 


+ 8 2 
Done, sii e (97,1) 


(questa somma è, come doveva essere, uno scalare, poiché essa deter- 
mina la probabilità della particella di trovarsi in un dato punto dello 
spazio). Nella somma a secondo membro dell'uguaglianza le 
componenti con (s + 0) indici 1 si ripetono 
(25)! 

(840)! (s— 0)! 
volte. È chiaro quindi che la corrispondenza fra le funzioni y (0) 
e le componenti dello spinore è data dalla formula 


(25)1 dd an 122 ca 
|p(0)= pra role” n° . (57,2) 


La relazione (57,2) assicura l'osservanza non solo della condizione 
(57,1), ma anche, come è facile convincersene, della condizione più 


generale 


Pau... =Z(-1)"°4(0)9 (—0), (57,3) 


dove pH. -- e p,,,... sono duespinori simmetrici distinti dello stesso 
rango e w(0), p (0) sono funzioni corrispondenti a questi spinori 


secondo la formula (57,2) (il fattore (—-1)"7° è legato al fatto che, 
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nell’elevare tutti gli indici delle componenti dello spinore, il segno 
cambia tante volte quante volte compare l’indice 2). 

Le formule (55,5) determinano il risultato dell’azione dell'opera- 
tore di spin sulle funzioni d'onda + (o). Non presenta difficoltà 
alcuna di stabilire in che modo questi operatori agiscono sulla fun- 
zione d'onda scritta nella forma di uno spinore di rango 2s. Nel 
caso dello spin 1/2 le funzioni w (4+-1/2), w (—1/2) coincidono con le 
componenti y', w? dello spinore. Conformemente alle (55,6) e (55,7), 
il risultato dell’azione degli operatori di spin su queste funzioni 
sarà 


Gip Gia = 
urto, Got, Gate 


Per passare al caso generale di uno spin arbitrario, consideriamo 
ancora un sistema di 2s particelle con spin 1/2 e scriviamone la funzione 
d'onda in forma di prodotto di 2s spinori. L'operatore dello spin del 
sistema di particelle rappresenta la somma degli operatori degli spin 
di ciascuna particella, che agiscono soltanto sul corrispondente 
spinore, e il risultato della loro azione è dato dalle formule (57,4). 
Passando poi a spinori simmetrici arbitrari, cioè alle funzioni d'onda 
della particella con spin s, otteniamo le formule seguenti: 


(57,4) 


840 s-0 s+0-1 8-0+1 8+0+1! s-0-1 
tn Ei 


C init 22 STO pid 22 SO il 22. 
(Sx) 00. prallà “ e, ‘0. rar sue ole 


8+0-1 s-0+1 
840 Ss-0 [nta i ont 


e n im spball--- Did 
(sy p)t1 --- 22: bar — — ji 5 + 


S+0+1 8-0-1 
+i SC più. 22..., (57,5) 


8+0 8-0 8+0 8-0 
e, i, n pr 
È RS PA ARNO = pil - -- dda 


(5.)) 


Abbiamo parlato finora degli spinori come delle funzioni d’onda 
del momento angolare intrinseco delle particelle elementari. Ma da 
un punto di vista formale non c’è nessuna differenza fra lo spin di 
una singola particella e il momento angolare totale di qualsiasi 
sistema, considerato come un tutto, a prescindere dalla sua struttura 
interna. È evidente quindi che le proprietà di trasformazioni degli 
spinori si riferiscono in misura uguale anche al comportamento, 
rispetto alle rotazioni spaziali delle funzioni d'onda wjm, di ogni 
particella (o di un sistema di particelle) con il momento angolare 
totale j, indipendentemente dalla sua natura (orbitale o spinoriale). 
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Pertanto deve esistere una certa corrispondenza fra le leggi di tra- 
sformazione delle autofunzioni wjm nelle rotazioni del sistema di 
coordinate e le leggi di trasformazione delle componenti dello spinore 
simmetrico di rango 2}. 

Nello stabilire questa corrispondenza occorre, però, distinguere 
nettamente due aspetti della dipendenza delle funzioni d'onda dalla 
proiezione del momento angolare m (per un valore dato j). Può trat- 
tarsi della funzione d'onda come di un’ampiezza di probabilità per i 
diversi valori di m; può anche trattarsi di un’autofunzione per un 
dato valore di m. 

Abbiamo avuto già a che fare con questi due aspètti all’inizio 
del $ 55 quando è stata considerata l’autofunzione 6oo, dell'operatore 


S,, corrispondente al valore s, = c,. La distinzione matematica tra 
di essi è particolarmente chiara dall’esempio di una particella con 
spin s = 1/2. In questo caso la funzione di spin è, rispetto alla va- 
riabile o, spinore controvariante di rango uno, cioè deve essere scritta, 


conformemente alle notazioni spinoriali, come 8g. Rispetto a 00 
essa è quindi spinore covariante. 

Questa circostanza ha, evidentemente, un carattere generale: 
le autofunzioni wjm Si possono mettere in corrispondenza alle com- 
ponenti di uno spinore covariante simmetrico di rango 2} secondo 
formule analoghe alle (57,2)!): 


; :2j)! 
Pim = Voi (—-m) i RO, 2 MI, (57,6) 
3+m g-m 


Le autofunzioni del momento angolare j intero sono le funzioni 
‘ sferiche Y;m. È particolarmente importante il caso in cui j = 1. 
Ci sono tre funzioni sferiche Y,m: 


Yio=i V È coso=i] 7a 


a 
Ya,s1="FÎ 7 sen Q.eti9= Fi (na tin) 


1) A questo risultato si può arrivare anche in un modo alquanto diverso. 
Se sviluppiamo la funzione d'onda + di una‘particella in stato con un momento 


angolare j secondo le autofunzioni p;m:y = DamWim 1 coefficienti am rappre- 


m 
sentano allora le ampiezze di probabilità per i diversi valori di m. In questo senso 
essi corrispondono alle «componenti »  (m) della funzione d'onda di spin, 
ciò che determina la loro legge di trasformazione. D'altra parte, il valore di y 
in un dato punto dello spazio non può dipendere dalla scelta del sistema di coor- 
dinate, cioè la somma VamW jm deve essere scalare. Confrontando con lo scalare 


(57,3), vediamo che am devono trasformarsi come (—1)7-My;, am. 
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(n è il vettore unitario orientato nel verso del raggio vettore). Si 
vede che per le loro proprietà di trasformazione queste tre funzioni 
sono equivalenti alle componenti di un certo vettore a secondo le 
formule di corrispondenza, che scriviamo nella forma 


Pio = Î0,, Pu=— 37 (axtiay), Yi, = (eni). (97,7) 


Il confronto di queste espressioni con la formula (57,6) mostra che 
le componenti di un certo vettore si possono mettere in corrispon- 
denza alle componenti di uno spinore simmetrico di rango due secon- 


do le formule 


Pa=—= e dz, pa = qa ltiar), Van = 375 (02 — ia), 


(97,8) 
vira, vii 3A (ax—ia), y2= 37 (a+ ia). 
(597,9) 


Inversamente: 


ui Vi, as= 7 (92-91), ay= az (0! +92). (57,10) 


È facile verificare che per tale definizione vale l’uguaglianza 
Pap = ab, (57,11) 


dove a e b sono vettori corrispondenti agli spinori simmetrici ya 
e 4. Non è difficile convincersi della corrispondenza fra lo spinore 


e il vettore!) 
pio + yo e V2abl. (57,12) 


Le formule (57,10) si possono scrivere in modo più conciso me- 
diante le matrici di Pauli 


i 
a=— = — —- ao 97,13 
(gli indici di matrice di 0 sono scritti in alto ed in basso in accordo 
con la disposizione degli indici spinoriali di y{). È facile capire 
come si ottiene questa formula se si considera il caso particolare in 
cui lo spinore di rango due pi si riduce al prodotto di uno spinore 


1) o componenti miste di (Uno spinore simmetrico si possono scrivere nella 
forma và, senza distinguere 0 da 


SPIN 259 


di rango uno w* con la sua complessa coniugata w+*; allora la gran- 
dezza 


1 i. D 
7 V*ouY 


rappresenta il valore medio dello spin (per una particella con la 
funzione d’onda w*), cosicché è evidente il suo carattere vettoriale. 

La regola di corrispondenza (57,8) o (57,9) è un caso particolare 
di una regola più generale: a ogni spinore simmetrico di rango pari 2j 
(dove j è un intero) si può mettere in corrispondenza un tensore sim- 
metrico di rango (j) che dà zero nella contrazione rispetto a qualsiasi 
coppia di indici (chiameremo vn tale tensore irriducibile). Ciò 
segue già dal fatto che tali spinori e tensori hanno lo stesso numero 
di componenti indipendenti (uguale a 2j + 1), cosa della quale ci si 
può convincere con un semplice calcolo!). La corrispondenza fra le 
componenti dello spinore e del tensore si può trovare mediante le for- 
mule (57,8) — (57,10) considerando lo spinore di un dato rango come 
prodotto di più spinori di rango due e il tensore come prodotto di 


vettori. 


PROBLEMI 


4. Riscrivere la definizione (57,4) dell'operatore dello spin 1/2 mediante 


le componenti spinoriali del vettore s. 
Soluzione. Tenendo conto delle formule (57,9) che stabiliscono la relazione 


fra il vettore 8 e lo spinore s**, la definizione (57,4) si scrive nella forma 


i 
272 
2. Scrivere le formule che determinano l’azione dell'operatore dello spin 


sulla funzione d’onda vettoriale di una particella con spin 1. 
Soluzione. Il legame delle componenti della funzione vettoriale «w con le 


a nre dello spinore w** è dato dalle formule (57,9), mentre l’ultima delle 
35) dà 


sAbyyy aa 


(pel + ph). 


Spy = — Pa, Sp_=, $02=0, 
(dove pi = Pr + ipy), ossia 


Sx = Py snPy =), sz)z =0. 


Da queste formule si ricavano le altre relazioni permutando gli indici z, y, z. 
Queste si possono scrivere nella forma completa 


sipa= — ieintpi 


1) In altre parole, le 2j + 1 (j cat componenti di un tensore irriducibile 
di rango j, l’insieme di 2j + 1 funzioni sferiche Y ;m, e le 2jf + 4 componenti di 
uno spinore simmetrico di rango 2}, realizzano la stessa rappresentazione irridu- 
cibile del gruppo delle rotazioni. 
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Il vettore complesso « si può scrivere nella forma w = el“ (u + iv), dove 
u ev sono vettori reali, che con una scelta opportuna della fase comune a posso- 
no essere determinati come mutuamente perpendicolari. I due vettori u e v 
determinano un piano che gode della seguente proprietà: la proiezione dello 
spin sulla normale a questo piano può assumere soltanto i valori +4. 


$ 58. Operatore di rotazione finita 


Ritorniamo al problema della trasformazione degli spinori e 
mostriamo in che modo i coefficienti di questa trasformazione si 
possono di fatto esprimere mediante gli angoli di rotazione degli 


assi coordinati. 
Per definizione di operatore del momento angolare (nel dato caso 


dello spin), l’espressione 1 + iòg-ns è l'operatore di rotazione di 
angolo é@ intorno alla direzione del vettore unitario n; applicando 
questo operatore alla funzione d'onda di una particella con spin 1/2, 
cioè a uno spinore di rango uno, bisogna porre in esso s = 0/2. 
Quanto all'operatore di rotazione di un angolo finito @ intorno alla 
stessa direzione, esso sarà dato rispettivamente dalla formula 


Ùn= exp (ipno/2) (58,1) 


(cfr. (15,13)). Come ogni funzione delle matrici di Pauli (vedi pro- 
blema 1, $ 55), questa espressione si riduce ad un'espressione lineare 
rispetto a queste matrici 

5, Prina P 

n=C08 > + ino-sen >. (58,2) 


Cosi, per una rotazione intorno all’asse z troviamo 
& Do 2 DÒ ei9/2 0 
U, (9) =cos + io, sen = | 0 ca ‘ (58,3) 


Ciò significa che le componenti dello spinore in una tale rotazione 
si trasformano secondo la legge” 


p = piei9/2, jp = we -i9/2, 


In particolare, nella rotazione di angolo 21 le componenti dello 
spinore cambiano di segno; quindi avranno la stessa proprietà anche 
gli spinori di rango dispari qualsiasi (cfr. fine del $ 50). 

In modo analogo troviamo le matrici di trasformazione: per 
una rotazione di angolo g intorno all'asse x oppure all'asse y si ha: 


A COS + i sen 7 x COS È sen È 
Ux(9)= Ù ol ll0= ò o|° (58,4) 
isen > COS > — sen > 08 
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Notiamo il caso particolare della rotazione di angolo x intorno all’ as- 
se y per cui w = w?, w = —w!, cioè 


pap, d= we (58,5) 


Ora è facile scrivere la matrice di trasformazione per una rota- 
zione arbitraria degli assi coordinati a seconda degli angoli di Eulero 
che determinano questa rotazione. 

La rotazione degli assi determinata dagli angoli di Eulero a, $, y 
viene eseguita in tre stadi: 1) una rotazione di angoloa (0 < a < 2) 


da 


Fig. 20 


intorno all’asse z, 2) una rotazione di angolo 8 (0<fB < x) intorno 
alla nuova posizione dell'asse y (ON nella fig. 20 è la cosiddetta 
linea dei nodi), 3) una rotazione di angolo y (0 < y< 2a) intorno 
alla posizione definitiva (z’) dell’asse 21). 


1) I sistemi 7yz e 7’y'z' sono come sempre destrorsi, e la direzione positiva 
secondo cui vengono misurati gli angoli corrisponde alla direzione della vite che 
viene avvitata nel senso positivo dell'asse di rotazione. 

La definizione degli angoli di Eulero data qui (accettata nelle applicazioni 
quantistiche) si differenzia dalla definizione data nel vol. I, Meccanica, $ 35 
per il fatto che la seconda rotazione viene eseguita intorno all'asse y, anzicché 
all'asse x. Gli angoli a, f, y sono legati agli angoli g, 0, y nel vol. I (non 
confondere con gli angoli sferici @, 6!), dalle relazioni 


È 1° st 
e=atsa 0=, per-3. 
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È evidente che gli angoli a, $, coincidono con gli angoli sferici 
@, 0 del nuovo asse 2’ rispetto agli assi 7yz: a = p,B=0. 

Corrispondentemente, la matrice della trasformazione totale è 
uguale al prodotto delle tre matrici (58,3)-(58,4): 


Ù (a, B, =: MU, (9 Î:(0). 


Moltiplicando direttamente le matrici troviamo infine 


COS La ei(@+%)/2 sen £ » e i(a-v)/2 


U (a, f,y) = B_|; B ; 
— Sen ra ei(a-%v)/2 cos ne i(a+y)/2 


(58,6) 


Gli spinori di rango superiore si trasformano, per definizione, 
come prodotti di componenti di uno spinore di rango uno. Tuttavia, 
nelle applicazioni fisiche presentano interesse non tanto le leggi 
di trasformazione degli spinori stessi quanto delle corrispondenti 
funzioni d'onda W;m. 

Supponiamo che le funzioni pjm (m=j,j_-1,...,—j) de- 
scrivano in un sistema di coordinate zyz gli stati con valori determi- 
nati del momento angolare j e le funzioni Wjm' gli stessi stati rispetto 
agli assi x'y'z°; nel primo caso m è il valore di j,, nel secondo caso 
m' = j.-. Queste funzioni sono mutuamente legate da relazioni 
lineari, che scriviamo nella forma 


Pim = DI Dre'm (€, 83 7) Wim (58,7) 


I coefficienti D., formano (rispetto agli indici m’m) una matrice 
di rango 2j +1, ossia la matrice di rotazione finita DI, i suoi ele- 
menti sono funzioni degli angoli di rotazione a, fì, y del sistema 
x'y'z' rispetto al sistema xyz. 

La costruzione della matrice di rotazione finita può essere eseguita 
mediante la rappresentazione spinoriale delle funzioni Wjm- 

Per j = 1/2 le due funzioni w,/2m (M = +41/2) costituiscono uno 
spinore covariante di rango uno. Secondo la (56,13) la sua trasfor- 
mazione (dal sistema z’y'z’' al sistema yz) viene eseguita mediante 
la matrice U (58,6), cosicché D/® — 71). Sceriviamone gli elementi 
nella forma 


DIA = etm*vd(1/2) (p) cima, 


i) Richiamiamo l’attenzione sul fatto che gli indici di matrice nella (58,7) 
sono disposti precisamente nell’ordine che corrisponde alla moltiplicazione delle 
colonne della matrice D‘ò per le funzioni pjm disposte in riga. In una forma sim- 
bolica l'uguaglianza (58,7) si dovrebbe scrivere secondo la (56,13) come w;jm = 


= (PD) m. 
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dove 
m! NE | 1/2 — 1/2 
13 db (58,8) 
2002 1/2 COS > sen 
'm 
— 1/2 — sen È. cos È 


Per un valore arbitrario j le funzioni Pjm sono legate con le compo- 
nenti dello spinore covariante simmetrico di rango 2j dalla formula 
(57,6). La matrice di trasformazione delle componenti dello spinore 
di rango 2j è il prodotto di 2j matrici Dea ciascuna delle quali agisce 
su uno degli indici spinoriali. Fatta la moltiplicazione e tornati alle 
funzioni Wjm, otteniamo la matrice di trasformazione di queste ulti- 
me nella forma 


DÈ. (a, B, v) = e?9Yd00). m (P) eîma, (58,9) 


dove le funzioni d®. ($) sono date dalla formula!) 


o) _[TG+ mm) (fm) 71/2 
dmn (8) = ene = 


X (cos 13 MMS (sen 33 Pr (cos), (58,10) 
dove 


P©? (cost) = at (1— cos) (1+4- cost) x 


2"n! 
x (TEST 3) I(1-—cosf)®*"(1+cosp)"*"] (58,11) 
sono i cosiddetti polinomi di Jacobi ®). Osserviamo che 


P% (-—cosf)=(— 1)" P®® (cosf). (58,12) 


Le funzioni d‘i9.m godono di alcune proprietà di simmetria che sono 
già evidenti dalle espressioni (58,11) e (58,12), ma che si possono 
dedurre più semplicemente dalla loro definizione come coefficienti 
della trasformazione di rotazione. 


1) I calcoli qui riportati si possono trovare nel libro di A. R. Edmonds, 
Angular momentum in quantum mechanics, Princeton, 1957. La definizione delle 
funzioni DI. a secondo la (58,9) si distingue da quella usata nel libro di Edmonds 
per lo scambio di a e ] (ciò che è più naturale nella presente esposizione). 

2) Per il legame di questi polinomi con la serie ipergeometrica vedi $ e 
(formula (e, 11)). 
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La matrice D° come matrice di trasformazione di rotazione è 
unitaria. Poiché la trasformazione inversa alla rotazione (a, f, y) 


è la rotazione (—y, —f, —a), per la matrice reale dd, si 
ricavano le relazioni 

Pim (—B)=d0m (8). (58,13) 
Valgono inoltre le uguaglianze 

dm (B) = dm, -m° (8), (58,14) 


dm (= (1) Omm 
dm (—M=(—1)7 Em, -m dm (0)= 


Per j = 1/2 esse derivano chiaramente dalla (58,8), mentre la loro 
generalizzazione è evidente dal metodo di costruzione della matrice 
di trasformazione descritto sopra. 

Eseguiamo la rotazione di angolo x — f} effettuando due rotazioni 
successive di angoli n e —Pf: 


dd. (n— È ) =D dm (18) dPm (—B)=(— 1°” Imm (—B). 


(58,15) 


oppure, applicando la (58,13), 
dim (o B) =(— 1)” dm, -m° (8). (58,16) 


Il risultato di due rotazioni intorno allo stesso asse non dipende 
dall'ordine della loro successione. Dobbiamo quindi ottenere lo 
stesso risultato, ruotando di —f e di x nel senso opposto. Facendo 
queste rotazioni e confrontando il risultato con la (58,16), otteniamo 
la relazione 


dm (B)=((—1)7 7" 49, -m(B) (58,17) 
Dalle (58,17), (58,14) e (58,13) segue che 
dD.m (B)=((— 1777" dim (B)=(—1)° "dm (—B). (58,18) 


In accordo con le (58,13) — (58,18) si possono dedurre varie 


proprietà di simmetria delle funzioni totali Dî... Notiamo, in 
particolare, l’espressione della funzione complessa coniugata 


DI, (a, B, =D m(- a, —v)= 
=(— 1)" DA n", -m(@,8,y). (58,19) 


Dal punto di vista matematico le matrici D® danno le rappre- 
sentazioni unitarie irriducibili del gruppo delle rotazioni di dimen- 
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sione 2f + 1 (vedi più avanti $ 98). Ne segue immediatamente la 
relazione di ortogonalità e di normalizzazione 


* d 4 
| Dtm, (0, B, 7) DAîma (0, Br Simi; (58,20) 


dove do = sen fi da df dy. i 

L’ortogonalità delle funzioni secondo gli indici m'ed’m’ è assicu- 
rata dal fattore exp {i (ma + m'y)}, mentre l’ortogonalità secondo 
l'indice j è legata con le funzioni di ‘rm per cui abbiamo 


fatt (B) 22m (8) SEPPI 8, (58,21) 


Scriviamo, infine, per comodità di consultazione, le espressioni 
delle funzioni d?. per alcuni valori particolari dei parametri. Per 
j =41 abbiamo 


1 0 — f 


1 5 (1+cos pì) a sen B 3 (1—cosp) 
V2 (58,22) 
di'm(B) = 0 — 75 sen $ cos $ 35 sen f 
1 1 1 
—1 5 (1— cos È) = 5 (1+cos È) 
Per valori interi di j = e m' = le formule (58,10) e (58,11) 
dànno 


dl 8) = (— 1A = (19° ET PP (cos). (58,23) 


L'origine di questa formula è evidente dalla definizione iniziale 
(58,7). Siano i valori delle funzioni #;m' nel secondo membro della 
(58,7) riferiti all'asse z' sul quale abbiamo (per j = 1) 


Yim (n) = il po ZLI tai (58,24) 
Quanto alla funzione w;m nel primo membro, essa diventa allora la 


funzione sferica Y,, (P, a) degli angoli sferici gp = a, 0 = f nella 
direzione dell'asse z°. Sostituendo la (58,24) nella (58,7), otteniamo 


YimB, = 4! DI (a, 8, 1), (58,25) 


che è equivalente alla (58,23). 
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Diamo infine l'espressione della funzione per il massimo valore 
, 


possibile di uno degli indici m, m': 


dd, (B)=(— 1) dò, — iena da (cos 13 (sen 13 MIA 
(58,26) 


$ 59. Polarizzazione parziale delle particelle 


Con una scelta appropriata della direzione dell'asse z si può sem- 
pre annullare una delle componenti (w? ad esempio) dello spinore 
dato w* cioè della funzione d'onda di una particella con spin 1/2. 
Questo è evidente già dal fatto che la direzione nello spazio è deter- 
minata da due grandezze (angoli), cioè il numero di parametri di 
cui disponiamo è uguale appunto al numero di grandezze (parti 
reale e immaginaria della componente complessa y?) che vogliamo 
annullare. 

Fisicamente questo significa che se una particella con spin 1/2 
(per fissare le idee, parleremo dell’elettrone) si trova in uno stato 
descritto da una certa funzione d’onda spinoriale, esiste allora una 
direzione nello spazio tale che lungo di essa la proiezione dello spin 
della particella ha un valore determinato o = 1/2. Si può dire che 
in tale stato l’elettrone è completamente polarizzato. 

Tuttavia, esistono anche stati dell’elettrone che si possono chia-. 
mare parzialmente polarizzati. Questi stati vengono descritti non da 
funzioni d’onda, bensi solo da matrici densità, cioè sono stati misce- 
lati (rispetto allo spin) (vedi $ 14). 

La matrice densità di spin (o di polarizzazione) dell’elettrone è 
uno spinore di rango due p** normalizzato dalla condizione 


pPa=pi+?=1 (59,1) 
e che soddisfa la condizione di « hermiticità ». 
(P*u)* = ph. (59,2) 


Nel caso di uno stato spinoriale puro (ossia completamente polariz- 
zato) dell’elettrone lo spinore p** si riduce al prodotto delle componen- 
ti della funzione d’onda y*: 


Pu = (pe)*. (59,3) 
Le componenti diagonali della matrice densità determinano le 


probabilità dei valori +4/2 e —1/2 della proiezione dello spin del- 
l’elettrone sull’asse z. Quindi il valore medio di questa proiezione è 


= 4 
$S=%7 (p'i — Pa), 
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ossia, tenendo conto della (59,1), 
pi=1/24+s,, 0%=1/2—s2. (59.4) 


In uno stato puro il valore medio delle grandezze s, = sx t isy 
si calcola come segue 


FE 8° sai 48° LÀ 
s=P sp, s=P SP. 


Poiché secondo le (55,6) e (55,7) gli operatori s. sono espressi dalle 
matrici 

A È 1 5 n di 

“#7 lo al 74 0)° 


A = pi*yp?, si pae w2* pi . 


In uno stato miscelato si avrà rispettivamente 


troviamo 


pia= 8; p°, =s. (59,9) 


Per il tramite delle matrici di ‘Pauli, le formule (59,4) e (59,5) 
si possono scrivere nella forma congiunta 


= 1(8+20,5). (59,6) 


In tal modo, tutte le componenti della matrice densità di polariz- 
zazione dell’elettrone si esprimono con i valori medi delle componenti 


del vettore di spin. In altre parole, il vettorereale s determina com- 
pletamente le proprietà di polarizzazione di una particella con 
spin 1/2. Nel caso limite della polarizzazione completa una delle 
componenti di questo vettore (per una scelta opportuna della dire- 
zione degli assi) è uguale a 1/2 e le due altre a zero. Nel caso di uno 
stato non polarizzato tutte le tre componenti sono nulle. Nel caso 
generale di una polarizzazione parziale arbitraria e di una scelta 
arbitraria del sistema di coordinate vale la disuguaglianza 0 « 
<p<1, dove 
p=2@+3+3)12 

è una grandezza che si può chiamare grado di polarizzazione dell’elet- 
trone. 

Per una particella con spin arbitrario s la matrice densità è lo 
spinore palle. di rango 4s che è simmetrico rispetto ai primi 
indici 2s e agli ultimi 2s e che soddisfa le condizioni 


ida i (59,7) 
(prese, )*= peo... (59,8) 
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Per calcolare il numero delle componenti indipendenti della 
matrice densità, osserviamo che fra le combinazioni possibili dei 
valori degli indici A, p, . . . (o degli indici p, o, .. .) soltanto 2s + 1 
sono essenzialmente distinte. Tenendo anche presente che le com- 
ponenti dello spinore p*---,-... sono legate dalla relazione (59,7), 


° 


troviamo che il numero delle componenti distinte è uguale 
a (2s + 1)? —1 = 4s(s + 1). Benché queste componenti siano 
grandezze complesse, questa circostanza, in virtà delle relazioni 
(59,8), non aumenta il numero totale delle grandezze indi- 
pendenti che caratterizzano lo stato di polarizzazione parziale 
della particella ed è uguale, quindi, a 4s (s + 1)!). Notiamo a titolo 
di confronto che lo stato di polarizzazione totale di una particella è 
descritto in tutto da 4s grandezze (2s + 1 componenti complesse 
della funzione d'onda yw*, che sono legate da una condizione di 
normalizzazione e che contengono una fase comune non essenziale 
per la descrizione dello stato). 

Come ogni spinore di rango 4s, lo spinore p*#---... è equivalente 
all’insieme di tensori irriducibili di rango 4s, 45 — 2, ..., 0. Nel 
caso considerato si ha un solo tensore corrrispondente a ciascuno di 
questi ranghi, poiché a causa delle proprietà di simmetria dello 
spinore p**---.g.. ogni sua contrazione può essere eseguita in un 


solo modo: rispetto ad uno (qualsiasi) degli indici À, u, ... e ad 
uno degli indici o, o, ... Inoltre, lo scalare (tensore di rango 0) 
viene a mancare, riducendosi, per la condizione (59,7), all’unità. 


$ 60. Inversione del tempo e teorema di Kramers 


La simmetria del moto rispetto al cambiamento del segno del 
tempo si esprime in meccanica quantistica con il fatto che se y è 
la funzione d’onda di un certo stato stazionario del sistema, anche 
la funzione d’onda «invertita rispetto al tempo » (indichiamola 
con yin) descrive un certo stato possibile con la stessa energia. 
È stato detto alla fine del $ 18 che wi coincide con la funzione com- 
plessa coniugata w*. Questa affermazione però si riferisce alle 
funzioni d’onda, allorché non si tenga conto dello spin delle parti- 
celle. In presenza dello spin essa richiede una precisazione. 

Rappresentiamo la funzione d’onda di una particella con spin s 
in forma di uno spinore controvariante w*--- (di rango 2s). Passando 
alle funzioni complesse coniugate yw*---*, otteniamo, però, l’insie- 
me di grandezze che si trasformano come componenti di uno spinore 


1) L'assegnazione di queste grandezze è equivalente all’assegnazione dei 
valori medi delle componenti del vettore s e di tutte le loro potenze e prodotti 
pe gruppi di 2, 3, ..., 2s che nonsi riducono a potenze inferiori (vedi pro- 


ema 3 del $ 55). 
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covariante. Quindi all'operazione dell’inversione del tempo corri- 
sponde il passaggio dalla funzione d'onda w**--- a una nuova funzione 
d’onda le cui componenti covarianti sono determinate come segue 


ue pe E (60,1) 


Per un insieme assegnato di valori degli indici 4, p, ... le com- 
ponenti degli spinori co- e controvarianti corrispondono ai valori 
della proiezione del momento angolare, che si differenziano per il 
segno. Quindi in termini delle funzioni wo all’inversione del tempo 
corrisponde il passaggio da wso a Ws, -o; come doveva essere, poiché 
il cambiamento del segno del tempo comporta l'inversione del 
momento angolare. La corrispondenza esatta è stabilita secondo la 


(60,1): 
pe to= to (— 1)" (60,2) 


In altre parole, il cambiamento ws + pîo, richiesto dall'operazione 
dell’inversione del tempo significa il cambiamento!) 


Wso > fe, a (—1)°7°. (60,3) 
Nel ripetere due volte questa operazione abbiamo 
Wso + we, a (— ri so ( — 1)97° (— 1)+°= Peo ( pr 1)28. 


In tal modo, la doppia inversione del tempo fa tornare la funzione 
d’onda al valore iniziale soltanto per spin intero, mentre per spin 
semintero essa cambia il segno della funzione d’onda. 

Consideriamo un sistema arbitrario di particelle interagenti. 
Il momento angolare orbitale e di spin di tale sistema presi separata- 
mente non si conservano, in generale, se si tiene conto delle intera- 
zioni relativistiche. Si conserva soltanto il momento angolare tota- 
le J. Se non esiste alcun campo esterno, ciascun livello energetico 
del sistema è (2/ + 1) volte degenere. Se si applica un campo ester- 
no, questa degenerazione, in generale, viene rimossa. Sorge allora 
il problema se si possa rimuovere completamente la degenerazione, 
cioè in modo tale che il sistema abbia soltanto livelli semplici. 
Questa questione è strettamente legata con la simmetria rispetto 
all’inversione del tempo. 

Nell’elettrodinamica classica si ha l’invarianza delle equazioni 
rispetto al cambiamento del segno del tempo se si lascia invariato 
il campo elettrico e se si cambia il segno del campo magnetico?). 


1) Richiamiamo l'attenzione sulla corrispondenza della regola di coniuga- 
zione complessa di una funzione sferica, conformemente alla (28,9), con la regola 
generale (60,3). 
ti 2) Re vol. II, Teoria dei campi, $ 17. Vedi anche la osservazione alla fine 

el $ È 
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Questa proprietà fondamentale del moto deve conservarsi anche nella 
meccanica quantistica. Quindi la simmetria rispetto all’inversione 
del tempo si ha non soltanto per un sistema chiuso, ma anche in 
ogni campo elettrico esterno (in mancanza di campo magnetico). 

Le funzioni d’onda del sistema sono spinori y*#--- il cui rango n 
è uguale al doppio della somma degli spin di tutte le particelle 
(n = 2Ys,); questa somma può non coincidere con lo spin totale S 
del sistema. Secondo quanto detto sopra, possiamo affermare che in 
un campo elettrico arbitrario la funzione d’onda e la funzione 
che da essa si ottiene per inversicne temporale devono corrispon- 
dere a stati con la stessa energia. Perché il livello non sia degenere, 
occorre comunque che questi stati siano identici, cioè le corrispon- 
denti funzioni d'onda debbano coincidere a meno di un fattore cc- 
stante. E ovvio che tutte e due le funzioni devono essere espresse in 
forma di spinori dello stesso tipo (co- o controvarianti). 

Scriviamo wy...= Cwiu..., oppure secondo la (60,1), 


pa Chio (60,4) 


dove C è costante. Passando alle quantità complesse coniugate nei due 
membri di questa uguaglianza, otteniamo 


L'ATRIO 


Abbassiamo gli indici nel primo membro dell’uguaglianza, alzando- 
li corrispondentemente nel secondo. Questo significa che moltipli- 
chiamo entrambi i membri dell'uguaglianza per gaag8,--. e che 
sommiamo rispetto agli indici 4, p, ...; nel secondo membro 
si utilizza: 

Bargpu.,,=(—1)"g*egnb <-> 


Come risultato otteniamo 
Pau ce C* (— 1)" yz 0.4. 


Sostituendo ywàH---* dalla (60,4), troviamo 
Pau es (— 1)” CC* fan 0. 0° 


Questa uguaglianza deve verificarsi identicamente, cioè deve essere 
(—41)" CC* = 1. Ma poiché | C |° è comunque positivo, è chiaro 
che questo è possibile soltanto per n pari (cioè per un valore intero 
della somma È s). Per n dispari (per un valore semintero di }} s)}) 


la condizione (60,4) non può essere soddisfatta. 
Siamo giunti quindi al risultato che il campo elettrico può ri- 
muovere completamente la degenerazione soltanto dei sistemi per i 


1) Se la somma \'s, è intera (semintera) sono interi (seminteri) anche tutti 
i valori possibili dello spin totale .S del sistema. 
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quali la somma degli spin delle particelle è intera. Un sistema con 
somma semintera degli spin deve avere in un campo elettrico arbi- 
trario tutti i livelli doppiamente degeneri e, inoltre, a due stati di- 
stinti con la stessa energia corrispondono gli spinori complessi coni- 
ugati!) (H. A. Kramers, 1930). 

Facciamo ancora un'osservazione di carattere matematico. Le 
relazioni del tipo (60,4) con la costante reale C rappresentano, dal 
punto di vista matematico, la condizione che si possa far corri- 
spondere alle componenti dello spinore una combinazione di certe 
grandezze reali; tale condizione si può chiamare condizione di 
« realtà » dello spinore”). L’impossibilità di soddisfare la relazione 
(60,4) per n dispari significa che a nessun spinore di rango dispari si 
può far corrispondere una grandezza reale. Viceversa, per n pari la 
condizione (60,4) può essere soddisfatta e C può essere reale. In 
particolare, a uno spinore simmetrico di rango due si può far corri- 
spondere un vettore reale se viene soddisfatta la condizione (60,4) 


con C = 1: 
1) 
4°" = bay 
(è facile convincersene mediante le formule (57,8)-(57,9)). In generale, 
la condizione (60,4) con C = 1 è la condizione di « realtà » dello 
spinore simmetrico di rango pari qualsiasi. 


1) Se il campo elettrico gode di un’alta simmetria (cubica), può aver luogo 


anche la degenerazione quadrupla (vedi $ 99 e problema). 
2) Letteralmente non ha senso parlare di realtà di uno spinore, poiché gli 


spinori complessi coniugati hanno leggi di trasformazione diverse. 


Capitolo IX 
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$ 61. Principio di indistinguibilità delle particelle identiche 


Nella meccanica classica, le particelle identiche (per esempio, 
elettroni), malgrado l’identità delle loro proprietà fisiche, non per- 
dono però una loro «individualità»: si può immaginare di «numerare» 
in un certo istante le particelle di un sistema fisico dato e seguire 
poi il moto di ciascuna di esse lungo la sua traiettoria; sarà allora 
possibile identificare le particelle in qualsiasi istante. 

Nella meccanica quantistica, invece, la situazione è completa- 
mente diversa. È stato già rilevato più volte che, in virtù del prin- 
cipio d’indeterminazione, il concetto di traiettoria dell'elettrone 
perde completamente significato. Se la posizione dell'elettrone è 
nota esattamente in un dato istante, nell’istante successivo le sue 
coordinate non hanno più valori determinati. Di conseguenza, loca- 
lizzati e numerati gli elettroni in un certo istante, questo non ci dà 
la possibilità di identificarli negli istanti successivi; localizzando 
uno degli elettroni in un altro istante in un certo punto dello spazio, 
non potremo dire di quale elettrone si tratti. 

Così, nella meccanica quantistica non esiste, in linea di prin- 
cipio, alcuna possibilità di seguire separatamente ciascuna delle 
particelle identiche e, quindi, di distinguerle. Si può dire che nella 
meccanica quantistica le particelle identiche perdono del tutto la loro 
« individualità ». L'identità delle particelle relativa alle loro pro- 
prietà fisiche ha qui un significato molto profondo: essa porta all’in- 
distinguibilità totale delle particelle. 

Questo principio di indistinguibilità delle particelle identiche ha 
un ruolo fondamentale nella teoria quantistica dei sistemi formati 
da particelle identiche. Iniziamo dalla considerazione di un sistema 
formato da due sole particelle. In forza della loro identità, gli stati 
del sistema, che si ottengono l’uno dall’altro semplicemente scam- 
biando le due particelle, devono essere fisicamente del tutto equiva- 
lenti. Questo significa che come risultato dello scambio la funzione 
d’onda del sistema può variare soltanto di un fattore di fase ines- 
senziale. Sia w (E,, È) la funzione d’onda del sistema, dove É,, És 
indicano convenzionalmente gli insiemi delle tre coordinate e della 
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proiezione dello spin di ciascuna delle particelle. Allora deve essere: 


p (Ea, Ea) = e°%p (Ea, Ea), 


dove a è una costante reale. Scambiando ancora una volta, torniamo 
allo stato iniziale, mentre la funzione w risulterà moltiplicata per 
ezix, Ne segue che e?i* = 1, ossia e'* = +1. Di conseguenza, 
w (E1. 52) = 1 (Ea: Sa). 

Siamo giunti quindi al risultato che esistono in tutto due possi- 
bilità: o la funzione d’onda è simmetrica (cioè non cambia nello 
scambio delle particelle), o essa è antisimmetrica (cioè nello scambio 
cambia di segno). É evidente che le funzioni d’onda di tutti gli stati 
di uno stesso sistema devono godere della stessa simmetria; se cosi 
non fosse, la funzione d’onda di uno stato, che rappresenta la 
sovrapposizione di stati con diverse simmetrie, non sarebbe né 
simmetrica né antisimmetrica. 

Questo risultato si generalizza immediatamente ai sistemi for- 
mati da un numero qualsiasi di particelle identiche. Infatti, a causa 
dell’identità delle particelle, è chiaro che se una coppia qualsiasi 
di queste particelle gode della proprietà di poter essere descritta, per 
esempio, da funzioni d’onda simmetriche, tutte le altre coppie di 
queste particelle avranno la stessa proprietà. Quindi la funzione 
d’onda delle particelle identiche deve o restare assolutamente im- 
mutata per lo scambio di qualsiasi coppia di particelle (e, di conse- 
guenza, anche per qualsiasi scambio di particelle), o cambiare di 
segno rer lo scambio di ogni coppia. Nel primo caso la funzione 
d'onda è detta simmetrica, nel secondo antisimmetrica. 

La proprietà del sistema di poter essere descritto da funzioni 
d'onda simmetriche o antisimmetriche dipende dalla natura delle 
particelle che lo compongono. Delle particelle descritte da funzioni 
antisimmetriche si dice che ubbidiscono alla statistica di Fermi- 
Dirac o che sono fermioni, delle particelle descritte da funzioni 
simmetriche si dice che ubbidiscono alla statistica di Bose-Einstein, 
ovvero che sono bosoni!). 

Usando le leggi della meccanica relativistica quantistica (vedi 
vol. IV, $ 25), è possibile mostrare, che la statistica cui obbediscono 
le particelle è univocamente legata al loro spin: le particelle con 
spin semintero sono fermioni, quelle con spin intero sono bosoni. 


1) Questa terminologia deriva dalla denominazione delle statistiche che 
descrivono un gas perfetto costituito da particelle con funzioni d’onda antisim- 
metriche o simmetriche, rispettivamente. In realtà, abbiamo qui a che fare non 
soltanto con diverse statistiche, ma anche di fatto con diverse meccaniche. La 
statistica di Fermi è stata proposta da £. Fermi per gli elettroni nel 1926, e il 
suo legame con la meccanica quantistica è stata messa in luce lo stesso anno da 
P.A.M. Dirac. La statistica di Bose è stata proposta da S. N. Bose per i quanti 
di luce e generalizzata da A. Einstein (1924). 
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La statistica delle particelle composte è determinata dalla parità 
del numero dei fermioni elementari che ne fanno parte. Infatti, lo 
scambio di due particelle composte identiche equivale allo scambio 
simultaneo di più coppie di particelle elementari identiche. Lo 
scambio dei bosoni non muta affatto la funzione d'onda, mentre lo 
scambio dei fermioni ne cambia il segno. Quindi le particelle com- 
poste contenenti un numero dispari di fermioni elementari ubbidi- 
scono alla statistica di Fermi e quelle che ne contengono un numero 
pari alla statistica di Bose. Questo risultato è ovviamente in accordo 
con la regola generale suindicata: una particella composta ha spin 
intero o semintero a secondo che sia pari o dispari il numero di 
particelle con spin semintero che entrano nella sua struttura. 

Cosi, i nuclei atomici con peso atomico dispari (cioè costituiti 
da un numero dispari di protoni e di neutroni) ubbidiscono alla 
statistica di Fermi e quelli con peso atomico pari alla statistica di 
Bose. Per quanto riguarda gli atomi che oltre al nucleo contengono 
anche elettroni, la statistica è determinata, evidentemente, dalla 
parità della somma del peso atomico e del numero atomico. 

Consideriamo un sistema costituito da N particelle identiche la 
cui interazione mutua può essere trascurata. Siano w,, ws, . . . le 
funzioni d'onda dei diversi stati stazionari in cui può trovarsi cia- 
scuna particella separatamente. Lo stato globale del sistema si può 
determinare elencando gli stati in cui si trovano singole. particelle. 
Sorge il problema: come sì deve dalle funzioni w,, ws, :. . costruire 
la funzione d’onda w dell’intero sistema. 

Siano p,, Pa, - - .-: pw i numeri degli stati in cui si trovano le 
singole particelle (fra questi numeri ve ne possono essere anche di 
uguali). Per un sistema di bosoni la funzione d’onda w (È,, Èa; + + 1 Én) 
è espressa dalla somma di prodotti del tipo 


Wp, E) dp, (Ea). do, (En) (61,1) 


con tutti gli scambi possibili dei diversi indici p,, p,, . . .; tale som- 
ma gode evidentemente della proprietà di simmetria richiesta. Cosi, 
per un sistema di due particelle che si trovano in diversi stati 


(P1 # Pa): 
vet ttt 612 


Il fattore 1/V 2 è stato introdotto per la normalizzazione (tutte le 
funzioni w,, 4, ... sono mutuamente ortogonali e si suppongono 
normalizzate). Nel caso generale di un sistema con un numero arbi- 
trario N di particelle la funzione d'onda normalizzata è 


= (PE) DI do, (Ea) do, (E) ey (Em (61,8) 
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dove la somma è estesa a tutti gli scambi dei diversi indici p,, Pa, . . - 
. ..,.Px e dove il numero N; indica quante volte il valore î compare 
nella combinazione sotto il segno di somma(essendo X N; = N). 
Integrando il quadrato |w |? su di, dé, .. . dé y!), si annullano tutti 
i termini, tranne soltanto i quadrati dei moduli di ciascuno dei 
termini della somma; poiché il numero totale dei termini nella somma 
(61,3) è uguale, evidentemente, a NUN,;IN,! ..., si trova il coef- 
ficiente di normalizzazione nella (61,3). 

Per un sistema di fermioni la funzione d'onda w è una combina- 
zione antisimmetrica dei prodotti (61,1). Cosî, per un sistema di due 


particelle abbiamo 


4 (E, E) = xi [pp, (Es), (E) — br, (Ea) vo, (E). (61.4) 


Nel caso generale di N particelle la funzione d'onda si scrive sotto 
forma di determinante 


wo, (È) vo, (Ea) «do, En) 


te 
pw (E) Ypy (E) --- Pry (Em) 


Allo scambio di due particelle corrisponde qui lo scambio di due 
colonne del determinante, ciò che causa il cambiamento di segno di 
quest'ultimo. 

Dall’espressione (61,5) segue un risultato importante: se fra i 
numeri pj, Pa,...venesono due identici, due righe del determinante 
risulteranno identiche e quindi esso si annulla identicamente; 
pertanto sarà differente da zero soltanto nei casi in cui tutti gli 
indici p,, P:, ... sono diversi. Di conseguenza, in un sistema di 
fermioni identici due (o più) particelle non possono trovarsi in uno 
stesso stato. Questo è il cosiddetto principio di Pauli (1925). 


$ 62. Interazione di scambio 


Il fatto che nell'equazione di Schròdinger non si tiene conto del- 
l'esistenza dello spin nelle particelle non invalida affatto questa 
equazione e tutti i risultati che si ottengono con essa. Di fatto, l’in- 
terazione elettrica delle particelle non dipende dai loro spin?). Da 


1) Per integrazione in dÈ si sottintende convenzionalmente (qui e nei $$ 64, 
65) l'integrazione rispetto alle coordinate e la somma su o. 
2) Questo è vero soltanto finché si tratta dell'approssimazione non n relati- 
vistica. Tenendo conto degli effetti relativistici, l’interazione di particelle cari- 
che risulta dipendente dallo spin. 
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un punto di vista matematico, ciò significa che l’hamiltoniano di 
un sistema di particelle interagenti elettricamente (in assenza di 
campo magnetico) non contiene gli operatori dello spin e, di con- 
Seguenza, applicato alla funzione d'onda non agisce in nessun modo 
sulle variabili di spin. Quindi l'equazione di Schrodinger è soddisfatta 
in realtà da ogni componente della funzione d’onda; in altre parole, 
la funzione d’onda di un sistema di particelle può essere scritta in 


forma di prodotto 
(Ea, E) Si X (04, 93, °° .) p (Fi, Fo, ++ .), 


dove la funzione @ dipende soltanto dalle coordinate delle particelle 
e la funzione Y soltanto dai loro spin; chiameremo la prima funzione 
delle coordinate o orbitale, la seconda, funzione d'onda di spin. L’equa- 
zione di Schròdinger determina di fatto soltanto la funzione delle 
coordinate @, lasciando arbitraria la funzione Y. In tutti i casi in 
cui non ci interessiamo allo spin delle particelle, possiamo quindi 
applicare l'equazione di Schròdinger, considerando come funzione 
d’onda la sola funzione delle coordinate, cosi come abbiamo fatto 
nei capitoli precedenti. 

Risulta tuttavia che, malgrado l’indipendenza rilevata dell’in- 
terazione elettrica delle particelle dal loro spin, esiste una di pen- 
denza peculiare dell’energia del sistema dal suo spin totale, che è 
originata in ultima analisi dal principio di indistinguibilità delle 
particelle identiche. 

. Consideriamo un sistema composto in tutto da due dasticalio 
identiche. Risolvendo l’equazione di Schròdinger, troviamo una 
serie di livelli energetici a ciascuno dei quali corrisponde una deter- 
minata funzione d’onda delle coordinate simmetrica o antisimmetri- 
ca ® (r), res). Infatti, a causa dell’identità delle particelle, l’hamil- 
toniano (così come l'equazione di Schròdinger) del sistema è inva- 
riante rispetto allo scambio di esse. Se i livelli energetici non sono 
degeneri, con lo scambio delle coordinate r, ed r, la funzione @ (r}, rg) 
può variare soltanto di un fattore costante; ripetendo lo scamb 0, 
possiamo convincerci del fatto che questo fattore può essere uguale 
solo a + 1). 

Supponiamo dapprima che le particelle abbiano spin nullo. Il 
fattore di spin per tali particelle non esiste affatto, e la funzione 
d’onda si riduce alla sola funzione delle coordinate @ (r,, r.) che 
deve essere simmetrica (poiché le particelle con spin nullo ubbidisco- 
no alla statistica di Bose). Cosi, non tutti i livelli energetici, che si 
ottengono dalla soluzione formale dell’equazione di Schròbinger, 


1) In presenza di degenerazione si possono sempre scegliere combinazioni 
lineari delle funzioni relative al livello dato tali che soddisfino anch'esse questa 


condizione. 
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possono realmente esistere; quelli di essi, a cui corrispondono funzio- 
ni @ antisimmetriche, sono impossibili per il sistema considerato. 

Lo scambio di due particelle identiche è equivalente all’operazio- 
ne dell’inversione del sistema di coordinate (la cui origine è scelta 
nel punto di mezzo del segmento che congiunge le due particelle). 
D'altra parte, in seguito all’inversione la funzione d’onda @ deve 
essere moltiplicata per (—1)' dove / è il momento angolare orbitale 
del moto relativo delle due particelle (vedi $ 30). Confrontando queste 
considerazioni con quanto detto sopra, arriviamo alla conclusione 
che un sistema di due particelle identiche con spin nullo può avere 
momento angolare orbitale soltanto pari. 

Supponiamo ora che il sistema sia costituito da due particelle con 
spin 1/2 (da elettroni, per esempio). Allora la funzione d’onda totale 
del sistema (cioè il prodotto della funzione @ (r,, r, con la funzione 
di spin % (0, 02)) deve essere necessariamente antisimmetrica rispet- 
to allo scambio delle due particelle. Quindi se la funzione delle coor- 
dinate è simmetrica la funzione di spin deve essere antisimmetrica, 
e viceversa. Scriveremo la funzione di spin in forma spinoriale, 
cioè di spinore y** di rango due, ove ciascun indice corrisponde 
allo spin di uno degli elettroni. Alla funzione simmetrica rispetto 
agli spin delle due particelle corrisponde lo spinore simmetrico 
(xt = x), alla funzione antisimmetrica lo spinore antisimmetrico 
(X3} = —yt4. Ma noi sappiamo che lo spinore simmetrico di rango 
due descrive un sistema con spin totale uguale all'unità e che lo 
spinore antisimmetrico si riduce a uno scalare, ciò che corrisponde 
allo spin nullo. 

Siamo giunti quindi al risultato seguente. I livelli energetici, 
cui corrispondono le soluzioni simmetriche @ (r,, r,) dell'equazione 
di Schròdinger, possono di fatto esistere se spin totale del sistema è 
uguale a zero, cioè quando gli spin dei due elettroni sono « anti- 
paralleli » dando come somma zero. I valori dell’energia corrispon- 
denti a funzioni antisimmetriche @ (rj, r,) richiedono che lo spin 
totale sia uguale all’unità, cioè gli spin dei due elettroni devono 
essere « paralleli ». 

In altre parole, i valori energetici possibili di un sistema di 
elettroni risultano dipendenti dal suo spin totale. Questa circostanza 
ci permette di parlare di una interazione peculiare delle particelle 
che porta a questa dipendenza. Tale interazione si chiama inzerazione 
di scambio. Essa rappresenta un effetto puramente quantistico che 
nel passaggio limite alla meccanica classica scompare completa- 
mente (cosi come scompare lo spin stesso). 

Per il caso in esame di un sistema di due elettroni è caratteristica 
la seguente circostanza. Ad ogni livello energetico corrisponde un 
valore ben determinato dello spin totale: 0 o 1. Una tale corrispon- 
denza univoca dei valori dello spin con i livelli energetici si conserva, 
come vedremo più avanti ($ 63), anche in sistemi con numero arbitra- 
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rio di elettroni. Essa non esiste però per sistemi di particelle con 
spin superiore a 41/2. 
Consideriamo un sistema di due particelle con spin arbitrario s. 
La sua funzione d’onda di spin è lo spinore di rango 4s: 
28 28 


rn lx 
gd... pi... i 


una metà degli indici (2s) corrisponde allo spin di una particella e 
l’altra metà allo spin dell'altra particella. Lo spinore è simmetrico 
rispetto agli indici di ciascuno di questi gruppi. Allo scambio delle 
due particelle corrisponde la permutazione del primo gruppo di 
indici À, y,... cen il secondo gruppo, 0, .... Per ottenere la 
funzione di spin dello stato del sistema con spin totale S, bisogna 
contrarre questo spinore rispetto a 2s — $ coppie di indici (ogni 
coppia contiene uno degli indici À, y, . . ., euno degli indici p,0,...) 
e simmetrizzare rispetto alle altre coppie; si ottiene infine uno spi- 
nore simmetrico di rango 2$. 

Ma come sappiamo, contrarre uno spinore rispetto a una coppia 
di indici significa comporre una combinazione antisimmetrica ri- 
spetto a questi indici. Perciò nello scambio delle particelle la funzione 
d’onda di spin si moltiplicherà per (—1)?#-5. 

D'altra parte, la funzione d’onda totale di un sistema di due 
particelle viene moltiplicata nello scambio di queste particelle 
per (—1)?° (cioè per +1 per s intero e per —4 per s semintero). Ne 
segue che la simmetria della funzione d'onda delle coordinate rispetto 
allo scambio delle particelle è determinata dal fattore (—-1)* dipen- 
dente soltanto da $$. 

Siamo giunti cosi al risultato che la funzione d’onda delle coor- 
dinate del sistema di due particelle identiche è simmetrica ‘per spin 
totale pari e antisimmetrica per spin totale dispari. 

Ricordando quanto è stato detto sopra sul legame fra la permu- 
tazione delle particelle e l’inversione del sistema di coordinate, con- 
cludiamo anche che per spin $S pari (dispari) il sistema può avere 
solo momento angolare orbitale pari (dispari). 

Vediamo che anche qui si rivela una certa dipendenza fra j 
valori energetici possibili del sistema e lo spin totale, ma questa 
dipendenza non è del tutto univoca. I livelli energetici cui corri- 
spondono le funzioni d'onda simmetriche (antisimmetriche) delle 
coordinate possono esistere per tutti i valori pari (dispari) di $. 

Calcoliamo quanti sono in tutto i diversi stati di un sistema di 
due particelle con i valori pari e dispari di $. La grandezza $ prende 
28 4 4 valori: 2s, 2s — 1, ..., 0. Per ogni $ data esistono 28 +4 1 
stati che si differenziano per il valore della componente z dello spin 
(in tutto (25 + 1)? stati diversi). Supponiamo che s sia intero. Allora 
tra i 2s + 1 valori di S ci sono s +1 valori pari e s valori dispari. 
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Il numero totale di stati con S pari è uguale alla somma 


dI (25+1)=(25+1)(s+1); 
S=02, e 
per gli altri s (2s + 1) stati S è dispari. In modo analogo troviamo 
che per s semintero ci sono s (2s + 1) stati con valori di S pari e 
(s + 1) (2s + 1) stati con valori di S dispari. 


PROBLEMI 


4. Determinare la separazione di scambio dei livelli energetici di un sistema 
di due elettroni; l'interazione degli elettroni è considerata come perturbazione. 

Soluzione. Supponiamo che le particelle si trovino (senza tener conto della 
loro interazione) in stati caratterizzati dalle funzioni d'onda orbitali @, (r) 
e ®@y (r). Agli stati del sistema con spin totale S = 0 e S = 1 corrispondono 
rispettivamente il prodotto simmetrizzato e antisimmetrizzato: 


P=27 (©; (14) Pg (rg) + wi (12) Pa (14)]: 


I valori medi dell'operatore di interazione delle particelle UV (r. — r;) in questi 
stati sono uguali a A + J, dove 


4= | | U 191 (10) 192 (19) PdV, dVa, 
J= | | U 4 (14) PE(r2) Po (12) Pi (14) AV, dVo 


(J si chiama integrale di scambio). Omettendo la costante additiva A che non 
ha carattere di scambio, troviamo così gli spostamenti dei livelli: AZ) = J, 


AE, = —J (l’indice dà il valore di S). Queste grandezze si possono rappresenta- 
re come autovalori dell’operatore di scambio di spin?). 

x. 1 DA 

Vscamb = = J(1+451S0) (1) 


(per gli autovalori del prodotto s;ss vedi problema 2 del $ 55). 

Se gli elettroni si riferiscono, ad esempio, ad atomi diversi, l'integrale di 
scambio decresce esponenzialmente al crescere della distanza A fra gli atomi. 
Dalla struttura dell'espressione integranda è evidente che questo integrale è 
determinato dalla « sovrapposizione » delle funzioni d’onda degli stati @; (r;) e 
Pe (r:); tenendo presente la legge asintotica con cui decrescono le funzioni 

onda degli stati dello spettro discreto (cfr. (21,6)), troviamo che 


Lasi e (#1+x2)R % i V2m Ei} xa=7 V2m | Eal 


dove E,, E, sono i livelli energetici dell’elettrone nei due atomi. 

2. Lo stesso problema per tre elettroni. 

Soluzione. Tenendo conto della formula (1) del problema 1, scriviamo l’ope- 
ratore di interazione di scambio a coppia del sistema di tre elettroni nella forma 


Vecamb = — > Jao(7+2 8285) O) (1) 


dI 


1) Questo operatore è stato introdotto da Dirac. 
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dove la somma è estesa alle coppie di particelle 12, 13 e 23. Gli elementi di 
matrice 8,8» degli operatori fra stati con diversi valori delle coppie di numeri 
0a, 06 sono dati dalle formule (55,6) e sono uguali a 
(1/2, 1/2|Saso[ 1/2, 1/2)=1/4, (1/2, —1/2|Sas6|1/2, —1/2)= —1/4, 
(1/2, —1/2{8asp|— 1/2, 1/2)=1/2. 


Determiniamo dapprima l'energia corrispondente al valore massimo possi- 
bile della proiezione dello spin totale Mg = 0, + 602 + 03, cioè al valore Mg = 
= 3/2; determineremo cosi l’energia dello stato con spin totale S = 3/2. Cal- 
colando il corrispondente elemento di matrice diagonale dell'operatore (41), tro- 


viamo 
AE 3j9= —(J124+-513+523)» 


Passiamo poi agli stati con Mg = 41/2. Questo valore di Mg può essere realiz- 
zato in tre modi a seconda di quale dei tre numeri 0}, 09, 03 è uguale a —1/2 
(mentre gli altri due sono uguali a 1/2). Per questi stati otterremmo perciò 
un'equazione secolare di terzo grado. Tuttavia, il calcolo si può semplificare se 
osserviamo che una delle radici di questa equazione deve corrispondere all’ener- 
gia già trovata dello stato con S = 3/2 e, di conseguenza, l’equazione secolare 
va divisa per AE — A£3/9; questo fatto permette nel caso in esame di non 
calcolare il termine noto nell'equazione cubica!). 

E precisamente, calcolando ì termini di grado superiore dell’equazione, 
otteniamo 


(AE) 4-(J12+-T13+- 723) (AE)?+ [T12T13+-T125234+-113423— 
—(Jfa+Ifs+383)) AE4 ... =0 


e, dividendo per AE + J12 + J13 + J2g, troviamo due livelli energetici corri 
spondenti agli stati con spin $S = 1/2: 


AE 1/9 ue [Jin +Sf3+ JI in=Jod2s— I {9423}! 


In tal modo, ci sono in tutto tre livelli energetici in accordo con il calcolo 
eseguito nel problema 1 del $ 63. 

3. In quali stati il nucleo Be8 può decadere in due particelle a? 

Soluzione. Poiché la particella a non ha spin, il sistema di due particelle a 
può avere solo un momento orbitale pari (coincidente con il momento angolare 
totale) e i suoi stati sono pari. Quindi il decadimento in questione è possibile 
soltanto da stati pari del nucleo Be? con momento angolare totale pari. 


$ 63. Simmetria rispetto alle permutazioni 


Considerando il sistema composto in tutto da due particelle, 
abbiamo potuto affermare che le loro funzioni d’onda orbitali degli 
stati stazionari @ (r,r,) devono essere o simmetriche o antisimmetri- 
che. Nel caso generale in cui il sistema è composto da un numero 
arbitrario di particelle, le soluzioni dell’equazione di Schròdinger 
(funzioni d’onda delle coordinate) non devono essere necessaria- 
mente simmetriche o antisimmetriche rispetto allo scambio di 
qualsiasi coppia di particelle, come avviene per le funzioni d’onda 


1) Tale procedimento è particolarmente opportuno in calcoli analoghi per 
sistemi con un numero ancora maggiore di particelle. 
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complete (che contengono il fattore di spin). Ciò è legato al fatto 
che lo scambio delle sole coordinate delle due particelle non corri- 
sponde ancora al loro scambio fisico. L'identità fisica delle particelle 
conduce qui soltanto all’invarianza dell’hamiltoniano rispetto allo 
scambio delle particelle e, di conseguenza, se una certa funzione è 
soluzione dell'equazione di Schròdinger, anche le funzioni che si 
ottengono dalla funzione iniziale mediante le varie permutazioni 
delle variabili sono soluzioni di questa equazione. 

Facciamo preliminarmente qualche osservazione sulle permuta- 
zioni in generale. In un sistema di N particelle sono possibili in 
tutto N! permutazioni diverse. Se le particelle si immaginano nume- 
rate, ogni permutazione sì può esprimere con una determinata suc- 
cessione di numeri 1, 2,3... Ogni successione del genere può essere 
ottenuta dalla successione naturale 1, 2, 3, ... con permutazioni 
successive di coppie di particelle. La permutazione si chiama pari 
o dispari a seconda che essa risulti da un numero pari o dispari di 
permutazioni di coppie. Indichiamo con ? gli operatori delle per- 
mutazioni di N particelle ed introduciamo la grandezza op uguale 
a +1 se P è una permutazione pari, e a —1 se la permutazione è 
dispari.Se q è una funzione simmetrica rispetto a tutte le particelle, 
sì ha 


Pp= P, 
mentre se pg è una funzione antisimmetrica rispetto a tutte le parti- 
celle, si ha 
Pq= 6p@. 


Dalla funzione arbitraria @ (r,, rs, . . ., rw) si può formare una 
funzione simmetrica mediante l’operazione di simmetrizzazione che 
sì può scrivere nel seguente modo: 


Psimm = Costante di Po, (63, 1) 
P 


dove la somma è estesa a tutte le permutazioni possibili. Quanto alla 
costruzione di una funzione antisimmetrica (questa operazione si 
chiama talvolta alternazione), questa operazione si può scrivere nella 


forma 


Pantisimm = COSTANte 2, 6pPq. (63,2) 


Torniamo alla questione del comportamento delle funzioni 
d’onda @ di un sistema di particelle identiche rispetto alle permu- 
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x 


tazioni!). Il fatto che l’hamiltoniano H del sistema è simmetrico 
rispetto a tutte le particelle significa che esso commuta con tutti 


gli operatori delle permutazioni P. Ma questi operatori non commu- 
tano fra di loro e non possono perciò essere ridotti contemporanea- 
mente alla forma diagonale. Questo significa che le funzioni d’onda 
q non si possono scegliere in modo tale che ciascuna di esse sia sim- 
metrica o antisimmetrica rispetto a ogni scambio di coppie di 


particelle?). 
Poniamoci il problema della determinazione dei possibili tipi 
di simmetria delle funzioni @ (r,, ro, . . ., rw) di N variabili (o di 


un insieme di più funzioni di questo genere) rispetto alle permuta- 
zioni delle variabili. La simmetria deve essere massima nel senso 
cioè che ogni ulteriore operazione di simmetrizzazione o antisim- 
metrizzazione applicata a queste funzioni dia o combinazioni 
lineari di queste funzioni o le annulli identicamente. 


Fig. 21 


Conosciamo già due operazioni che conducono a funzioni di 
simmetria massima: la simmetrizzazione rispetto a tutte le variabili 
e l’antisimmetrizzazione rispetto a tutte le variabili. Queste opera- 
zioni si possono generalizzare nel seguente modo. 

Suddividiamo l’insieme di tutte le N variabili r,, ra, ..., fy 
(o, che è lo stesso, degli indici 1, 2,3, ..., N) in gruppi contenenti 
Ni, Na; ... elementi (variabili): N, + N,+... = N. Tale suddi- 
visione può essere illustrata mediante uno schema (il cosiddetto 
schema di Young) in cui ciascuno dei numeri V,, N, . . . è rappre- 
sentato da una riga di più cellette (cosi nella fig. 21 è illustrato lo 
schema di suddivisione 6 + 4+4+3+34+1+1e lo schema 
T+-5+54+38+1+ 1 per N = 22); ogni celletta deve contenere 
uno dei numeri 1, 2, 3, ... Se le righe sono disposte in ordine di 


1) Dal punto di vista matematico, il problema consiste nel trovare le rap- 
presentazioni irriducibili del gruppo delle permutazioni. Un'esposizione appro- 
fondita della teoria matematica dei gruppi delle permutazioni è data nei libri: 
H. Weyl, Gruppentheorie und Quantenmechanik, 1934; I. G. Kaplan, Simmetria 
dei sistemi polielettronici, « Nauka », 1969. 

2) Soltanto per un sistema di due particelle c'è un unico operatore di per- 
mutazione che può essere diagonalizzato simultaneamente con l’hamiltoniano. 
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lunghezze decrescenti (come nella fig. 21), lo schema conterrà non 
soltanto una serie di righe orizzontali, ma anche di colonne verticali. 

Simmetrizziamo una funzione arbitraria @ (r,, r,, . . ., ry) rispetto 
alle variabili appartenenti a ciascuna riga. Dopo ciò l’operazione di 
antisimmetrizzazione può essere eseguita soltanto sulle variabili appar- 
tenenti a righe distinte; infatti l’antisimmetrizzazione rispetto a una 
coppia di variabili appartenenti alla stessa riga darà identicamente zero. 

Scegliendo in ogni riga una variabile, possiamo, senza perdere 
la generalità, considerarle appartenenti alle prime cellette delle 
corrispondenti righe (dopo la simmetrizzazione l’ordine di distri- 
buzione delle variabili nelle cellette di ogni riga è inessenziale); 
antisimmetrizziamo rispetto a queste variabili. Cancellando poi la 
prima colonna, antisimmetrizziamo rispetto alle variabili scelte 
separatamente ciascuna in ogni riga dello schema cosi accorciato; 
le variabili si possono considerare di nuovo come appartenenti alle 
prime cellette delle righe accorciate. Continuando questo procedi- 
mento, arriveremo ad una funzione simmetrizzata dapprima rispetto 
alle variabili di ciascuna riga e poi antisimmetrizzata rispetto 
alle variabili di ciascuna colonna (s’intende che dopo l’antisimme- 
trizzazione la funzione cessa, in generale, di essere simmetrica 
rispetto alle variabili di ciascuna riga; la simmetria si conserva 
solo rispetto alle variabili appartenenti a quelle cellette della 
prima riga che sopravanzano le altre righe). 

Distribuendo le N variabili a volta a volta in modo diverso nelle 
righe dello schema di Young (la distribuzione nelle cellette di ogni 
riga è inessenziale), otteniamo cosî una serie di funzioni che in una 
permutazione arbitraria delle variabili si trasformano fra di loro!). 
Occorre però sottolineare che non tutte queste funzioni sono linear- 
mente indipendenti; il numero di funzioni indipendenti è, in generale, 
minore del numero delle distribuzioni possibili delle variabili secon- 
do le righe dello schema; non ci soffermeremo dettagliatamente su 
questo punto?). 

In tal modo, ogni schema di Young determina un certo tipo di 
simmetria delle funzioni rispetto alle permutazioni. Formando tutti 
gli schemi di Young possibili (per un N dato), troveremo tutti i tipi 
di simmetria possibili. Questo si riduce alla suddivisione in tutti i 
modi possibili del numero N in una somma di più addendi minori, 
includendo fra le suddivisioni possibili anche il numero N stesso 


1) Si potrebbe simmetrizzare e antisimmetrizzare nell'ordine inverso: anti- 
simmetrizzare dapprima rispetto alle variabili in ogni colonna e simmetrizzare 
poi rispetto alle variabili nelle righe. Ma ciò non darebbe niente di nuovo, 
poiché le funzioni ottenute con questi due procedimenti sono combinazioni 
lineari le une delle altre. 

2) Le funzioni indipendenti che si trasformano fra di loro costituiscono la 
base della rappresentazione irriducibile di un gruppo di permutazioni. Il numero 
di queste funzioni è la dimensione della rappresentazione. Per il caso delle par- 
ticelle con spin 1/2 esso è determinato nel problema 1 di questo paragrafo. 
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(ad esempio, per N = 4 sono possibili le suddivisioni seguenti: 
4,341, 2+2, 2+1+t1,1+1+14+ 1) 

Ad ogni livello energetico si può far corrispondere un certo schema 
di Young che determina la simmetria rispetto alle permutazioni delle 
corrispondenti soluzioni dell’equazione di Schròdinger; ad ogni 
livello energetico corrispondono, in generale, più funzioni diverse 
che nelle permutazioni si trasformano fra di loro. La presenza di 
questa « degenerazione di permutazione » è dovuta alla già menziona- 


ta non commutatività reciproca degli operatori P ciascuno dei quali 
commuta con l’hamiltoniano (cfr. $ 10, pag. 47). Sottolineiamo però 
che essa non significa la presenza di qualche altra degenerazione 
fisica dei livelli energetici. Tutte queste funzioni d’onda orbitali molti- 
plicate per funzioni di spin, entrano in una combinazione ben determi- 
nata — funzione d'onda completa — che soddisfa (a seconda dello spin 
della particella) la condizione di simmetria o di antisimmetria. 

Fra i diversi tipi di simmetria ne esistono sempre due (per un N 
dato) ai quali corrisponde in tutto una sola funzione per ciascuno. 
A uno di essi corrisponde una funzione simmetrica rispetto a tutte 
le variabili, all’altro una funzione antisimmetrica (nel primo caso 
lo schema di Young è costituito da una sola riga con N cellette, nel 
secondo caso da una sola colonna). 

Passiamo ora alle funzioni d’onda di spin x (0,, 0%, - . ., Oy). 
I loro tipi di simmetria rispetto alle permutazioni delle particelle 
sono determinati dagli stessi schemi di Young dove da variabili 
. fungono le proiezioni degli spin delle particelle. Sorge il problema: 
che schema deve corrispondere alla funzione di spin per uno schema 
dato della funzione delle coordinate? Supponiamo dapprima che le 
particelle abbiano spin intero. Allora la funzione d'onda completa + 
deve essere simmetrica rispetto a tutte le particelle. A questo fine la 
simmetria delle funzioni di spin e delle coordinate deve essere deter- 
minata da uno stesso schema di Young, mentre la funzione d’onda 
completa w è espressa sotto forma di determinate combinazioni bili- 
neari delle une e delle altre; non ci soffermeremo qui sulla questione 
della costruzione di questa combinazione. 

Supponiamo ora che le particelle abbiano spin semintero. La 
funzione d’onda completa deve essere allora antisimmetrica rispetto 
a tutte le particelle. Si può mostrare che in questo caso gli schemi di 
Young della funzione delle coordinate e di quella di spin devono 
essere duali: cioè devono ottenersi l’uno dall'altro scambiando le 
righe con le colonne e viceversa (tali sono, ad esempio, due schemi 
rappresentati nella fig. 21). 

Soffermiamoci più dettagliatamente su un caso importante di 
particelle con spin 1/2 (per esempio, elettroni). Ciascuna delle 
variabili di spin 0}, 03, ... prende qui in tutto due valori: +41/2. 
Poiché una funzione antisimmetrica rispetto a due variabili qualsia- 
si si annulla quando queste variabili hanno gli stessi valori, è chiaro 
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che la funzione y può essere antisimmetrizzata solo rispetto a coppie 
di variabili: già nell’antisimmetrizzazione rispetto a tre variabili 
due di questeultime avranno in ogni caso valori uguali, cosicché si 
otterrà identicamente zero. 

In tal modo, per un sistema di elettroni gli schemi di Young 
delle funzioni di spin possono contenere colonne solo con una o due 
cellette (cioè in tutto una o due righe); mentre negli schemi di Young 
per le funzioni orbitali vale la stessa proprietà per la lunghezza delle 
righe. Il numero dei tipi possibili di simmetria rispetto alle permuta- 
zioni per un sistema di N elettroni è uguale quindi al numero delle 
suddivisioni possibili del numero N in somma di unità e di due. Per N 
pari questo numero è uguale a N/2 + 1 (suddivisioni con 0, 1, ... 
. + +, N/2 due) e per N dispari è uguale a (N + 1)/2 (scomposizioni 
con 0, 1, ....(N—-1)/2. due). 

Per esempio, nella figura 22 sono HH 
rappresentati i possibili schemi di 

Young (delle coordinate e di spin) 

per N=4. 

Si vede facilmente che i 
di questi tipi di simmetria (cioè 
co degli schemi di Young) ALTLILD] = ge CH 
corrisponde a un determinato spin 
totale S del sistema di elettroni. S=2 
Consideriamo le funzioni di spin 
in forma spinoriale, cioè in forma Fig. 22 
dello spinore XMax... di rango N, 
quando tutti i suoi indici (ciascuno dei quali corrisponde allo spin 
di una singola particella) sono le variabili appartenenti alle cellette 
degli schemi di Young. Consideriamo uno schema di Young di spin 
di due righe aventi N, ed N, cellette (N +N,=N;} N; = No). 
Le prime N, colonne contengono due cellette ciascuna, e lo spinore 
deve essere antisimmetrico rispetto alle corrispondenti coppie dì 
indici. Rispetto agli indici, invece, che si trovano nelle ultime n = 
= N, — N,cellette della prima riga lo spinore deve essere simmetri. 
co. Ma, come sappiamo, un tale spinore di rango N si riduce a uno 
spinore simmetrico di rango r al quale corrisponde uno spin totale 
uguale a S = n/2. Tornando agli schemi di Young delle funzioni 
orbitali, possiamo dire che lo schema con nr righe contenenti una 
sola celletta corrisponde allo stato con uno spin totale S = n/2. 
Per N pari lo spin totale può avere valori interi da 0 a N/2, per N 
dispari valori seminteri da 1/2 a N/2 come doveva essere. 

Sottolineiamo che tale corrispondenza univoca degli schemi di 
Young allo spin totale si verifica solo per sistemi di particelle con 
spin 1/2; per un sistema di due sole particelle abbiamo potuto con- 
vincercene nel paragrafo precedente. Per un sistema di N particelle 
con spin s la funzione d’onda di spin è costituita dal prodotto di N 
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spinori simmetrici di rango 2s, che è cioè uno spinore di rango 2Ns. 
Simmetrizzando questo spinore secondo un determinato schema di 
Young di N cellette, con le componenti indipendenti di un tale 
spinore simmetrizzato si possono solitamente formare più combina- 
zioni lineari, ciascuna delle quali corrisponde ai diversi valori dello 
spin totale S del sistema. 

Come per le particelle con spin 1/2 lo schema di Young delle 
funzioni di spin non può contenere colonne con più di due cellette, 
cosi per le particelle con spin arbitrario s la lunghezza delle colonne 
non deve superare le 2s + 1 cellette. 

Se il numero di particelle nel sistema N è un intero multiplo di 
2s + 4, fra i possibili schemi di Young vi è uno schema rettangolare 
le cui colonne contengono 2s 4 1 cellette ciascuna. A tale schema 
corrisponde un solo valore ben determinato dello spin totale: $ = 0. 
Da qui si può concludere che, in generale, a due schemi di Young 
(di spin) qualsiasi, che sommati costituiscono un rettangolo di altezza 
2s + 4, corrispondono gli stessi valori di $!). Questa conclusione è 
semplicemente la conseguenza del fatto che la somma di due 
momenti può dare come risultato zero soltanto se questi hanno 
il modulo uguale. 

Per finire questo paragrafo, ritorniamo sul problema già accen- 
nato (vedi nota alla pag. 83) che per un sistema di più particelle 
identiche non si può affermare che la funzione d’onda del suo stato 
stazionario con energia minima non abbia nodi. Possiamo ora pre- 
cisare questa osservazione e chiarirne l’origine. 

Una funzione d’onda (si tratta di una funzione orbitale) priva di 
nodi deve essere necessariamente simmetrica rispetto a tutte le 
particelle; se fosse antisimmetrica rispetto alla permutazione di 
qualche coppia di particelle 1, 2, si ridurebbe a zero per r, = ry. 
Ma se il sistema è composto di tre 0 più elettroni, una funzione delle 
coordinate completamente simmetrica è inammissibile (lo schema di 
Young di una funzione delle coordinate non può avere righe con più 
di due caselle). Cosî, benché la soluzione dell'equazione di Schròdinger 
corrispondente all ‘autovalore minimo non abbia nodi (conformemente 
al teorema del calcolo variazionale), questa soluzione può risultare 


1) Tali sono per esempio le seguenti coppie di schemi (per s = 1): 


Gli schemi complementari sono rappresentati mediante le linee continue e trat- 
teggiate. 
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però fisicamente inammissibile; lo stato normale del sistema allora 
non corrisponderà più all’autovalore minimo dell’equazione di 
Schrédinger e la funzione d'onda di questo stato avrà, in generale, dei 
nodi. In generale, per particelle con spin semintero s tale situazione 
si verifica nei sistemi con più di 2s + 41 particelle. Quanto ai sistemi 
formati di bosoni, per essi è sempre possibile una funzione d’onda 
delle coordinate completamente simmetrica. 


PROBLEMI 


4. Determinare il numero di livelli energetici corrispondenti ai valori dello 


spin totale S per un sistema di N particelle con spin 41/2. 
Soluzione. Il valore dato della proiezione dello spin totale del sistema 


My = dI o può essere realizzato in 


NI 


0 (46) (7) 


modi (a N/2 + Ms particelle assegniamo o =1/2 e alle altre o = —/1/2). 
Ad ogni livello energetico con il valore dato S corrispondono 25 + 1 stati con 
valori Mg = S . +, —S. Si intende facilmente che il numero, dei 


L $S — L) 
diversi livelli con il valore dato S è uguale a 


N!(284+1) 


— (S)-f ag IL 
n(S)=f(5)-f(S+1) (F+5+1)!($-5)! 


Il numero totale n = > n (S) dei diversi livelli energetici è uguale a 
S 


n=/(0)=7— 


per N pari, oppure a 


n= i (3) TE 


per N dispari. 
2. Determinare i valori dello spin totale S che si realizzano per diversi 


tipi di simmetria delle funzioni di spin di un sistema di due, tre o quattro par- 


ticelle con spin 1. 
Soluzione. Per due particelle la corrispondenza è determinata dal fatto 


che il fattore per il quale si moltiplica la funzione di spin nella permutazione 
delle particelle deve essere uguale a (—1)?*-S (vedi la.fine del 862). Per le par- 
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ticelle con spin s = 1 da quisi ottiene la corrispondenza: 


LI] z 
$=02 () 
$] 


. Gli schemi di Young per un sistema di tre particelle si ottengono aggiungen 
do in tutti i modi possibili una celletta agli schemi (1). Questa relazione si può 
scrivere simbolicamente nella forma: 


a) o) 
O0x00= LULI + DL 
0,2 1 
1,1,2,3 
b) c) 


H9=H + 


Sotto gli schemi sono dati i valori di S, mentre i valori dello spin totale del 
sistema di tre particelle (schemi a destra) si ottengono dagli spin dei sistemi di 
due e di una particella (schemi a sinistra) secondo la regola dell’addizione dei 
momenti!). Si può determinare la distribuzione dei valori ottenuti di S fra i 
singoli schemi a destra, osservando che allo schema c) (colonna di tre cellette) 
corrisponde S = 0; perciò allo schema bd) corrispondono i valori restanti (nella 
seconda uguaglianza) 1 e 2, e allo schema a) i valori restanti dopo b) (nella pri- 
ma uguaglianza) 1 e 3: 


dI II] HH d 
$S=13 (2) 
S=0 


$=/,2 


Gli schemi di Young per un sistema di quattro particelle si ottengono aggiun- 
gendo una celletta agli schemi (2) (osservando la condizione che le colonne non 


1) La ripetizione del numero 1 sotto gli schemi a destra è dovuta alla com- 
parsa di questo valore del momento sia nell’addizione dei momenti 0 e 1, sia 
nell’addizione dei momenti 2 e 1 
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contengano più di tre cellette): 


a) 
[LO O=D4 + Gea 


0,1,2,2,34 


), c) 
o 


dg 0,1,1,2,2,3 
X [] —- 
7 
f 


Lo schema c) costituisce con lo schema (1a) un rettangolo con colonne di tre 
cellette; quindi gli corrispondono gli stessi valori S = 0,2 che allo schema (1a). 
I valori di S per lo schema b) sono determinati dal resto della seconda uguaglian- 
za e poi per lo schema a) dal resto della prima uguaglianza: 


DITO 0 Mm? 
$S=0G24 (8) 
$=/ 


d) 


0 


S=123 S=(2 


$ 64. Seconda quantizzazione. Caso della statistica di Bose 


Nella teoria dei sistemi composti di un grande numero di parti- 
celle identiche è largamente applicato un particolare metodo di 
studio noto sotto il nome di seconda quantizzazione. Questo metodo è 
indispensabile nella teoria relativistica dove occorre trattare sistemi 
in cui il numero di particelle è variabile!) 

Sia w, (E), wo(É), ... un certo sistema completo di funzioni 
d'onda ortogonali e normalizzate degli stati stazionari di una parti- 
cella”). Tali possono essere gli stati della particella in un campo 


1) Il metodo della seconda quantizzazione è stato sviluppato da Dirac per i 
fotoni nell’applicazione alla teoria della radiazione (1927) e poi esteso ai fermio- 


ni da £. Wigner, P. Jordan (1928). 
2) Come nel $ 64, È indica l'insieme delle coordinate e della proiezione 


dello spin o della particella, e con l’integrazione in dé si intenderà l'integrazione 
rispetto alle coordinate insieme con la somma su o. 
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esterno scelto arbitrariamente, ma di solito si scelgono semplice- 
mente le onde piane, cioè le funzioni d'onda di una particella libera 
con determinati valori della quantità di moto (e della proiezione 
dello spin). Allo scopo di rendere discreto lo spettro degli stati 
le particelle si considerano in una regione grande ma limitata 
dello spazio; per il moto in una regione limitata gli autova- 
lori delle componenti della quantità di moto descrivono una serie 
discreta (e gli intervalli tra i valori vicini sono inversamente 
proporzionali alle dimensioni lineari della regione e tendono a zero 
al loro crescere). 

In un sistema di particelle libere le quantità di moto delle parti- 
celle si conservano separatamente. Si conservano quindi anche i nu- 
meri di occupazione degli stati, ossia i numeri N,, N., . . . che indica- 
no quante particelle si trovano in ciascuno degli stati w,, w,,...In 
un sistema di particelle mutuamente interagenti le quantità di motu 
di ciascuna di esse non si conservano più e quindi non si conservano 
nemmeno i numeri di occupazione. Per un tale sistema si può parlare 
soltanto della distribuzione di probabilità dei diversi valori dei 
numeri di occupazione. Cerchiamo ora di costruire un apparato mate- 
matico in cui proprio i numeri di occupazione (e non le coordinate e le 
proiezioni degli spin delle particelle) siano variabili indipendenti. 

In tale apparato gli stati del sistema sono descritti, come si dice, 
da una funzione d'onda « nello spazio dei numeri di occupazione » 
che indichiamo con ® (N,, N,, . . .; t) (per sottolineare che essa è 
differente dalla ordinaria funzione d’onda delle coordinate 
W (È,, Es: - - .; 2)). Il quadrato del modulo | ® |? determina le pro- 
babilità dei diversi valori di N,, N, ... 

Conformemente a tale scelta delle variabili indipendenti, anche 
gli operatori delle diverse grandezze fisiche (compreso l’hamilto- 
niano del sistema) devono essere formulati nei termini della loro 
azione sulle funzioni dei numeri di occupazione. A tale formulazione 
si può arrivare partendo dalla rappresentazione di matrice ordinaria 
degli operatori. Occorre, nel fare questo, considerare gli elementi di 
matrice degli operatori rispetto alle funzioni d’onda degli stati 
stazionari del sistema di particelle non interagenti. Poiché questi 
stati possono essere descritti dall’assegnazione di valori determinati 
dei numeri di occupazione, verrà cosi precisato il carattere dell’azione 
degli operatori su queste variabili. 

Consideriamo dapprima i sistemi di particelle che ubbidiscono 
alla statistica di Bose. 

Sia f® l'operatore di una grandezza relativa a una (a-esima) 
particella, cioè l'operatore agente solo sulle funzioni delle variabili 
È. Introduciamo l'operatore simmetrico rispetto a tutte le particelle 


fiv — S fe (64,1) 
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(la somma è estesa a tutte le particelle) e determiniamone gli elementi 
di matrice rispetto alle funzioni d'onda (641,3). È facile anzitutto 
capire che gli elementi di matrice saranno diversi da zero soltanto per 
transizioni senza variazione dei numeri N;, N, . . . (elementi diago- 
nali) e per transizioni in cui uno di questi numeri aumenta e un 
altro diminuisce di uno. Infatti, poiché ciascuno degli operatori 


f@ agisce solo su una funzione nel prodotto Po, (E) Wp, (Ea) è. 
- ++ Wpy (En), i suoi elementi di matrice possono essere diversi da 


zero soltanto per transizioni che corrispodono al cambiamento 
dello stato di una sola particella; ma questo significa che il numero 
di particelle che si trovano in uno stato diminuisce di uno, mentre 
il numero di quelli che si trovano in un altro stato aumenta di uno. 
Il calcolo di questi elementi di matrice è di fatto molto semplice; 
è più facile eseguire questo calcolo anziché seguirne l’esposizione. 
Diamo perciò solo il risultato del calcolo. Gli elementi non diago- 
nali sono 


(Ni, Ni—1|P"|N,—-1, Na)=/RVNNx. (64,2) 


Diamo soltanto quegli indici rispetto ai quali l'elemento di matrice 
è non diagonale, omettendo per brevità gli altri. Qui f%} è l'elemento 
di matrice i 


ES IGHAR ZIONE (64,3) 


poiché gli operatori Î® si differenziano solo per la denotazione delle 
variabili sulle quali agiscono, gli integrali (64,3) non dipendono dal- 
l’indice a che quindi è omesso. Gli elementi di matrice diagonali di 
F® rappresentano i valori medi della grandezza F® negli stati 
Fn, nz - - . Il calcolo dà 


Introduciamo ora gli operatori a;, fondamentali nel metodo della 
seconda quantizzazione, che agiscono non già sulle funzioni delle 
coordinate, bensi sulle funzioni dei numeri di occupazione. Per 
definizione, l’operatore a; agendo sulla funzione ® (N, No, .- . .) 
diminuisce di un'unità il valore della variabile N; e moltiplica con- 
temporaneamente la funzione per V N;: 


a;D (Ni, Na, ..., Ni...) =YVN;D(N, Na, ...N;—1,...). 
(64,0) 
Si può dire che l'operatore a; diminuisce di un’unità il numero delle 
particelle che si trovano nell’i-esimo stato; esso si chiama perciò 
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operatore di annichilazione delle particelle. Lo si può presentare sotto 
forma di matrice il cui unico elemento differente da zero è 


(N;—1|a;|N)=VN:. (64,6) 


DI 


L'operatore a? coniugato di a; è rappresentato, per definizione 
{vedi (11,9)), dalla matrice che ha un solo elemento 


(N;|at|N;—1)=(N;—1|a;|N)*=VN;. (64,7) 


Questo significa che agendo sulla funzione ® (N,, N,, ...) esso 
aumenta il numero N; di 1: 


atD(N,, No, .... Ni, ...)=VN;+1D(N,, No, ...,. .N;+1, ...). 
(64,8) 
In altre parole, l'operatore a? aumenta di 4 il numero di particelle 
nell’i-esimo stato; esso è detto perciò operatore di creazione delle 


particelle. 
]l prodotto degli operatori aja;, agendo sulla funzione d'onda. 
può soltanto moltiplicarla per una costante, lasciando invariate 


tutte le variabili N,, N;; . . .: l'operatore a; diminuisce di 1 la varia- 


bile N; dopo di che l’operatore ai le restituisce il valore di partenza. 
Moltiplicando direttamente le matrici (64,6) e (64,7) si vede infatti 


che aja; è rappresentato da una matrice diagonale con elementi uguali 
a N;. Si può scrivere 


ata;=N;. (64,9) 
Analogamente troviamo che 
aat=N;+1. (64,10) 
La differenza di queste espressioni dà la regola di commutazione 
fra gli operatori a; e ai: 
a adi—ata;=1. (64,11) 


Per quanto riguarda gli operatori con indici diversi i e X, che agi- 
scono su variabili diverse (N; e N;), essi commutano: 


ajax — axg4;= 0, a;aj —aza;=0, ix#k. (64,12) 


Partendo dalle proprietà descritte degli operatori a; e a}, è 
facile vedere che l’operatore 


FO — DI, fata, (64,13) 


PARTICELLE IDENTICHE 293 


coincide con l'operatore (64,1). Infatti, tutti gli elementi di matrice 
calcolati con le formule (64,6), (64,7) coincidono con gli elementi 
(64,2) e (64,4). Questo risultato è di grande importanza. Nella formu- 
la (64,13) le grandezze fi} sono semplicemente numeri. In tal modo, 
siamo riusciti ad esprimere l'operatore ordinario agente sulle fun- 
zioni delle coordinate in forma di operatore agente sulle funzioni 
delle nuove variabili, ossia dei numeri di occupazione N,. 

Il risultato ottenuto si generalizza facilmente anche ad operatori 


di altro tipo. Sia dato 
p° =2 Ji; (64,14) 


dove f$ è l'operatore di una grandezza fisica relativa a una coppia 
di particelle e agente perciò su funzioni di È, e È». Calcoli ana- 
loghi mostrano che tale operatore può essere espresso mediante gli 


AN 


operatori a;, aj nel modo seguente 


pi 3 So (ik|f® |lm)aiGianà, (64,15) 
i, k, I, m 
dove 


(ik] {2 |Im)= | | 0Î E) VE ENTE) dr (Ea) Li dia. 


La generalizzazione di queste formule agli operatori di qualsiasi altro 
tipo (F® = MI f®., ecc.), simmetrici rispetto a tutte le particelle, 
è evidente. 2007 

Queste formule permettono di esprimere con gli operatori a;, aj 
anche l’hamiltoniano del sistema fisico concretamente considerato, 
formato da N particelle identiche interagenti. L’hamiltoniano di 
tale sistema è ovviamente simmetrico rispetto a tutte le particelle. 
Nell’approssimazione non relativistica!) esso non dipende dagli spin 
delle particelle e può essere rappresentato in forma generale nel 


seguente modo: 


ù = 2 HW + SU (ra, ro) DÌ U® (ra,ra,re)+.. (64,16) 
a>b a>b>c 


Qui 7 è la parte dell'hamiltoniano dipendente dalle coordinate di 
una sola (a-esima) particella: 


È9= 3 A4+U (12), (64,47) 


1) In assenza di campo magnetico. 
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dove Ul!) (r,) è l'energia potenziale di una sola particella in un campo 
esterno. Gli altri termini della (64,16) corrispondono all'energia 
di interazione delle particelle; sono separati l’uno dall’altro i termini 
dipendenti rispettivamente dalle coordinate di due, tre particelle 
e via di seguito. 

La rappresentazione dell’hamiltoniano in questa forma permette 
di applicare direttamente le formule (64,13), (64,15) e formule ana- 


loghe. Quindi 
Î=Y HWatay43 DD, (ik|U®|Im)ata}amaj... (64,18) 


i, k 2; kh, l, m 
Questa è l’espressione voluta dell'hamiltoniano sotto forma di ope- 
ratore agente sulle funzioni dei numeri di occupazione. 
Per un sistema di particelle non interagenti nell’espressione 
(64,18) resta solo il primo termine: 
Î=Y HWatay. (64.19) 
LO) 
Se come funzioni w; si prendono le autofunzioni dell’hamiltoniano 
Hi di una singola particella, la matrice 7%} è diagonale e i suoi 
elementi diagonali sono gli autovalori dell’energia della particella. 
In tal modo 
i = DI e;at a; 
1 


sostituendo all'operatore a;0} il suo autovalore (64,9), otteniamo per 
i livelli energetici del sistema l’espressione 


E=}e;N; 


ossia un risultato banale perfettamente prevedibile. 
L’apparato qui sviluppato si può rappresentare in forma più 
concisa, introducendo i cosiddetti operatori y!): 


d@=ITI®M4, += IU, (64,20) 


dove le variabili È sono considerate come parametri. In forza di 
quanto detto sopra circa gli operatori a;, a}, è chiaro che l'operatore Ù 
diminuisce e l'operatore p* aumenta di un’unità il numero totale di 
particelle nel sistema. 


1) Richiamiamo l’attenzione sull’analogia fra l’espressione (64,20) e lo 
sviluppo p= Vasi di una funzione d'onda arbitraria secondo un sistema com- 


pleto di funzioni. La (64,20) rappresenta, in un certo senso, una nuova quantiz- 
zazione di questa espressione. Di qui il nome del metodo della seconda quantiz 
zazione. e* 
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È facile vedere che l'operatore dt (È.) crea una particella che si 
trova nel punto E. Infatti, per effetto dell’azione dell'operatore 


4} si crea una particella nello stato con funzione d’onda w; (E). Ne 
segue che per effetto dell’azione dell'operatore w+*(È,) viene creata 
una particella nello stato con funzione d’onda 


DI wi (E) wi (Lo) = d (E— Eo) 


(è stata applicata la formula (5,12)) cioè una particella con valori 
determinati delle coordinate (e dello spin)!). 
Le regole di commutazione degli operatori w si ottengono imme- 


diatamente dalle regole di commutazione degli operatori a; e ai: 
POTE) (E) | dela (64,21) 
(E) p* (E) — dt (E) v6)= i (E) I (E) =G(E—E). (64.22) 


L'operatore di seconda quantizzazione F° si scrive mediante 
gli operatori w nella forma 


fo= |P jp e (64,28) 


(si sottintende qui che l’operatore f’ agisce in W (È) sulle funzioni 


dei parametri È). Infatti, sostituendovi p e w* nella forma (64,20) 
e tenendo conto della definizione (64,3), torniamo alla formula (64,13). 
Analogamente, in luogo della (64,15) avremo 


FOT (|(PAPE TOA. (64,24) 


In particolare, l’hamiltoniano del sistema espresso mediante gli 
operatori w si scrive nella forma 


Li 0A MADM+P ATA MO) + 
Pi (POPETORETETOZARI... (64,25) 


L'operatore w* (E) + (È) costruito con gli operatori w, analoga- 
mente al prodotto w*w che determina la densità di probabilità che 
una particella si trovi nello stato con la funzione d’onda w, si 
chiama operatore di densità delle particelle. Quanto all’integrale 


N=| dd (64,26) 


1) 6 (È — Éo) sta convenzionalmente per il prodotto 
6 (r— 0) 6 (y— yo) È (Z— 20) Bo00. 
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esso funge, nell’apparato di seconda quantizzazione, da operatore 
del numero totale delle particelle del sistema. Infatti, sostituendo 
in esso gli operatori w nella forma (64,20) e tenendo presente le 
condizioni di normalizzazione e l’ortogonalità reciproca delle fun- 
zioni d'onda otteniamo N = È aja;. Ogni termine di questa somma 
è l'operatore del numero di particelle nell’i-esimo stato: secondo la 
(64,9) i suoi autovalori sono uguali ai numeri di occupazione N;, 
mentre la somma di tutti questi numeri è il numero totale delle 
particelle del sistema!). 

Osserviamo infine che se il sistema è composto di bosoni di tipo 
diverso, nel metodo della seconda quantizzazione vanno introdotti 
operatori a, 4* per ogni tipo di particelle. È evidente che gli operato- 
ri relativi a tipi diversi di particelle commutano fra loro. 


$ 65. Seconda quantizzazione. Caso della statistica di Fermi 


Tutta la parte di principio del metodo della seconda quantizza- 
zione resta immutata per i sistemi costituiti di fermioni identici. 
Invece le formule specifiche per gli elementi di matrice delle gran- 
dezze e per gli operatori di, ovviamente cambiano. 

La funzione d'onda Y x, x, - - - assume ora la forma (61,5). Data 
l'antisimmetria di questa funzione, si pone anzitutto la questione 
sulla scelta del suo segno. Nel caso della statistica di Bose questa 
questione non è stata posta, perché data la simmetria della funzione 
d’onda, il suo segno, una volta scelto, si conservava per tutte le 
permutazioni delle particelle. Per rendere determinato il segno della 
funzione (61,5), conveniamo di stabilirlo come segue. Numeriamo 
una volta per tutti i vari stati w; con numeri successivi, e quindi 
riempiamo le righe del determinante (61,5) in modo tale che si 


abbia 


P1< Pr < P3< <.< PN (65,1) 
mentre nelle colonne figurano funzioni delle differenti variabili 
nell'ordine È,, È3, . . .; Èy. Ira i numeri p,, ps, . .. non vene sono 


uguali, perché, se cosî fosse il determinante si annullerebbe. In altre 
parole, i numeri di occupazione N; possono avere solo i valori: 1 o 0. 


Consideriamo ancora un operatore della forma (64,1); f® = >] j®. 
Per le stesse ragioni esposte nel $ 64, i suoi elementi di matrice 
saranno differenti da zero solo per transizioni senza cambiamento di 
tutti i numeri di occupazione e per transizioni in cui uno di essi 
(N;) diminuisce di un’unità (da uno diventando zero) e l’altro (Vx) 


1) Per sistemi con numero dato di particelle queste affermazioni (così come 
le proprietà dell'’hamiltoniano di un sistema di particelle libere (64,19)) sono 
banali. La loro generalizzazione nella teoria relativistica conduce, però, a dei 
risultati nuovi e tutt’altro che banali (cfr. vol. IV, $ 11). 
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aumenta di un'unità (da zero diventando uno). Si trova facilmente 
che per i< È 

(1;, 0x | Ft ]0;, Aa) =fiR (— 1) STICA (65,2) 
Qui con 0;, 1; sono indicati i valori N; = 0, N; = 41 mentre il sim- 


bolo DI (k, l) esprime la somma dei numeri di occupazione di tutti 
gli stati dal k-esimo al /-esimo!): 


l 
dI (K, )= 2 Nn 


Per gli elementi diagonali si ottiene invece la formula precedente 
(64,4) 


_———_— 


FO =D jUN,. (65,3) 


Perché l'operatore F‘ possa essere rappresentato nella forma 
(64,13), gli operatori a; devono essere determinati come matrici con 
elementi: 


(0; [a;]1)=(1;|at]0)=(—1)° 09. (65,4) 
Moltiplicando queste matrici, troviamo (per % > i) 
(1;, On] atax[0;, 12) =(1;, 0x[ei[0;, 0) (0;, Ox[0x[0;, 1,)= 
= (— )F (120 (4) Ei DI G+1, 8-1) 


ossia 
(45, Ox [atan [0;, 1a) =(—1)} (+4 87D. (65,5) 


Se invece i = %, la matrice a}a; è diagonale e i suoi elementi sono 
uguali all'unità per N; = 1ea wa per N; = 0; questo si può scrive- 
re nella forma 
ata;=N,. (65,6) 
Sostituendo queste espressioni nella (64,13), otteniamo effettiva- 
mente la (60,2) e la (60, 3). 
Moltiplicando af e a, nell'ordine inverso, avremo 


(1;, On |anat|0;, 12) =(1; Ox|ag|1; 1a) (i, 1a |at[O;, 1) = 
=(=4) i-1)+E(i+1, &- 1) +1, i-1)+f 


OVVero 
(4;, Oa |aaa}|0,, da) = —(— 1)F0+1: AD, (65,7) 


1) Per i > & nell'esponente della (65,2) occorre scrivere di k+1,i- 1) 
Per i= % +1 queste somme vanno sostituite da zeri. 
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Confrontando la (65,7) con la (65,9), vediamo che queste grandezze 
sono opposte in segno, cosicché 


atax +azxat =0, ix k. 
Per la matrice diagonale a;a} troviamo 
aat=1-N,;. (65,8) 
Sommando con la (65,6), otteniamo 
g;at + ata;=1. 
Ambedue le uguaglianze ottenute si possono scrivere nella forma 


compatta 
aid + aa; = dan. (65,9) 


Eseguendo calcoli analoghi, per i prodotti di @;, a, otteniamo le 
relazioni 


a; + ax 0;= 0 (65,10) 


(in particolare, @;0; = 0). 

Vediamo dunque che gli operatori a; e ay (oat) con i &È% 
anticommutano, mentre nel caso della statistica di Bose essi commu- 
tavano l'uno con l'altro. Questa differenza è del tutto naturale. Nel 
caso della statistica di Bose gli operatori a; e ax erano assolutamente 
indipendenti; ciascuno degli operatori a; agiva su una sola variabile 
N; e il risultato di questa azione non dipendeva dai valori degli altri 
numeri di occupazione. Nel caso della statistica di Fermi, invece, il 
risultato dell’azione dell’operatore d; dipende non solo dal numero 
N; stesso, ma anche dai numeri di occupazione di tutti gli stati 
precedenti, come è chiaro dalla definizione (65,4). Quindi l’azione 
dei diversi operatori 4;, a, non può essere considerata come indi- 
pendente. 

Dopo aver determinato cosi le proprietà degli operatori a;, ai, 
tutte le altre formule (64,13)-(64,18) restano completamente valide. 
Restano valide anche le formule (64,23)-(64,25) che esprimono gli 
‘operatori di grandezze fisiche mediante gli operatori w determinati 
dalla (64,20). Quanto alle regole di commutazione (64,21) e (64,22), 
esse vengono sostituite ora dalle uguaglianze 


PEPE +d 0) p'(E)=S (E), (65,11) 
PE) PE) +d (0) p(E)=0. (65,12) 


Se il sistema è composto da particelle diverse, per ogni tipo di 
particelle devono essere introdotti i relativi operatori di seconda quan- 


PARTICELLE IDENTICHE 299 


tizzazione (come è stato già notato alla fine del paragrafo precedente). 
Gli operatori relativi a bosoni e a fermioni commutano fra loro. 
Per quanto riguarda gli operatori relativi a fermioni diversi, si può 
formalmente ammettere, nel limite della teoria non relativistica, che 
essi siano o commutativi o anticommutativi; in ambedue le ipotesi, 
l'applicazione del metodo della seconda quantizzazione porta agli 
stessi risultati. 

Tenendo però presente le successive applicazioni nella teoria 
relativistica in cui sono possibili le trasformazioni di particelle di- 
verse fra di loro, dobbiamo considerare come anticommutativi gli 
operatori di creazione e di annichilazione di fermioni diversi. Questa 
circostanza diventa evidente se come particelle « diverse » sono con- 
siderati due stati interni diversi di una stessa particella composta. 


Capitolo X 


L’ATOMO 


$ 66. Livelli energetici dell'atomo 


Nell’approssimazione non relativistica, gli stati stazionari del- 
l'atomo sono determinati dall’equazione di Schròdinger per il sistema 
di elettroni sottoposti al campo coulombiano del nucleo ed inte- 
ragenti elettricamente l’uno con l’altro; in questa equazione non 
compaiono gli operatori di spin degli elettroni. Come sappiamo, per 
un sistema di particelle in un campo esterno a simmetria centrale si 
conserva il momento angolare orbitale totale LZ, nonché la parità 
degli stati. Quindi ogni stato stazionario dell'atomo sarà caratteriz- 
zato da un valore determinato del momento L e dalla sua parità. 
Inoltre, le funzioni d'onda orbitali relative agli stati stazionari di 
un sistema di particelle identiche hanno una simmetria determinata 
rispetto alle permutazioni. 

Abbiamo visto nel $ 63 che per un sistema di elettroni ad ogni 
determinato tipo di simmetria rispetto alle permutazioni (cioè a 
un determinato schema di Young) corrisponde un valore determi- 
nato dello spin totale del sistema. Quindi ogni stato stazionario 
dell'atomo sarà caratterizzato anche dallo spin totale S degli 
elettroni. 

Il livello energetico con valori di S e ZL dati è degenere rispetto 
alle diverse direzioni possibili dei vettori S e L nello spazio. L'ordine 
di degenerazione secondo le direzioni di L ed Sè uguale a 2L + 1ea 
2S + 41, rispettivamente. In totale, l’ordine di degenerazione di un 
livello con L ed S dati è uguale quindi al prodotto (2L + 1) (28 + 1). 

In realtà, però, nell’interazione elettromagnetica fra gli elettroni 
esistono sempre effetti relativistici dipendenti dai loro spin. Essa 
ha come risultato il fatto che l’energia dell'atomo risulta dipendente 
non soltanto dal valore dei vettori L e S, ma anche dalla loro mutua 
disposizione. In termini precisi, se si tiene conto delle interazioni 
relativistiche, il momento orbitale L e lo spin S dell'atomo non si 
conservano più separatamente. Resta valida solo la legge di conserva- 
zione del momento angolare totale J = L + Sche è una legge esatta 
universale che deriva dall’isotropia dello spazio per un sistema chiu- 
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so. Quindi i livelli energetici esatti devono essere caratterizzati da 
valori J del momento angolare totale. 

Tuttavia, se questi effetti relativistici sono sufficientemente pic- 
coli (come avviene spesso), possono essere considerati come per- 
turbazioni. Sotto l’azione di questa perturbazione un livello degenere 
con Le S dati si « separa » in più livelli diversi (vicini l’uno all’altro) 
che si differenziano per il valore del momento angolare totale J. 

Questi livelli sono determinati (in prima approssimazione) dal- 
l'equazione secolare corrispondente ($ 39), e le loro funzioni d’onda 
{all'ordine zero) sono combinazioni lineari determinate delle funzioni 
d’onda del livello iniziale degenere con L e S dati. 

Di conseguenza, in questa approssimazione si può, come prece- 
dentemente, considerare ancora che i moduli del momento angolare 
orbitale e dello spin (ma non le loro direzioni) si conservano e carat- 
terizzare i livelli anche con i valori di L e S. 

Cosîf, gli effetti relativistici portano alla separazione del livello 
con i valori di L e S dati in una serie di livelli con diversi valori di J. 
Questa separazione si chiama struttura fine (o separazione in multi- 
pletto) del livello. Come sappiamo, YJ prende i valori da L + £ a 
IZ — S |; quindi il livello con L e $ dati si separa in 25 + 1 (se 
L= S) o in 2L +1 (se L< $) livelli diversi. Ciascuno di questi 
livelli resta degenere secondo le direzioni del vettore J; l’ordine di 
questa degenerazione è uguale a 27 + 1. È facile verificare che la 
somma dei numeri 2J + 41 con tutti i valori possibili di J è uguale, 
come doveva essere, a (2L + 1) (25 + 1). 

I livelli energetici atomici (detti anche termini spettrali degli 
atomi) si indicano di solito con simboli analoghi a quelli che si 
usano per gli stati delle singole particelle con valori determinati 
del momento angolare ($ 32). Precisamente, gli stati con diversi 
valori del momento angolare orbitale totale L vengono indicati 
con le lettere maiuscole con la corrispondenza seguente: 


In alto a sinistra di questo simbolo si indica il numero 28 + 41, detto 
molteplicità del termine (occorre però tener presente che questo nume- 
ro coincide con il numero delle componenti della struttura fine del 
livello soltanto per L = $)?). In basso a destra si indica il valore del 
momento angolare totale YJ. Cosi, i simboli ?P,j,, “P3,, indicano 
rispettivamente i livelli con L = 1, S=4141/2, J = 172, 3/2. 


1) Quando 25 + 1 = 1, 2, 3, ... si parla allora di livelli di singoletto, di 
doppietto, di tripletto. 
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$ 67. Stati degli elettroni nell’atomo 


Un atomo con più di un elettrone rappresenta un sistema com- 
posto formato da elettroni interagenti che si muovono nel campo 
del nucleo. Per un sistema simile si possono, rigorosamente parlando, 
considerare solo gli stati dell'intero sistema. Ciònonostante, risulta 
possibile introdurre in un atomo, con buona approssimazione, il 
concetto di stato di ciascun elettrone preso separatamente come stato 
stazionario del moto dell’elettrone nel campo efficace a simmetria 
centrale creato dal nucleo e da tutti gli altri elettroni. In generale, 
questi campi sono diversi per i diversi elettroni dell'atomo ed, inol- 
tre, devono essere determinati tutti contemporaneamente, perché 
ciascuno di essi dipende dagli stati di tutti gli altri elettroni. Tale 
campo è detto autocompatibile. 

‘ Poiché il campo autocompatibile è a simmetria centrale, ogni 
stato dell’elettrone è caratterizzato da un valore determinato del 
suo momento orbitale /. Gli stati di un elettrone singolo per un dato / 
sono numerati (in ordine crescente con l’energia) con il numero quanti- 
co principale n che prende i valori nr =/+ 1, 1+ 2, ...; tale 
scelta dell'ordine di numerazione è stabilita in accordo con quella 
adottata per l’atomo d’idrogeno. Ma l’aumento successivo dei livelli 
energetici con / diversi negli atomi composti differisce, in generale, 
dall'aumento che si verifica nell’atomo di idrogeno. In quest’ultimo 
l'energia non dipende, in generale, da /, cosicché gli stati con r 
maggiori hanno sempre energia maggiore. Negli atomi composti, il 
livello con n = 5, /=0, per esempio, risulta più basso del livello 
con n =4,=2 (vedremo questo, più dettagliatamente nel $ 73). 

Si è soliti indicare gli stati di singoli elettroni con diversi n 
ed / con un simbolo formato da una cifra che dà il valore del numero 
quantico principale e da una lettera che dà il valore di /!). Per esem- 
pio, 4d indica lo stato con n = 4, l = 2. La descrizione totale degli 
stati dell'atomo richiede che accanto all’indicazione dei valori totali 
di L, S, J siano enumerati anche gli stati di tutti gli elettroni. Cosi, 
il simbolo 1s 2p *P, indica lo stato dell'atomo di elio in cui L = 1, 
S =1,J=0eidueelettroni si trovano negli stati 1s e 2p. Se alcu- 
ni elettroni si trovano negli stati con / ed n identici, questo fatto 
si usa esprimere, per brevità, con un indice superiore; cosî, 3p? 
indica due elettroni nello stato 3p. La distribuzione degli elettroni 
nell’atomo secondo gli stati con i vari fe n è chiamata configurazione 
elettronica. 

Per / ed r dati, l’elettrone può avere diversi valori delle proie- 
zioni del momento orbitale (m) e dello spin (0) sull'asse z. Per / dato 
il numero m prende 2/ + 1 valori, mentre per o sono possibili in tutto 


1) E usata anche un’altra terminologia secondo la quale degli elettroni con 
numeri quantici principali n = 4, 2, 3, ... si dice che sono elettroni dello stra- 
to, rispettivamente, K—, L—, M—,... (vedi $ 74). 
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due valori: +4/2. Quindi ci sono in tutto 2 (2) + 1) diversi stati 
con n ed È identici; tali stati sono detti equivalenti. Secondo il prin- 
cipio di Pauli, in ciascuno di questi stati si può trovare un elettrone. 
In tal modo, nell’atomo possono avere contemporaneamente gli 
stessi rn ed / non più di 2 (22 + 1) elettroni. L’insieme degli elettroni 
che occupano tutti gli stati con r ed ! dati si chiama strato chiuso 
del tipo dato. 

La differenza nell’energia dei livelli atomici con diversi L, S 
per una stessa configurazione elettronica!) è dovuta all'interazione 
elettrostatica degli elettroni. Le differenze di queste energie in generale 
sono relativamente piccole: il più delle volte sono inferiori alle di- 
stanze fra i livelli con configurazioni diverse. Per quanto concerne la 
mutua disposizione dei livelli con una stessa configurazione, ma con 
L, S diversi, esiste la regola empirica seguente (regola di F. Hund, 
19205). 

Possiede energia minore il termine che, per la configurazione 
elettronica data, ha il valore più grande possibile di S e il valore più 
grande di L (compatibile con questo S?). 

Mostriamo come si possono trovare i termini atomici possibilì 
per una configurazione elettronica data. Se gli elettroni non sono 
equivalenti, i valori possibili di L e di $ sono determinati diretta- 
mente secondo la regola di addizione dei momenti. Per esempio, per 
la configurazione rp, n'p (con diversi n, n') il momento totale L 
può avere i valori 2, 1, 0e lo spin totale può essere S = 0, 1; combi- 
nando l’uno con l’altro, otteniamo i termini *:3$, 1.52, 1:3D. 

Se si ha a che fare con elettroni equivalenti, compaiono delle 
restrizioni imposte dal principio di Pauli. Consideriamo, ad esempio, 
una configurazione di tre elettroni p equivalenti. Per / = 1 (stato p) 
la proiezione m del momento angolare orbitale può prendere i valori 
m = 1, 0, —1, cosicché sì possono avere sei stati con le seguenti 
coppie di numeri m, 0: 


a) 4, 1/2 by 0, 41/2, 0) +1, 172, 
a') 1, —1/2, Bb) 0, —1/2, 0) +1, —172. 


I tre elettroni possono occupare, ciascuno, uno di questi tre stati. 
Come risultato si ottengono stati dell'atomo con i seguenti valori 


1) Prescindiamo dalla struttura fine di ciascun livello di multipletto. 

2) La condizione che S sia il più grande può essere giustificata come segue. 
Consideriamo ad esempio un sistema di due elettroni. Si può avere in questo 
caso $ = 0 oppure $S = 1, allo spin 4 corrispondendo una funzione d'onda orbitale 
antisimmetrica @ (r;, ro). Per r, = ro, tale funzione si annulla; in altre parole, 
nello stato con S = 1 la probabilità di trovare i due elettroni l’uno vicino all’al- 
tro è piccola. Il risultato è che la loro repulsione elettrostatica risulta relativa- 
mente minore e, dì conseguenza, è minore anche l'energia. In modo analogo, nel 
caso di un sistema di più elettroni, allo spin più grande corrisponde la funzione 
d’onda orbitale « più antisimmetrica ». 
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delle proiezioni M, = >) m, Ms= >) o del momento angolare 
orbitale totale e dello spin: 


at+a'+b) 2, 1/2, a+a"+c) 1, 1/2, a+b+-c) 0, 3/2, 
a+b+b') 1, 1/2, a+b+c') 0, 1/2, 

a+b'+c) 0, 1/2, 

a'-+b+c) 0, 1/2 


{si possono omettere gli stati con M7, Ms negativi, poiché non danno 
niente di nuovo). L'esistenza dello stato con M, = 2, Ms = 1/2 
mostra che deve figurare il termine ?D; a questo termine devono cor- 
rispondere anche gli stati con (4, 1/2), (0, 1/2). Resta ancora un altro 
stato con (1, 1/2), cosicché deve figurare il termine ?P, a cui corri- 
sponde anche uno degli stati con (0, 1/2). Infine, restano ancora gli 
stati (0, 3/2) e (0, 1/2) che corrispondono al termine ‘S. In tal modo, 
per una configurazione di tre elettroni p equivalenti si può avere un 
solo termine dei tipi “°D, *P, ‘S, rispettivamente. 


Tabella 1 


Termini possibili per le configurazioni 
di elettroni equivalenti 


P, PD, "P 
p3, ps, SD 3P 
p3 2PD 45 

d, d 2D 

d°, d8 15 DG 3PF 

dB, dî 2P DFGH 4pp 
2 

di, d6 1SDFGI *PDFGH °D 
22 2 2 

d5 2SPDFGHI  4PDFG 6 


322 


Nella tabella 1 sono enumerati i termini possibili per diverse 
configurazioni di elettroni p e d equivalenti. I numeri sotto i sim- 
boli dei termini indicano il numero dei termini del tipo dato esistenti 
per la configurazione data se questo numero è maggiore di uno. Per 
la configurazione con il numero massimo di elettroni equivalenti 
(s2, ps, d!0, ...) il termine è sempre *S. Notiamo la coincidenza del 
carattere dei termini corrispondenti a configurazioni di cui una ha 
tanti elettroni quanti mancano all’altra per riempire lo strato. 
È una conseguenza evidente del fatto che l'assenza di un elettrone 
nello strato può essere considerata come lacuna il cui stato è caratte- 
rizzato dagli stessi numeri quantici dello stato dell’elettrone assente. 
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Nell’applicare la regola di Hund per determinare il termine nor- 
male dell'atomo conoscendo la configurazione elettronica, occorre 
considerare soltanto lo strato incompleto, poiché i momenti angolari 
degli elettroni negli strati completi si compensano a vicenda. Sup- 
poniamo, ad esempio, che fuori degli strati completi l'atomo abbia 
quattro elettroni d. Il numero quantico magnetico dell'elettrone d può 
prendere cinque valori: 0, +1, +2. Quindi tutti e quattro gli elettro- 
ni possono avere la stessa proiezione di spin o = 1/2, cosicché lo 
spin totale massimo possibile è S = 2. Ora dobbiamo attribui- 
re agli elettroni diversi valori del numero m che danno il valore 
massimo M, = xi m; questi valori sono 2, 1,0 —1, cosicché M, = 
= 2. Questo significa che il massimo valore possibile di L per 
S = 2 è uguale a 2 (il termine °D). 


PROBLEMA 


Determinare le funzioni d'onda orbitali degli stati possibili di un sistema 
di tre elettroni p equivalenti. 

Soluzione. Nello stato 45 le proiezioni dello spin g di tutti gli elettroni sono 
uguali e i valori di m sono quindi diversi. La funzione d’onda è data da un de- 
terminante del tipo (61,5) costituito dalle funzioni ‘o, pi» P-1 (l’indice dà il 
valore di m). 

Per il termine 2D consideriamo lo stato con il valore più grande possibile 
My = 2. Due delle proiezioni di m devono allora essere uguali a 1 e una a 0. 
Supponiamo che gli elettroni 2, 3 abbiano o = +4/2, e l’elettrone 1 abbia o = 
= —4/2 (in accordo con il fatto che lo spin totale S = 4/2). La funzione d’onda 
orbitale corrispondente che ha la simmetria richiesta, è 


ver abs (4) Lepo (2) ps (3) 90 (3) px (2) 


(la cifra nell'argomento della funzione indica il numero dell’elettrone al quale 
si riferisce). 

Per il termine 2P consideriamo lo stato con My =1 e con gli stessi valori, 
come sopra, delle proiezioni degli spin degli elettroni. Questo stato si può realiz- 
zare con due scelte di valori di m, cosicché la funzione d’onda orbitale è data 
dalla combinazione lineare 


p=2Pa11 + dpaoo, 
P111= 1 (1) [p_1 (2) pi (3) pag (3) pi (2)], 
Pioo = o (1) [pi (2) bo (3) — pi (3) po (2)]. 


Per determinare i coefficienti, usiamo la relazione 
Lup=(lP+1P+ 9) y=0, 


che deve essere soddisfatta dalla funzione d'onda con My = L (vedi la (27,8)). 
Con gli elementi di matrice (27,12) troviamo che 


Tupa=0, Tapu=V2 do Îapo= VI 
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‘6 poi Prali 
i Lyp= V2 (a—b) po =0 


Da cui a —- b= 0; tenendo conto anche della condizione di normalizzazione, 


abbiamo a=b=1 
Le funzioni d'onda degli stati con Mz < L si ottengono dalle funzioni tro- 


vate agendo su di esse con l'operatore L_. 


$ 68. Livelli energetici idrogenoidi 


L'unico atomo per cui l’equazione di Schrédinger può essere risolta 
esattamente è il più semplice di tutti: l'atomo d' idrogeno. I livelli 
energetici dell'atomo di idrogeno, cosi come degli ioni He*, Li**,... 
contenenti un solo elettrone sono dati dalla formula di Bohr (36, 10): 


mZ?e4 1 (68,1) 


Qui Ze è la carica del nucleo, // la massa del nucleo, m la massa 
dell’elettrone. Notiamo che la dipendenza dalla massa del nucleo è 
molto piccola. 

La formula (68,1) non tiene conto di alcun effetto relativistico. 
In questa approssimazione, si ha una degenerazione addizionale 
(accidentale) specifica per l’atomo d’idrogeno di cui si è già detto nel 
$ 36: per un dato numero quantico principale n l'energia non dipende 
dal momento angolare orbitale /. 

Negli altri atomi esistono stati le cui proprietà sono simili a 
quelle dell'idrogeno. Si tratta degli stati fortemente eceitati in cui 
uno degli elettroni possiede un numero quantico principale molto 
grande e si trova quindi a. grandi distanze dal nucleo. Il moto di 
tale elettrone si può considerare, con una certa approssimazione, come 
moto nel campo coulombiano del resto dell'atomo con carica efficace 
uguale ad uno. I valori dei livelli energetici cosî ottenuti risultano, 
però, troppo imprecisi e occorre introdurre in essi una correzione che 
tenga conto della deviazione del campo a piccole distanze rispetto ad 
un andamento puramente coulombiano: Il carattere di questa cor- 
rezione si ricava facilmente -dalle considerazioni seguenti. 

Dato che gli stati con numeri quantici sono molto grandi, i livelli 
energetici si possono determinare con la regolà di quantizzazione 
di Bohr-Sommerfeld (48,6). Della deviazione del campo dall’anda- 
mento coulombiano a piccole distanze (rispetto al « raggio dell’or- 
bita ») dal nucleo si può formalmente tener conto come di una 
variazione nella condizione al contorno imposta alla funzione 
d’onda per r = 0. In tal modo varia la costante y nelle condizioni 
di quantizzazione del moto radiale. Poiché per il resto questa 
condizione rimane immutata, possiamo concludere che per i livelli 
energetici si otterrà’ un'espressione che differisce da quella per 
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l'atomo di idrogeno per la sostituzione del numero quantico 
radiale o, ciò che è lo stesso, del numero quantico principale nr con 
il valore nr + A;, dove A; è una costante (detta correzione di Rydberg): 


Tse 1 


La correzione di Rydberg non dipende (per la sua stessa definizio- 
ne) da n, ma è ovviamente funzione del numero quantico azimutale / 
dell'elettrone eccitato (che abbiamo apposto a A come indice), così 
come dai momenti L ed $ di tutto l'atomo. Per L ed S dati A, deeresce 
rapidamente all’aumentare di /. Quanto più grande è /, tanto minore 
è il tempo che l’elettrone « passa » in prossimità del nucleo e, di con- 
seguenza, i livelli energetici devono avvicinarsi sempre di più ai 
livelli energetici dell’idrogeno!). 


PROBLEMA 


Trovare l’espressione asintotica della funzione d'onda dello stato idroge- 
noide s di un elettrone a grandi distanze dal resto atomico. 

Soluzione. A grandi distanze dove il campo è U = —1/r (in unità atomiche), 
la funzione cercata + (r) soddisfa l’equazione di Schrédinger 


2 SER. 
d+T pp +— 9=0, 


dove x= V2 | £ |. Cerchiamo la soluzione nella forma + = costante -r%e*; 
trascurando ne l'equazione i termini che decrescono più rapidamente di w/r, 
troviamo 


sai 
x 


p=costanteer* e 


$ 69. Campo autocompatibile 


L'equazione di Schròdinger per gli atomi eontenenti più di un 
elettrone non si può risolvere neanche numericamente. Da questo 
punto di vista assumono grande importanza i metodi approssimati 
per il calcolo delle energie e delle funzioni d’onda degli stati stazio- 
nari degli atomi. Il più importante di questi metodi è il cosiddetto 
metodo del campo autocompatibile. L’idea che informa questo metodo 


1) A titolo d’illustrazione diamo i valori empirici della correzione di Ryd- 
berg per gli stati fortemente eccitati dell'atomo di elio. Lo spin totale dell’atomo 
di elio può prendere i valori S = 0, 1, e il momento angolare orbitale totale L 
coincide negli stati in considerazione con il momento angolare /! dell’elettrone 
eccitato (il secondo elettrone si trova nello stato 1s). Le correzioni di Rydberg 
sono: per S=0 | 


Ao = —0,140, A = +0,012, A3 = —0,0022, 
e per S=4{ 
Ao = —0,296, A, = —0,068, A, = —0 0029. 
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consiste nel considerare ogni elettrone nell’atomo soggetto al campo 
autocompatibile creato dal nucleo e da tutti gli altri elettroni. 

Consideriamo a titolo d'esempio l’atomo di elio limitandoci a 
quei termini in cui i due elettroni si trovano negli stati s (con n 
identici o diversi); gli stati dell’intero atomo saranno allora stati S. 
Siano wi (r1) e ws (r») le funzioni d’onda degli elettroni; negli stati s 
esse sono solo funzioni delle distanze r,, r, degli elettroni dai nuclei. 
La funzione d’onda w (r;, r,) dell’intero atomo sarà rappresentata dal 
prodotto simmetrizzato 


p= pa (71) Wa (12) + 1 (12) a (ra) (69,4) 
o dal prodotto antisimmetrizzato 
<p= a (71) Ps (ra) — i (Fa) Pa (ri) (69,2) 


delle due funzioni a seconda che consideriamo stati con spin totale 
S=0 0 S = 1!). Considereremo il secondo di questi prodotti; le 
funzioni y, e wp, si possono allora ritenere mutuamente ortogonali ?). 
— Proponiamoci di determinare una funzione della forma (69,2), 
in modo tale che rappresenti la migliore approssimazione della vera 
funzione d'onda dell’atomo. É naturale a questo scopo partire dal 
principio variazionale, lasciandovi in competizione soltanto le fun- 
zioni della forma (69,2) (il metodo esposto è stato suggerito da 
V. A. Fok, 1930). 

Come sappiamo, l'equazione di Schròdinger può essere ottenuta 
dal principio variazionale 


| | y*Hp dV, dV, = minimo 
con la condizione supplementare 
{{lwPaV.dV,=1 


(l'integrazione è estesa alle coordinate dei due elettroni dell'atomo 
di elio). La variazione conduce all’equazione 


| | 5+*(Î —E)wdV,dV,=0, (69,3) 


da cui, per una variazione arbitraria della funzione d'onda w, si 
ottiene l’equazione di Schròdinger usuale. Nel metodo del campo 


) Gli stati dell’atomo di elio con S = Osi è soliti chiamarli stati di para- 
elio e quelli con S = 4 stati di ortoelio. «= | l 

®) Le funzioni d'onda ‘1, 2, - . . dei diversi stati dell'elettrone, che si 
ottengono con il metodo del campo autocompatibile, non sono, in generale, 
mutuamente ortogonali, poiché sono soluzioni non di una stessa equazione ma di 
equazioni diverse. Tuttavia, si può nella (69,2), senza cambiare la funzione °) 
dell'intero atomo, sostituire ‘pz con pa = w, + costante -p,; scegliendo in modo 
appropriato la costante, si può sempre ottenere che , e ‘pz siano mutuamente 


ortogonali 
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autocompatibile, nella (69,3) si sostituisce l’espressione (69,2) per w 
e si fanno variare le funzioni y, e p, separatamente. In altre parole, 
si cerca un valore estremale dell’integrale relativamente alle funzio- 
ni yp della forma‘ (69,2); come risultato, si ottiene ovviamente un auto- 
valore inesatto dell’energia e una funzione d’onda inesatta la quale, 
però, è la migliore fra tutte le funzioni cosi rappresentate. 
L'’hamiltoniano dell'atomo di elio ha la forma!) 


s 5° s 1 7 4 2 
H=Hy+H,t+5, Hi=-h-7 (69,4) 


(r,e è la distanza fra gli elettroni). Sostituendo la (69,2) nella (69,3), 
facendo variare ed annullando i coefficienti di 6y, e éw, nell’espres- 
sione integranda, si ottengono facilmente le seguenti equazioni: 


[444242 Han Gan (0) | 911) +14 +G1 0) 94 (0) =0, 


(69,5) 
[14+24+E-Hu-Gu()]v:(M+ 70 +60] 91 (1) =0, 
dove 
Gao (r)= | Le CVOTa g,, (69,6) 


Hav= | va(-FA-É) odY, a, b=1, 2. 


Queste sono le equazioni finali cui conduce il metodo del campo 
autocompatibile; la loro soluzione è possibile ovviamente solo con 
il calcolo numerico?). 

Analogamente si procede per la deduzione delle equazioni in casi 
più complessi. La funzione d'onda dell'atomo da sostituire nell’inte- 
grale del principio variazionale è costituita da combinazione lineare 
di prodotti delle funzioni d’onda dei singoli elettroni. Questa com- 
binazione lineare deve essere scelta in modo tale che, in primo luogo, 
la sua simmetria rispetto alla permutazione' corrisponda allo spin 
totale S dello stato considerato dell'atomo e che, in secondo luogo 
corrisponda al valore dato del momento angolare orbitale totale L 


dell’atomo®). 


2) In questo paragrafo e nei problemi che seguono facciamo uso di unità 
atomiche. 

°) Il confronto dei livelli energetici di atomi leggeri, calcolati con il meto- 
do del campo autocompatibile, con i dati spettroscopici permette di stimare la 
precisione del metodo intorno al 5% (e in certi casì si ottiene una precisione 
ancora maggiore). Per gli atomi composti, l'errore può risultare, però, compara- 
bile con gli intervalli tra i livelli vicini e dare come risultato una successione 
dei livelli inesatta. 

3) Per i metodi generali di costruzione delle funzioni d'onda per un sistema 
di elettroni nel campo centrale vedi il libro di Z. G. Kaplan citato nella nota 
alla pag. 282 
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Usando nel principio variazionale una funzione d’onda dotata 
della simmetria richiesta rispetto alle permutazioni teniamo con ciò 
conto dell’interazione di scambio degli elettroni nell’atomo.° Equa- 
zioni più semplici (ma che conducono a risultati meno precisi) si 
ottengono se si trascura l’interazione di scambio, nonché la dipen- 
denza dell'energia dell'atomo da L per una configurazione elettronica 
data (D. R. Hartree, 1928). Considerando ancora, a titolo d'esempio, 
l'atomo di elio, possiamo scrivere allora le equazioni per le funzioni 
d'onda degli elettroni direttamente nella forma delle equazioni di 
Schròdinger usuali 


[3 An+Ea— Va (ra) | Wa(ra)=0, a=1, 2, (69,7) 


dove V, è l'energia potenziale di un elettrone che si muove nel campo 
del nucleo e nel campo della carica distribuita del secondo elettrone: 


Vir=-1+|7- Wir) dr. (69,8) 


(e analogamente per V,). Per trovare l’energia £ dell’intero atomo, 
occorre osservare che nella somma £, + £, l'interazione elettrostatica 
reciproca dei due elettroni compare due volte, perché entra nell’ener- 
gia potenziale sia del primo elettrone, V, (r;), sia del secondo elettro- 
ne, V, (r.). Quindi £ si ottiene dalla somma £,;= £, sottraendo 
una volta il valore medio di questa interazione, cioè 


E=E4+E,— { Î - wi (r,) 2 (r,) dV, dV.. (69,9) 


Per migliorare i risultati ottenuti con questo metodo semplificato, 
si potranno poi considerare l’interazione di scambio e la dipendenza 
dell'energia da L come perturbazione. 


PROBLEMI 


1. Determinare approssimativamente l’energia del livello fondamentale 
dell'atomo di elio e degli ioni del tipo dell’elio (nucleo con carica Z e due 
elettreni) considerando l’interazione fra gli elettroni come perturbazione. 

Soluzione. Nello stato fondamentale delloione i due elettroni si trovano negli 
stati s. Il valore imperturbato dell'energia è uguale al doppio (due elettroni) 
del livello fondamentale delloione idrogenoide: 


E0=2(—22/2)=—2Z2. 


La correzione della prima approssimazione è data dal valore medio dell'energia 
di interazione degli elettroni calcolato nello stato di funzione d’onda 


3 
pa (1) a (ra) = & 00472 4) 
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(prodotto di due funzioni d’idrogeno con / = 0). L'integrale 
1 
(a } ARLES 
E {fu  dV, dV, 
si può calcolare nel modo seguente: 


(e) T2 
ew=2 | dVi-ps = | pidVi, dVi=4nrfdr,, dV,=4mf drs 
2 
0 0 


(l'energia di distribuzione delle cariche ps = ‘pl < |? nel campo a simmetria 
sferica della distribuzione p, = | , |?; l’espressione integranda dell’integrale in 
dVa è l'energia della carica py (ro) nel campo della sfera rj < ro; il fattore 2 
davanti all’integrale tiene conto del contributo delle configurazioni in cui 
ri > ro). Si ottiene cosî E = 52/8 e, in definitiva, 


E=E0+EW%= 22432. 


Per l’atomo di elio (Z = 2) questo dà —£ = 14/4 = 2,75 (mentre il valore 
effettivo dell'energia dello stato fondamentale di questo atomo è —£E = 2,90 
unità atomiche = 78,9 eV). 

2. Risolvere lo stesso problema con il principio variazionale approssiman- 
do la funzione d’onda con il prodotto di due funzioni dell'atomo d’idrogeno con 
una certa carica efficace del nucleo. 

Soluzione. Calcoliamo l'integrale 


PS A 4 Z Z 4 
1 r9 C42 


con la funzione yw dall'espressione (1) del problema precedente, scrivendov 
Zeys in luogo di Z. L’integrale di ?/r,g si calcola come nel problema 4; l’integrale 
di pA,wp si può ridurre all’integrale di 1?/r,, osservando che, in virtù dell’equa- 
zione di Schrédinger, si ha 


4 Zett 41 
(7823) na Zed 


In definitiva si ottiene 
AN 7 5 
| | pp dV, dVo== Zi —2ZZert +53 Zerto 


Questa espressione, come funzione di Zerr, ha un minimo per Zetr = Z — 3. 


Il valore dell'energia corrispondente è 


Per l'atomo di elio questo dà —£E = 2,85. 

Osserviamo che la funzione d'onda (1) con il valore trovato di Ze;f è in 
realtà la migliore non soltanto tra tutte le funzioni della forma (1), ma in gene- 
rale tra tutte le funzioni dipendenti solo dalla somma r; + ro. 
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$ 70. Equazione di Thomas-Fermi 


atomo con il metodo del campo autocompatibile sono molto lunghi 
e complicati, soprattutto per gli atomi complessi. Ma proprio per 
quest'ultimi esiste un altro metodo approssimato il cui pregio è nella 
semplicità, anche se porta a risultati notevolmente meno precisi 
del metodo del campo autocompatibile. 

Questo metodo (É£. Fermi, L. Thomas, 1927) è basato sul fatto 
che negli atomi complessi con un grande numero di elettroni la 
maggior parte degli elettroni possiede numeri quantici principali 
relativamente grandi. In queste condizioni è applicabile l’approssi- 
mazione quasi-classica. Possiamo perciò applicare agli stati di singoli 
Co nell’atomo il concetto di « cellette nello spazio delle fasi » 
$ 48). 

Il volume dello spazio delle fasi corrispondente agli elettroni 
che hanno quantità di moto minore di p e che si trovano nell’elemen- 


to di volume dV dello spazio fisico è uguale 4 np? dV. A questo volu- 


: 4np3 dV i ; dea i 
me corrispondono SEI cellette!), ossia stati possibili, in cui pos- 


sono trovarsi contemporaneamente non più di 


471p3 __ 
2 32m) dV = “pi dV 

elettroni (due elettroni con spin opposti in. ogni celletta). Nello stato 
fondamentale dell'atomo, gli elettroni, che si trovano in ogni ele- 
mento di volume dV, devono occupare (nello spazio delle fasi) le 
cellette corrispondenti ai valori della quantità di moto compresi tra 
zero e un certo valore massimo pop. Allora l’energia cinetica degli 
elettroni avrà in ogni punto il valore minimo possibile. Se sì scrive 
che il numero di elettroni nel volume dV è n dV (essendo r. la densità 
del numero di elettroni), si può affermare che il valore massimo po 
della quantità di moto degli elettroni è legato in ogni punto a n 

dalla relazione 
Pò 
3702 


Il valore massimo dell’energia cinetica di un elettrone, laddove la 
densità elettronica è n, è quindi uguale a 


Pi i (nen)? (70,1) 


=". 


Sia poi @ (r) il potenziale elettrostatico che supponiamo uguale a 
zero all'infinito. L'energia totale dell'elettrone è p?/2 — gp. È evidente 
che l'energia totale di ogni elettrone deve essere negativa; in caso 


1) In questo paragrafo usiamo unità atomiche. 


L'ATOMO 313 


contrario, l’elettrone si allontanerebbe all'infinito. Indichiamo con 
— il valore massimo dell’energia totale dell’elettrone in ogni 
punto, dove o è una costante positiva (se questa grandezza non fosse 
costante gli elettroni si muoverebbero dai punti con valore minore di 
Po ai punti con valore maggiore di gg). Si può quindi scrivere 


2 
PP Po (70,2) 


Uguagliando le espressioni (70,1) e (70,2), otteniamo 
3/2 1 
= 2 (9-0) (70,8) 


relazione che lega la densità elettronica e il potenziale in ogni punto 
dell'atomo. 
_ Per = la densità r si annulla; si deve, evidentemente, porre 
n uguale a zero anche nella regione dove p < ©, per la quale la 
relazione (70,2) porterebbe a un’energia cinetica massima negativa. 
In tal modo, l’equazione g = ©, determina il contorno dell'atomo. 
Ma fuori da una distribuzione di cariche a simmetria centrale con 
carica totale nulla il campo non esiste. Quindi sulla frontiera di un 
atomo neutro si deve avere pg = 0. Ne segue che per un atomo neutro 
la costante p, deve essere posta uguale a zero. Invece, per uno ione la 
costante @, è diversa da zero. 

Consideriamo ora un atomo neutro e poniamo quindi q, = 0. 
Secondo l’equazione elettrostatica di Poisson abbiamo Aq = 4nn; 
sostituendovi la (70,3), otteniamo l'equazione di Thomas-Fermi 


AQ= ca ZI q9/2, (70,4) 


La distribuzione del campo nello stato fondamentale dell'atomo 
è data dalla soluzione a simmetria centrale di questa equazione, che 
soddisfa le seguenti condizioni al contorno: per r + 0 il campo deve 
ridursi al campo coulombiano del nucleo, cioè deve essere gr + Z; 
per r + co deve essere pr + 0. Introducendo in luogo della variabile 
r la nuova variabile x definita da 


47748 21 (38 \2/8 
r=abZ "°, b=3(-) —= 0,885, (70,5) 
e in luogo di x la nuova funzione incognita y: 
__ Z rz119 24/3 y(2)1 
seni i ten ni Lac 7 soll (70,6) 


1) Nelle unità usuali: 
ne Ze (277° me? 
\A2izierali 0-385 Ga) 
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otteniamo l’equazione 


1/2 a a 8/2 TTTR, (70,7) 


con le condizioni al contorno y = 1 perar =0ey= 0 perx = co. 
Questa equazione non contiene più alcun parametro e determina 
quindi la funzione universale y (x). Nella tabella 2 si danno i valori 
di questa funzione ottenuti per integrazione numerica dell'equazione 


(70,7). 
Tabella 2 


Valori della funzione % (x) 


x | x (x) | x x (x) x | x (x) 


0,00 1,000 1,4 0,333 6 0,0594 
0,02 0,972 1,6 0,298 7 0,0461 
0,04 0,947 1,8 0,268 8 0,0366 
0,06 0,924 2,0 0,243 9 0, 0296 
0,08 0,902 32 0,221 10 0,0243 
0,10 0,882 2,4 0,202 11 0,0202 
0,2 0,793 2,6 0,185 12 0,0171 
0,3 0,721 2,8 0,170 13 0,0145 
0,4 0,660 3,0 0,157 14 0,0125 
0,5 0,607 3,2 0,145 15 0,0108 
0,6 0,561 3,4 0,134 20 0, 0058 
0,7 0,521 3,6 0,125 25 0,0035 
0,8 0,485 3,8 0,146 30 0,0023 
0,9 0,453 4,0 0,108 40 0,0014 
1,0 0,424 4,5 0,0919 50 0,00063 
1,2 0,374 5,0 0,0788 60 0,00039 


La funzione y (x) decresce monotonamente e si annulla soltanto 
all’infinito!). In altre parole, nel modello di Thomas-Fermi l’atomo 
non ha contorno e si estende formalmente all’infinito. Il valore della 
derivata yY' (x) per r = 0 è uguale a y' (0) = —1,59. Quindi per 


1) L'equazione (70,7) ha una soluzione esatta Y (x) = 144r73 che si annulla 
all'infinito, ma che non soddisfa la condizione al contorno per x = 0. Essa 
potrebbe servire da espressione asintotica della funzione Y (x) per grandi x. Ma 
questa espressione dà valori vicini a quelli esatti soltanto per x molto grandi, 
mentre a grandi distanze l’equazione di Thomas-Fermi è in generale inapplica- 
bile (vedi più avanti). 
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x -» 0 la funzione Y (x) ha la forma yxR 1 — 1,59z e, di conseguen- 
za, il potenziale @ (r) é: 


pla £-1,80.2%?. (70,8) 


Il primo termine è il potenziale del campo del nucleo, il secondo è 
il potenziale creato dagli elettroni nell’origine delle coordinate. 
Sostituendo la (70,6) nella (70,3), troviamo per la densità elettronica 
un'espressione della forma 


n=24(7), P=ga(E). (09 


Vediamo che nel modello di Thomas-Fermi la distribuzione di 
densità di carica nei diversi atomi è simile e Z-!* funge da parametro 
earatteristico di lunghezza (nelle unità usuali: &°/me?Z!?, cioè il 
raggio di Bohr diviso per Z!/5). Se le distanze sono misurate in unità 
atomiche, allora, in particolare, saranno uguali per tutti gli Z 
le distanze per cui la densità elettronica è massima. Si può affermare 
quindi che la maggior parte degli elettroni in un atomo con numero 
atomico Z si trovano a distanze dal nucleo dell’ordine di Z-!/*. Il cal- 
colo numerico mostra che la metà della carica elettronica totale 
dell'atomo si trova all’interno di una sfera di raggio 1,33Z-!/8. 

Un ragionamento analogo prova che la velocità media degli elet- 
troni nell’atomo (considerata, in ordine di grandezza, come radice 
quadrata dell’energia) è dell’ordine di Z?f. 

L'equazione di Thomas-Fermi diventa inapplicabile sia a distanze 
troppo piccole che a distanze troppo grandi dal nucleo. Il dominio 
della sua applicabilità per piccoli r è limitato dalla disuguaglianza 
(49,12); a distanze minori nel campo coulombiano del nucleo l’ap- 
prossimazione quasi-classica diventa inapplicabile. Ponendo nella 
(49,12) a = z, troviamo che il limite inferiore delle distanze è 1/Z. 
L’approssimazione quasi-classica diventa inapplicabile in un atomo 
complesso anche per grandi r. Infatti è facile vedere che per r — 1 
la lunghezza d’onda di De Broglie dell'elettrone diventa dell'ordine 
di grandezza della distanza stessa, e quindi la condizione di quasi- 
classicità è completamente violata. Di questo ci si può convincere 
con una stima dei termini delle equazioni (70,2) e (70,4); ma il risul- 
tato, del resto, è evidente a priori anche senza calcoli, poiché l’equa- 
zione (70,4) non contiene Z. Così, l'applicabilità dell'equazione di 
Thomas-Fermi è limitata alla regione delle distanze grandi rispetto 
a 1/Z e piccole rispetto a 1. Tuttavia, negli atomi complessi, la 
maggior parte degli elettroni si trova in questa regione. 

Quest'ultima circostanza significa che il « limite esterno » del- 
l'atomo nel modello di Thomas-Fermi si trova per r — 1, cioè le 
dimensioni degli atomi non dipendono da Z. Insieme con esse non 
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dipende da Z neanche l’energia degli elettroni periferici, cioè il poten- 
ziale di ionizzazione dell’atomo!) 

Con il metodo di Thomas-Fermi si può calcolare l'energia di 
ionizzazione totale E, cioè l'energia necessaria per estrarre tutti gli 
elettroni da un atomo neutro. A questo scopo occorre calcolare l’ener- 
gia elettrostatica della distribuzione di Thomas-Fermi delle cariche 
nell’atomo; l’energia totale cercata sarà uguale alla metà di questa 
energia elettrostatica, poiché in un sistema di particelle interagenti 
secondo la legge di Coulombl’energia cinetica media è uguale (secondo 
il teorema del viriale, vedi vol. I, Meccanica, $ 10) alla metà del- 
l'energia potenziale media presa col segno meno. La dipendenza di 
E da Z si può stabilire a priori partendo da semplici considerazioni: 
l'energia elettrostatica di Z elettroni che si trovano nel campo del 
nucleo con carica Z alla distanza media Z-!* dal nucleo, è propor- 
zionale a Z-Z/Z-18 = Z?8. Il calcolo numerico conduce al risultato: 
E = 20,87" eV. La dipendenza da Z risulta in buon accordo con i 
dati sperimentali; il valore empirico del coefficiente è intorno a 16. 

Abbiamo già ricordato che i valori positivi non nulli della co- 
stante po corrispondono agli atomi ionizzati. Se la funzione y è 
determinata da p — ®, = Zy/r per y si ottiene l’equazione preceden- 
te (70,7). Dobbiamo ora prendere in considerazione le soluzioni che 
si annullano non all’infinito, come per un atomo neutro, ma per 
valori finiti = xy; tali soluzioni esistono per x, qualsiasi. Nel punto 
x = 2 la densità di carica si annulla insieme con Y e il potenziale 
resta finito. Il valore 7, è legato al grado di ionizzazione nel modo 
seguente. La carica totale all’interno della sfera di raggio r è, secondo 
il teorema di Gauss, 


—r2Z (2) — ay (2)]. 


La carica totale dello ione z si ottiene ponendovi x = 2; poiché 
x (co) = 0, si ha 
= —Zroy' (zo). (70,10) 


Nella figura 23 è rappresentata in grassetto la curva x = % (2) per 
un atomo neutro, e sotto sono rappresentate due curve per ioni con 
diversi gradi di ionizzazione. Graficamente, 2/Z è rappresentata 
dalla lunghezza del segmento intercettato sull’asse delle ordinate 
dalla tangente alla curva nel punto x = xy. 


1) Questo modello non riflette ovviamente la dipendenza periodica delle 
dimensioni degli atomi e dei loro potenziali di ionizzazione da Z, dipendenza 
che si manifesta nel sistema periodico degli elementi. Inoltre, i dati sperimentali 
rivelano anche l’esistenza di un incremento sistematico, anche se non rilevante, 
delle dimensioni degli atomi e di una diminuzione dei potenziali di ionizza- 
zione al crescere di Z. 
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L'equazione (70,7) ammette anche soluzioni che non si annullano 
da nessuna parte; all'infinito, queste soluzioni divergono. Queste 
soluzioni si possono considerare come soluzioni corrispondenti a 
valori negativi della costante g,. Nella stessa fig. 23 sono rappresen- 
tate due tali curve y = % (2); esse giacciano al di sopra della curva 
dell’atamo neutro. Nel punto 7 = z, in cui 


(cy (2) =0, (70,11) 


la carica totale compresa nella sfera 7 < z; si annulla (graficamente, 
è evidente che la tangente alla curva in questo punto passa per l’ori- 
gine delle coordinate). Interrompendo la curva in questo punto, 
possiamo dire che essa determina Y (7) per un atomo neutro alla 
frontiera del quale la densità di carica resta diversa da zero. Dal 
punto di vista fisico, questo corrisponde in un certo senso all’atomo 
«compresso » racchiuso in un certo volume dato!). 

L'equazione di Thomas-Fermi non tiene conto dell’interazione di 
scambio fra gli elettroni. Gli effetti ad essa legati sono di un ordine di 


ALL TITTTTI[T 
EEN SEZZZZZE 
bd 


Fig. 23 


grandezza superiore a Z-?. Quindi tenere in considerazione del- 
l’interazione di scambio nel metodo di Thomas-Fermi richiede che 
contemporaneamente si tenga conto di tutti gli effetti di quest’or- 


dine?). 


PROBLEMA 


Determinare la relazione fra l’energia di interazione elettrostatica degli 
elettroni e l'energia della loro interazione con il nucleo di un atomo neutro nel 
modello Thomas-Fermi. 


1) Tale rappresentazione può essere opportuna per lo studio dell’equazione 


di stato della materia fortemente compressa. 
2) Ciò è stato fatto da A. S. Kompaneets e E. S. Pavlovskij (JETF 31, 427 


(1956)) e da D. A. Kirànits (JETF 32, 115 (1957)). 
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Soluzione. Il potenziale pe del campo creato dagli elettroni si ottiene sottra- 
endo dal Potente totale @ il potenziale del campo del nucleo Z/r. Quindi 
l'energia di interazione degli elettroni è 


U se = i { Pel dv=<- | 2av-3 | pn dV= 


2\2/3 i 
=5- | La Î n5/3 aV 


(abbiamo espresso g mediante n secondo la (70,3)). D'altra parte, l'energia di 
interazione degli elettroni con il nucleo Ve, © la loro energia cinetica 7 sono 


U==32 | — dV, 


lp? 3 (312)2/3 
T=2 | | 5 4np3 dp dV= TT | n°/3 av. 
0 


Confrontando queste espressioni con l'uguaglianza precedente, otteniamo 


la relazione 


1 a) 
Uee= —5Uen-GT- 


Nello stesso tempo, secondo il teorema del viriale (vedi vol. I, Meccanica, $ 10), 
per un sistema di particelle in interazione coulombiana abbiamo 27 = —U = 
To ven, — Vee. 
Troviamo infine 
1 


U ca = — 7 cen 


$ 71. Funzioni d'onda degli elettroni periferici in prossimità 
del nucleo 


Abbiamo visto (sulla base dal modello di Thomas-Fermi) che gli 
elettroni periferici negli atomi complessi (grandi Z) si trovano essen- 
zialmente a distanzer — 4 dal nucleo!). Ma alcune proprietà atomiche 
dipendono sostanzialmente dalla densità di elettroni in prossimità 
del nucleo (avremo a che fare con tali proprietà nei $$ 72 e 120). Per. 
determinare l’ordine di grandezza di questa densità, seguiamo la 
variazione della funzione d'onda w(r) dell’elettrone nell’atomo al 
decrescere di r da grandi (r — 1) a piccole distanze. 

Nella regione r — 1 il campo del nucleo è schermato dagli altri 
elettroni, cosicché l'energia potenziale è U (r) — 1/r — f1. L'energia 
del livello dell’elettrone in questo campo è E — 41. Ma a distanze 
dell'ordine del raggio di Bohr nel campo della carica Z (r — 1/Z) 
si può ritenere il campo del nucleo non schermato: U = —Z/r. Nella 


1) In questo paragrafo ‘usiamo unità atomiche. 
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regione di transizione, 1/Z &r « 1, l'energia potenziale | U 
è già grande rispetto all'energia £ dell’elettrone e la condizione 


d 1 d 1 
aa vio, <! 
(p è la quantità di moto) è soddisfatta, cosicché il moto dell’elettrone 
è quasi-classico. La funzione d’onda quasi-classica a simmetria sfe- 
rica è 
lvl ta = per FKKI (74,1) 
rVpo riu!* ti 


l'ordine di grandezza del coefficiente che essa contiene (-—1) è 
determinato dalla condizione w — 1 di « raccordo » con Ia funzione 


d'onda per r — 1. 
Applicando l’espressione (71,1) in termini di ordine di grandezza 


perr -— 1/Z (sostituendovi U = — Z/r), otteniamo il valore cercato 
della funzione d'onda in prossimità del nucleo!) 
4 o 
(7) <VZ. (71,2) 


Conformemente alle proprietà generali delle funzioni d'onda in un 
campo centrale ($ 32), riducendo ancora la distanza, w (r) o resta 
costante in ordine di grandezza (per un elettrone s), oppure comincia 


a decrescere (per | 40). 
La probabilità di trovare l’elettrone nella regione r < 41/Z è: 


4 i 
wr |P 7 (74,3) 


È ovvio che le formule (71,2) e (71,3) determinano solo l’anda- 
mento sistematico della variazione delle grandezze al crescere di Z, 
senza tener conto delle variazioni non sistematiche al passare da un 


elemento all'elemento successivo. 


$ 72. Struttura fine dei livelli atomici 


Lo studio sistematico degli effetti relativistici nell’interazione 
degli elettroni verrà fatto in un altro volume di questo Corso 
(vedi vol. IV, $$ 33, 83). Nel presente paragrafo, invece, viene data 
soltanto una descrizione generale di questi effetti per quanto con- 
cerne lo studio dei termini atomici. 

I termini relativistici nell’hamiltoniano di un atomo risultano 
divisi in due categorie: gli uni sono lineari rispetto agli operatori 
di spin degli elettroni; gli altri quadratici. I primi corrispondono in 


1) Per determinare il coefficiente in questa formula (conoscendo la fun- 
ziong d'onda nella regione r — 1), occorrerebbe usare nella regione r < 1/Z 


l'espressione (36,25). 
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certo modo all’interazione del moto orbitale degli elettroni con i loro 
spin; si parla quindi di interazione spin-orbita. I secondi corrispondono 
all'interazione fra gli spin degli elettroni (interazione spin-spin). 
Entrambi i tipi di interazione sono dello stesso ordine (del secondo) 
in v/c, rapporto fra la velocità dell’elettrone e quella della luce. 
Ma di fatto negli atomi pesanti l’interazione spin-orbita è noteval- 
mente superiore all’interazione spin-spin. Ciò è dovuto al fatto chè 
l’interazione spin-orbita cresce rapidamente al crescere del numero 
atomico, mentre l’interazione spin-spin non dipende, in generale, 
da Z (vedi più avanti). 
L’operatore di interazione spin-orbita ha la forma 


Var=D) Agfa (72.1) 


(la somma è estesa a tutti gli elettroni dell'atomo), dove S, sono gli 


operatori di spin degli elettroni, e À, operatori « orbitali », cioè 


operatori agenti sulle funzioni delle coordinate. Nell’approssima- 
zione del campo autocompatibile, gli operatori A, risultano propor- 


zionali agli operatori l, del momento orbitale degli elettroni, e si 
può allora scrivere V,; nella forma 


Va, = di ColaSa (72,2) 


I coefficienti della somma si esprimono allora mediante l’energia 
potenziale U (r) dell'elettrone nel campo autocompatibile nel seguen- 
te modo: 

2 
h AU (ra) (72,3) 


2m?c3ra dra 


Xa = 


Poiché | U (r) | decresce al crescere della distanza dal nucleo tutti i 
coefficienti a, sono positivi. 

Considerando l’interazione (72,2) come perturbazione, per cal- 
colare l’energia, dobbiamo calcolarne il valore medio in uno stato 
imperturbato. Il contributo principale a questa energia proviene 
allora dalla regione delle distanze vicine al nucleo, ossia delle di- 
stanze dell’ordine di grandezza del raggio di Bohr(-—h?/Zme?) per un 
nucleo con carica Ze. In questa regione il campo del nucleo è prati- 
camente non schermato e l’energia potenziale è 


|U (r)]- Ze?/r = Z°me4/ft?, 


cosicché 
h2U i ( e ) mes 


————— -€* —— Cere] 
m?c?r2 hc kh 


Il valore medio di a si ottiene da qui moltiplicando per la probabilità 
w di trovare l’elettrone vicino al nucleo. Secondo la (71,3) si ha 


L'’ATOMO 321 


w -— Z7*, cosicché troviamo infine che l'energia d’interazione spin- 
orbita dell’elettrone è 

di (VE 

he h2 * 

cioè si differenzia dall'energia principale dell’elettrone esterno nel- 
l'atomo (-me*/h?) per il solo fattore (Ze?/fic)?. Questo fattore cresce 
rapidamente al crescere del numero atomico e negli atomi pesanti 
raggiunge l’ordine dell’unità. 

Di fatto, la media dell’operatore di perturbazione (72,2) si 
esegue rispetto agli stati imperturbati dello strato elettronico in 
due tappe. Prima di tutto si prende la media rispetto allo stato elet- 
tronico dell'atomo con i valori dati ZL ed S del momento orbitale 
totale e dello spin totale dell'atomo, ma non delle loro direzioni. 


Fatta questa operazione, V,, resta ancora un operatore che, però, 
deve essere espresso ormai soltanto con operatori delle grandezze che 
caratterizzano l’intero atomo (e non i suoi singoli elettroni). Tali 


sono gli operatori L ed S. 
Indichiamo con Vy, l'operatore medio dell’interazione spin- 
orbita. Essendo lineare rispetto ad S, esso ha la forma 


Vs. = ASL, (72,4) 


dove A è una costante caratteristica per il termine dato (non separa- 
to), cioè dipendente da S e ZL e non dal momento angolare totale J 
dell’atomo!). 

Per calcolare l'energia di separazione di un livello degenere, 
occorre risolvere l’equazione secolare formata dagli elementi di 
matrice dell’operatore (72,4). Nel caso considerato, però, conosciamo 
in partenza le funzioni esatte dell’approssimazione zero in cui la 
matrice Vs, è diagonale. Queste sono le funzioni d'onda degli stati 
con valori ben determinati del momento angolare totale /. Mediare 


rispetto a tale stato significa sostituire l'operatore SL col suo auto- 


1) Per comprendere meglio il significato dell’operazione descritta, ricor- 
diamo che, nella meccanica quantistica, prendere la media significa, in generale, 
calcolare l'elemento di matrice diagonale corrispondente. Prendere la media 
parziale significa, invece, che si calcolano degli insiemi di elementi di matrice, 
diagonali rispetto solo ad alcunì dei numeri quantici, che determinano lo stato 
del sistema. Così, nel nostro caso, mediare l’operatore (72,2) significa calcolare 
gli elementi di matrice (nMLMs | Vs; [nM,Mg) con tutti i valori possibili di 
Mr, ML e di Mg, Mge diagonali rispetto a tutti gli altri numeri quantici (il 
cui insieme indichiamo con »). Ne segue che anche gli operatori S e L vanno 
considerati come matrici (Mg | S|] Mg) e (ML|L|Mz)i cui elementi sono 


dati dalle formule (27,13). A un procedimento simile per calcolare la media in 
tappe successive dovremo in seguito ricorrere più volte. 
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valore, uguale, secondo la (31,3), a 
LS=-3[/(J+1)—L(L+1)—S(5+1)]. 


Poiché tutte le componenti del multipletto hanno valori identici di 
LesSe poiché ci interessa soltanto la loro disposizione relativa, si 
può allora scrivere pon) di separazione nella forma 


14J5(J+1) (72,5) 


Gli intervalli fra le componenti vicine (caratterizzate dai numeri J 
e J — 1) sono quindi uguali a 
AE;, Jei — AJ. (72,6) 


Questa formula esprime la cosiddetta regola degli intervalli di Landé 
(1923). 

La costante A può essere sia positiva che negativa. Per A > 0, 
la componente più bassa del multipletto è il livello con il valore 
minimo possibile di J, cioè J = |L — $ |; tali multipletti sono 
detti normali. Se, invece, A < 0, il livello più basso è quello con 
J=L+$ (multipletto invertito). 

È facile determinare il segno di A per gli stati normali degli atomi 
se la configurazione elettronica è tale che esiste in tutto un solo 
strato incompleto. Se questo strato non è occupato per più di metà, 
allora, conformemente alla regola di Hund ($ 67), tutti gli n elettroni 
in esso hanno spin paralleli talché lo spin totale ha il valore massimo 
possibile S = n/2. Sostituendo nella (72,2) sj = S/n e portando a, 
(uguale per tutti gli elettroni dello stesso strato) fuori dal segno di 
somma, otteniamo 


À o da 
Vsr = 25 SL, 
cioè A = a/25 > 0. Se invece lo strato è riempito per più della metà, 


si deve aggiungere e sottrarre dalla (72,2) la stessa somma sui posti 
liberi, cioè sulle «lacune» dello strato incompleto. Poiché per uno 
strato completo si avrebbe V.;=0, l'operatore V,; avrà la forma della 
somma V.;= — XY a;lgSa, presa solo sulle «lacune», mentre lo spin 
totale e il momento angolare orbitale dell’atomo sono, rispettiva- 
mente, S= — Yi s,, L= — XI. Con lo stesso procedimento di 
prima si ottiene quindi A = —a/25$, cioè A <0. 

Da quanto detto deriva una regola molto semplice che determina 
il valore di J nello stato normale dell’atomo con uno strato non 
completamente riempito. Se in quest’ultimo si trova non più della 
metà del numero massimo possibile di elettroni, alloraJ=|L— S|. 
Se invece lo strato è riempito per più della metà, J=L+ $. 

Come è stato già detto, l'interazione spin-spin, a differenza del- 
l'interazione spin-orbita, non dipende in generale da Z. Questo è 
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già evidente dalla sua natura stessa come interazione diretta degli 
elettroni estranea al campo del nucleo. 
Per l'operatore medio dell’interazione spin-spin si deve ottenere, 


A 


come per la formula (72,4), un'espressione quadratica in S. Quadra- 


tiche in S sono le espressioni S? e (SL). La prima di esse ha autovalori 
non dipendenti da J e, di conseguenza, non porta alla separazione del 
termine. Possiamo quindi ometterla e scrivere 


Vss=B (SL), (72,7) 


dove B è una costante. Gli autovalori di questo operatore contengono 
termini non dipendenti da J, termini proporzionali a J (J + 1) e, 
infine, un termine proporzionale a J? (J + 1)?. I termini del primo 
gruppo non portano ad una separazione del livello e perciò sono privi 
di interesse, mentre quelli del secondo gruppo possono essere incor- 
porati nell'espressione (72,9), ciò che equivale semplicemente a un 
certo cambiamento della costante A. Infine, i termini del terzo gruppo 
introducono nell’energia del livello l’espressione 


È J2(J+1)?. (72,8) 


Lo schema di costruzione dei livelli atomici esposto nei $$ 66, 67 
è basato sull’idea che la somma dei momenti angolari orbitali degli 
elettroni, costituisce il momento orbitale totale Z dell'atomo, e la 
somma dei loro spin lo spin totale S. Come è stato già notato, tale 
rappresentazione è possibile soltanto alla condizione che gli effetti 
relativistici siano piccoli; più precisamente, gli intervalli della 
struttura fine devono essere piccoli rispetto alle differenze dei livelli 
con L e S diversi. Questa approssimazione si chiama caso di Russel- 
Saunders (1925); si parla anche di accoppiamento LS. 

Di fatto, la regione di applicabilità di questa approssimazione 
è limitata. I livelli degli atomi leggeri sono costruiti secondo l’ac- 
coppiamento LS, ma man mano che il numero atomico cresce le 
interazioni relativistiche nell’atomo diventano più intense e l’appros- 
simazione di Russel-Saunders diventa inapplicabile!). Va anche notato 
che questa approssimazione non si può applicare, in particolare, 
a livelli fortemente eccitati in cui l’atomo contiene un elettrone 
in uno stato con grande r e situato perciò essenzialmente a grandi 
distanze dal nucleo ($ 68). L'interazione elettrostatica di questo 
elettrone con il moto degli altri elettroni é relativamente debole; 
quanto alla interazione relativistica nel « resto dell’atomo », essa 
non decresce. 


1) Anche se le formule quantitative che descrivono questo tipo di accoppia- 
mento diventano inapplicabili, il metodo stesso di classificazione dei livelli 
secondo questo schema può aver un senso anche per gli atomi più pesanti, so- 
prattutto per gli stati più bassi (compreso lo stato fondamentale). 
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Nel caso limite opposto, l’interazione relativistica è grande 
rispetto a quella elettrostatica (o meglio, rispetto alla parte di 
quest’ultima alla quale è legata la dipendenza dell’energia da L e $). 
In questo caso non si può parlare più di momento angolare orbitale 
e di spin separatamente, poiché essi non si conservano. I singoli 
elettroni sono caratterizzati da loro momenti totali jf che sommati 
danno il momento totale Y dell’atomo. Per tale schema di costru-> 
zione dei livelli atomici si parla come di accoppiamento jj. In realtà, 
però, questo tipo di accoppiamento non s'incontra in forma pura; 
tra i livelli di atomi molto pesanti si osservano diverse forme di 
accoppiamento intermedio fra il tipo LS e il tipo jj}). 

Un tipo originale di accoppiamento si osserva in certi stati 
fortemente eccitati. Il «resto dell'atomo » può trovarsi qui nello stato 
di Russel-Saunders, cioè essere caratterizzato dai valori ZL, $S; il suo 
accoppiamento con l'elettrone fortemente eccitato è però del tipo jj 
(ciò è dovuto ancora al fatto che l’interazione elettrostatica per 
questo elettrone è debole). 

La struttura fine dei livelli energetici dell'atomo di idrogeno 
possiede certe particolarità specifiche; essa verrà calcolata nel IV vo- 
lume di questo Corso (vedi vol. IV, $ 34). Limitiamoci qui a indicare 
che per un dato numero quantico principale n l’energia dipende solo 
dal momento angolare totale } dell'elettrone. Cosi, la degenerazione 
dei livelli non viene rimossa completamente; a un livello con n e j 
dati corrispondono due stati con momenti angolari orbitali 
I =j + 1/2 (a meno che per r dato j non abbia il valore massimo 
possibile j = n — 1/2). Il livello conn=3 si separa quindi 
in tre livelli ai quali corrispondono, rispettivamente, gli stati: 81/2, 


P1/2; P3/2 ds;j2; ds;2- 


$ 73. Sistema periodico degli elementi di Mendeleev 


Per spiegare la natura della periodicità della variazione delle 
proprietà, stabilita da D. I. Mendeleev (1869), che si manifesta nella 
serie degli elementi ordinati secondo il numero atomico crescente, 
occorre considerare le particolarità nel riempimento successivo dello 
strato elettronico degli atomi (N. Bohr, 1922). 

Passando da un atomo a quello successivo la carica aumenta di 
un'unità e allo strato si aggiunge un elettrone. A prima vista ci si 
potrebbe aspettare che le energie di legame di ciascuno degli elettroni 
che vengono ad aggiungersi varino monotonamente al crescere 
del numero atomico. Ma in realtà questo non accade. 

. Nello stato normale dell’atomo di idrogeno si ha un solo elettrone 
in uno stato 1s. Nell’atomo dell'elemento successivo, l’elio, vi si 


1) Più dettagliatamente sui tipi di accoppiamento e sull'aspetto quantita- 
tivo del problema si veda il libro: E. U. Condon and G. H. Shortley, The Theory 


of Atomic Spectra, Cambridge University Press, 1939. 
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aggiunge ancora un elettrone nello stesso stato 1s. Ma l’energia di 
legame di ciascuno degli elettroni 1s nell’atomo di elio è di gran 
lunga superiore all’energia di legame dell'elettrone nell’atomo di 
idrogeno. Questa circostanza è una conseguenza naturale della 
differenza fra il campo in cui si trova l’elettrone nell’atomo H e il 
campo in cui capita l’elettrone che si aggiunge allo ione He+: a grandi 
distanze questi campi sono abbastanza simili, ma in prossimità del 
nucleo con carica Z = 2 .il campo dello ione He* è più intenso del 
campo del nucleo dell'atomo di idrogeno con Z = 1. 

Nell’atomo di litio (Z = 3) il terzo elettrone va a finire in uno 
stato 2s, poiché negli stati 1s non vi si possono trovare contempora- 
neamente più di due elettroni. Per un dato Z, il livello 2s è più alto 
del livello 15; man mano che la carica del nucleo aumenta sia l’uno 
che l’altro diminuiscono, Tuttavia, passando da Z= 2a Z=831il 
primo effetto prevale considerevolmente sul secondo e, di conse- 
guenza, l’energia di legame del terzo elettrone nell’atomo Li è di 
gran lunga minore dell’energia di legame degli elettroni nell’atomo 
di elio. Inoltre, negli atomi da Be (Z = 4) a Ne (Z = 10)si aggiun- 
gono successivamente dapprima ancora un elettrone 2s e poi sei 
elettroni 2p. Poiché la carica del nucleo aumenta, le energie di 
legame degli elettroni, che si aggiungono in questa serie, general- 
mente crescono. L'’elettrone successivo che si aggiunge passando 
all’atomo Na (Z = 11) viene a trovarsi nello stato 3s; l’effetto del 
passaggio a uno strato più elevato prevale allora sull’effetto 
dell'aumento di carica del nucleo, e l’energia di legame decresce 
di nuovo bruscamente. 

Un quadro del riempimento degli strati elettronici del genere di 
quello appena accennato vale per tutta la serie degli elementi. Tutti 
gli stati elettronici si possono suddividere in gruppi che vengono 
riempiti successivamente: a mano a mano che avviene il riempi- 
mento, in una serie di elementi di ciascuno di questi gruppi, l'energia 
di legame in generale cresce, ma decresce bruscamente quando 
inizia il riempimento degli stati del gruppo successivo. 

Nella fig. 24 sono rappresentati i potenziali di ionizzazione, noti 
dai dati spettroscopici; essi determinano le energie di legame degli 
elettroni che si aggiungono nel passare da un elemento a quello 
successivo, 

I diversi stati si suddividono in gruppi che vengono riempiti 
progressivamenté nel modo seguente: 


+ (AR I RO ROOT 2 elettroni 

25: AD: Satie » 

3S, 3p Pu cadi Ea È 8 » 

4s, 3d, 4p........ 18 » (73,1) 
os, 4d, SP. ....... 18 » 

6s, 4f, 5d, 6p ..... 32» 

7s, 64, Of ........ 
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Il primo gruppo si riempie con H e He; il riempimento del secondo 
e del terzo gruppo corrisponde ai due primi (piccoli) periodi del 
sistema periodico, contenenti ciascuno 8 elementi. Seguono poi due 
grandi periodi di 18 elementi ciascuno e un grande periodo conte- 
nente gli elementi delle terre rare, in tutto 32 elementi. L'ultimo 
gruppo di stati non si esaurisce completamente con gli elementi 
esistenti in natura (ne con gli elementi transuranici artificiali). 

Per comprendere l’andamento della variazione delle proprietà 
degli elementi al riempirsi degli stati di ciascun gruppo è determi- 
nante la seguente proprietà degli stati d e f che li distingue dagli 
stati s e p. Le curve dell'energia potenziale efficace del campo a sim- 
metria centrale (costituito dal campo elettrostatico e dal campo 
centrifugo) per un elettrone in un atomo pesante dopo una rapida, 
quasi verticale, diminuzione nell’intorno dell'origine delle coordi- 
nate, hanno un minimo profondo, dopo il quale cominciano a cre- 
scere tendendo asintoticamente a zero. Per gli stati s e p queste 
curve nella loro parte ascendente sono vicinissime l'una all'altra. 
Ciò significa che in questi stati l’elettrone si trova più o meno alle 
stesse distanze dal nucleo. Quanto alle curve per gli stati d e, in 
particolare, per gli stati f, esse giacciono molto più a sinistra; la 
regione classicamente accessibile, delimitata da queste curve, ter- 
mina molto prima che negli stati s e p con la stessa energia totale 
dell'elettrone. In altre parole, negli stati d e f l'elettrone si trova 
essenzialmente molto più vicino al nucleo che negli stati s e p. 

Una serie di proprietà degli atomi (comprese le proprietà chimiche 
degli elementi, vedi $ 81) dipende soprattutto dalle regioni esterne 
degli strati elettronici. A questo proposito è estremamente importante 
la particolarità descritta degli stati d e f. Nel riempimento degli 
stati 4f (negli elementi delle terre rare, vedi più avanti), gli elettroni 
che si aggiungono vanno a disporsi molto più vicino al nucleo che 
non gli elettroni negli stati riempiti precedentemente. Come risul- 
tato si ha che questi elettroni non incidono quasi sulle proprietà 
cio e tutti gli elementi delle terre rare risultano chimicamente 
affini. 

Gli elementi contenenti strati d e f completi (o che non li con- 
tengono affatto) si chiamano elementi dei gruppi principali; invece 
gli elementi in cui questi stati sono parzialmente riempiti si 
chiamano elementi dei gruppi intermedi. È opportuno considerare 
separatamente gli elementi di questi gruppi. 

Cominciamo dagli elementi dei gruppi principali. Gli stati fon- 
damentali dell'idrogeno e dell’elio sono 


;H: 15251), $He: 15215, 


(l'indice a sinistra del simbolo chimico denota ovunque il numero 
atomico). Le configurazioni elettroniche degli altri elementi dei 
gruppi principali sono rappresentate nella tabella 3. 
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Tabella 3 
Configurazioni elettroniche degli elementi dei gruppi principali 
Ko s2 s?p s2p2 s2p3 s2p4 s2pò s2p6 

n=2 |sLi | Be |sB {ec |:N |g0 |sF soNe | 182° \ 
3 | ggNa | 12Mg | 1341 | Si |1sP |46S | 1701 | agAr | 252299 
4 | gK ooCa 3s23p9 
4 2gCu 30ZN zGa 39Ge 33As g,Se 35Br 3z6Kr 3410 
5 37Rb | ggSr 4524 p6 
5 | 47Ag | agCd | qeIn | soSn | s1Sb | saTe | s3J sjXe | 4410 
6 5 5Cs 56 Ba Os25p a) 
6 79Au | soHg | 81Tl gsoPb | gsBi s4Po | gsAt seRn | 4f145d10 
7 | g7Fr | sgRa 6s26p° 

251,2] !So | *Paj2| Po | *Sa,2| ©Pa | *Pasa | !So 


In ogni atomo gli strati completi sono quelli indicati a destra 
della tabella nella stessa riga e in tutte le righe precedenti. La con- 
figurazione elettronica negli strati che si riempiono è indicata in 
alto, mentre il numero quantico principale degli elettroni in questi 
stati è indicato con una cifra a sinistra della tabella sulla stessa 
riga. In basso sono indicati gli stati fondamentali dell’intero atomo. 
Cosi, l'atomo Al ha la configurazione elettronica 1s°2s°2p*3s°3p*P,/s. 

I valori di Z e S nello stato fondamentale dell’atomo possono 
essere determinati (conoscendo la configurazione elettronica) con la 
regola di Hund ($ 67), e il valore di J con la regola esposta nel $ 72. 

Gli atomi dei gas nobili (He, Ne, Ar, Kr, Xe, Rn) occupano una 
posizione particolare nella tabella: con ciascuno di essi termina il 
riempimento dei gruppi di stati elencati nella (73,1). Le loro con- 
figurazioni elettroniche posseggono una stabilità particolare (i poten- 
ziali di ionizzazione sono i più grandi nelle rispettive serie). A ciò 
è dovuta l’inerzia chimica di questi elementi. 

Come si vede il riempimento dei diversi stati nelle serie degli 
elementi dei gruppi principali avviene molto regolarmente: dapprima 
si riempiono gli stati s e poi gli stati p per ogni numero quantico 
principale n. Regolari sono anche le configurazioni elettroniche 
degli ioni di questi elementi (finché nella ionizzazione non vengono 
toccati gli elettroni degli strati de f): ogni ione ha la configurazione 
corrispondente all’atomo che lo precede. Per esempio, lo ione Mg* 
ha la configurazione dell’atomo Na, lo ione Mg** quella di Ne. 

Veniamo ora agli elementi dei gruppi intermedi. Il riempimento 
degli strati 3d, 4d, 5d avviene nei gruppi di elementi chiamati, 
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rispettivamente, gruppi del ferro, del palladio e del platino. Nella 
tabella 4 sono rappresentate le configurazioni elettroniche e i ter- 


Tabella 4 


Configurazioni elettroniche degli atomi degli elementi dei gruppi del ferro, 
del palladio e del platino 


Gruppo del ferro 


Gruppo del platino 


È 2150 22Ti 23V 24Cr 25Mn | ogFe 27C0.| 2gNi 

= 

= 3d4s? 3d24s? | 3d34s2 | 3d54s 3d%4s2 | 3d945% | 3d74s2 | 3d84s2 
Gruppo del palladio 

E 

di go Y 4071 gaNb yMo 43TCc aRu «sRh «ePd 

5 

= 4d5s2 4d?25s2 | 4d45s 4d°5s 4d55s2 | 4d75s 4d85s 4410 

- °D3/9 °Fa °D /9 153 955/2 °Fs F9/2 So 

3 s7La 

o 

DI 

pa 54652 

£ | ?Dsy 

13) 


gn, W 75hRe 7608 


a71r | agPt 


71Lu Ei ns 


54652 542652 | 543652 | 544652 | 5d56s? | 54952 | 547652 | 5495s 
2D3j, | 3F2 4F3,> | 5Do 655,9 | 5Da 4Fg,o | ®D3 


Strati di Xe + 
+ 4/14 + 


mini degli atomi di questi gruppi, noti dai dati spettroscopici spe- 
rimentali. 

Come risulta da queste tabelle, il riempimento degli strati d è meno 
regolare di quello degli strati s e p negli atomi degli elementi dei 
gruppi principali. Il tratto caratteristico qui è la « competizione » 
fra gli stati s e d. Essa si manifesta nel fatto che, in luogo della suc- 
cessione regolare di configurazioni del tipo d?s? con le p crescenti, 
spesso appaiono più favorite configurazioni del tipo d’+!s o dP??. 
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Per esempio, nel gruppo del ferro l’atomo Cr ha la configurazione 
3d*4s e non 3d44s°; dopo Ni con otto elettroni d segue immediatamente 
l’atomo Cu con lo strato d completamente riempito (e attribuito 
perciò ai gruppi principali). La stessa mancanza di regolarità si 
osserva anche a proposito dei termini degli ioni: le configurazioni 
elettroniche degli ioni non coincidono di solito con la configurazione 
degli atomi che li precedono. Per esempio, lo ione V* ha la coffi- 
gurazione 3d4 (e non 3d°4s° come l’atomo Ti), lo ione Fe* ha la con- 
figurazione 3d*4s (invece della configurazione 3d*4s* dell'atomo Mn). 
Notiamo che tutti gli ioni, che si trovano allo stato naturale nei 
cristalli e nelle soluzioni, contengono negli strati incompleti sol- 
tanto gli elettroni d (anziché s e p). Cosi, il ferro si incontra nei 
cristalli e nelle soluzioni soltanto sotto forma di ioni Fe** e Fet+* 
con le configurazioni 3d} e 3d°, rispettivamente. 

Una situazione analoga si rivela anche nel riempimento dello 
strato 4f che ha luogo nella serie degli elementi chiamati delle 
terre rare (tabella 5)!). Anche il riempimento dello strato 4f si effet- 
tua in modo non del tutto regolare, essendo caratterizzato dalla 
competizione fra gli stati 4f, od e 6s. 


Tabella ò 
Configurazioni elettroniche degli atomi degli elementi delle terre rare 


58Ce sgPr eoNd eiPm 629 e3Eu 


4f5d6s2 | 4f3652 44652 4 {9652 4f8652 4f7652 


e6DY e7Ho 70Yb 


e4Gd | esTb 


esEr | egTu 


Strati di Xe + 


4f5d6s® | afoso | aftogse | Aftiose | 4fisgsa | 4pisgso | aftagsa 
?Da Hg, | °T8 415,2 | *He Fa |'So 


L'ultimo gruppo degli elementi intermedi inizia con l’attinio. 
In questo gruppo avviene il riempimento degli strati 6d e 5f, come 
nel gruppo degli elementi delle terre rare (tabella 6). 

Per terminare questo paragrafo, soffermiamoci su un’interes- 
sante applicazione del metodo di Thomas-Fermi. Abbiamo visto che 
gli elettroni compaiono nello strato p per la prima volta nel quinto 


__ 1) Nei corsi di chimica, Lu è usualmente annoverato fra gli elementi delle 
terre rare. Non è corretto, perché in esso lo strato 4f è già completo; Lu deve es- 
sere attribuito al gruppo del platino, come nella tabella 4. 
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T abella 6 


Configurazioni elettroniche degli atomi del gruppo degli attipidi 


saPu | ssAm oelCm 


o iPa | 99U 


ggAc eoTh esNp 
64752 6d27s? |5f26d7s2 | 55364752 | 5f4647s2 | 5/9752 7f7752 | 5f?647s2 


°D3/9 9Fa | ‘Kigaf Ze ®L, 1/2 Fo | 8572 °Dy 


Strati di Rn+ 


elemento (B), gli elettroni d compaiono per Z = 21 (Sc) e gli elettro- 
ni f per Z= 58 (Ce). Questi valori di Z si possono predire con il 
metodo di Thomas-Fermi nel modo seguente. 

Un elettrone con momento angolare orbitale ) in un atomo com- 
plesso si muove avendo per « energia potenziale efficace »!) 


(14 1/2)? 
UM =-M+ a. 


Il primo termine è l'energia potenziale nel campo elettrico descritto 
dal potenziale di Thomas-Fermi @ (r). Il secondo termine, invece, 
è l’energia centrifuga, dove in luogo di 2 (l + 1) scriviamo (l + 1/2)?, 
essendo il moto quasi-classico. Poiché l’energia totale dell’elettrone 
nell’atomo è negativa, è chiaro che se (per i valori dati di Z e di 2) 
U:;(r) >0 per tutti gli r, l'atomo considerato non può avere elettroni 
aventi il momento angolare . in questione. Se si considera un certo 
determinato valore di Z e si fa variare Z, risulterà che per Z troppo 
piccoli si avrà effettivamente ovunque U, (r) >0. Al crescere 
di Z arriva il momento in cui la curva UV; = U/; (r) è tangente all’asse 
delle ascisse, e per Z ancora più grandi si ha una regione in cui 
U,(r)<0. In tal modo, il momento in cui nell’atomo compaiono 
elettroni con il valore di / prescelto è determinato dalla condizione 
che la curva VU; (r) sia tangente all’asse delle ascisse, cioè dalle 
equazioni 


p4 {1+1/2)? 14+-1/2)? 
U(M=— + L44120, viM=—g(M-t2 co. 


2r3 


Sostituendovi l’espressione (70,6) per il potenziale, otteniamo le 
equazioni 


2/3 X(2) _{ 4 \2/3 (1+1/2)2 
PRA (LL) 3 


x? 4 
"(2)-—x( 4 \2/3 (1+1/2)? 
72/3 2% 3: x(z) _ 9 (F) SE, (73,2) 


1) Come nel $ 70, si fa uso delle unità atomiche. 
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Dividendo la seconda di queste equazioni membro a membro per 
la prima, troviamo per x l'equazione 


x (a _ 1 

x (2) x° 
quindi calcoliamo Z a partire dalla prima delle equazioni (73,2). 
Il calcolo numerico dà LS 


Z=0,455(2/+1)?. 


Questa formula determina i valori di Z per i quali nell’atomo com- 
paiono per la prima volta elettroni con } prescelto (con un errore 
inferiore al 10%). 

Si ottengono valori assolutamente esatti se in luogo del coeffi- 
ciente 0,155 si prende 0,17: 


Z=0,17(22+1)3. (73,3) 


Per } = 1, 2, 3 questa formula dà, arrotondando ai numeri interì 
più vicini, proprio i valori esatti 5, 21, 58. Per / = 4, la formula 
(73,3) dà Z = 124; questo significa che gli elettroni g dovrebbero 
comparire per la prima volta soltanto nel 124-esimo elemento. 


$ 74. Termini Rònigen 


L’energia di legame degli elettroni interni dell'atomo è così 
grande che, se uno di questi elettroni passa ad uno strato esterno 
incompleto (o addirittura esce dall’atomo), l'atomo eccitato (o lo 
ione) diventa meccanicamente instabile rispetto alla ionizzazione 
che si accompagna alla riorganizzazione dello strato elettronico 
e alla formazione di uno ione stabile. Tuttavia, poiché le interazioni 
elettrostatiche nell’atomo sono relativamente deboli, la probabilità 
di una tale transizione è piuttosto piccola, cosicché la vita media T 
dello stato eccitato è grande. Quindi la « larghezza » del livello 
h/x (vedi $ 44) risulta sufficientemente piccola perché abbia senso 
considerare le energie dell'atomo con un elettrone interno eccitato 
come livelli energetici discreti di stati « quasi-stazionari » dell'atomo. 
Questi livelli si chiamano termini Ròntgen!). 

I termini Réntgen si classificano in primo luogo indicando lo strato 
da cui è uscito l’elettrone o in cui, come si dice, si è formata una 
«lacuna». Dove esattamente finisce l’elettrone non ha importanza 
perché l’energia dell'atomo non ne risente in alcun modo. 

Il momento angolare totale dell’insieme degli elettroni che riem- 
piono uno strato è nullo. Dopo l’uscita di un elettrone, lo strato 
acquista un certo momento angolare j. Per lo strato (n, /) il momento 


1) Questa denominazione è dovuta al fatto che le transizioni fra questi 
livelli portano all'emissione da parte dell'atomo di radiazioni Réntgen. 
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j} può assumere i valori } + 1/2. Otteniamo cosi dei livelli che si 
potrebbero indicare con 4s,/2, 251/29, 2Py/2; 2P3/2, - | +, dove il 
valore j è opposto come indice al simbolo che indica il posto della 
«lacuna». Sono però universalmente usati simboli speciali con la 
seguente corrispondenza: 


4s:;2, 251/2) 2P1/2: 2P3/2; 381/2> 3P1/2» 3P3/2) 3d3/2, 3d5/2, 
K Lr Lu Lui Mi Mu Mur Mirv Mv 
I livelli con n = 4, 5, 6 sono indicati in modo analogo con le lettere 


N. 3; P. 

I livelli con n identici (indicati con una stessa lettera maiuscola) 
sono disposti l’uno vicino all’altro e lontano dai livelli con n 
diverso. Questo perché grazie alla relativa vicinanza degli elettroni 
interni al nucleo, il campo in cui essi si trovano è il campo 
praticamente non schermato del nucleo. Di conseguenza i loro stati 
sono stati idrogenoidi e la loro energia, in prima approssimazione, 
è uguale a — Z?/2n* (in unità atomiche), cioè dipende solo 
da n. 

Se si tiene conto degli effetti relativistici, si perviene alla sepa- 
razione dei termini con j diversi (cfr. con quanto detto nel $ 72 sulla 
struttura fine dei livelli dell’idrogeno); per esempio, Li e Li; si 
separano da Ly; Mx e My da My e Mrvy. Tali coppie di livelli si 
chiamano doppietti relativistici. 

La separazione dei termini con Ì diversi e con j identici (per 
esempio, Ly da Li, Mx da My) è dovuta alla deviazione del campo, 
in cui si trovano gli elettroni interni, rispetto al campo coulom- 
biano del nucleo, alla presenza dell’interazione dell’elettrone 
con gli altri elettroni. Tali doppietti si chiamano di schermaggio. 
Il termine correttivo principale per l’energia « idrogenoide » del- 
l’elettrone nasce dal potenziale creato dagli altri elettroni nella 
regione vicina al nucleo; esso è proporzionale a Z4 (vedi la (70,8)). 
Ma poiché questa correzione non dipende né da » né da /, essa non 
incide sugli intervalli fra i livelli. Quindi i termini correttivi prin- 
cipali nelle differenze dei livelli sono legati all'interazione di un 
elettrone con gli elettroni più vicini. Poiché per le distanze fra 
gli elettroni interni si ha r — 1/Z (raggio di Bohr nel campo di 
carica Z), l’energia di questa interazione è —41/r — Z. Tenendo conto 
di questa correzione, si può scrivere, con la stessa approssimazione, 
l'energia del termine Réntgen nella forma — (Z — 8)*/2n*, dove 
5 = 6 (n, È) è una grandezza piccola (rispetto a Z) che si può con- 
siderare come misura dello schermaggio della carica del nucleo. 

Accanto ai termini Ròntgen con una sola «lacuna», negli strati 
elettronici possono esistere anche termini con due e tre «lacune». 
Poiché l’interazione spin-orbita degli elettroni interni è forte, le 
«lacune» sono legate l’una all’altra secondo il tipo di accoppia- 
mento jj. 
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La larghezza di un termine Réntgen è determinata dalla somma 
delle probabilità di tutti i processi possibili di riorganizzazione 
dello strato elettronico dell'atomo con riempimento della data 
«lacuna», Negli atomi pesanti, il ruolo principale è svolto dalle 
transizioni della «lacuna» dallo strato dato a uno strato superiore 
(cioè dalle transizioni inverse degli elettroni), che sono accompa- 
gnate dall'emissione di un quanto Ròntgen. Le probabilità di queste 
transizioni « radiative », e con esse la parte corrispondente della 
larghezza del livello, crescono rapidamente, come Z*, con il numero. 
atomico, ma decrescono (per Z dato) andando dai livelli più profondi 
a quelli meno profondi. 

Per gli atomi più leggeri (e per i livelli superiori), un ruolo essen- 
ziale, anzi il ruolo prevalente, è svolto dalle transizioni non radia- 
tive nelle quali l’energia liberata quando un elettrone più alto 
occupa una «lacuna», serve per espellere dall’atomo un altro elettrone 
interno (il cosiddetto e/fetto Auger); in seguito a tale processo l'atomo 
resta in uno stato con due «lacune». Le probabilità di questi processi 
e il loro contributo alla larghezza del livello non dipendono, in 
prima approssimazione (in 1/Z), dal numero atomico (vedi il pro- 
blema)?). 


PROBLEMA 


Determinare la legge della dipendenza della larghezza di Auger dei termini 
Rontgen dal numero atomico, nel caso di valori sufficientemente grandi di 
quest’ultimo. 

Soluzione. La probabilità di una transizione di Auger è proporzionale a 
quadrato dell'elemento di matrice della forma - 


M= | | pi PPIP dI, dr, 


dove wi, o € i, a sono le funzioni d’onda iniziali e finali dei due elettroni 
che partecipano alla transizione, e V = e?/r,s è l'energia della loro mutua inte- 
razione. Per Z sufficientemente grandi, le funzioni d’onda degli elettroni interni 
si possono considerare idrogenoidi e si può quindi trascurare il fatto che il 
campo del nucleo è schermato dagli elettroni (idrogenoide è anche la funzione 
d'onda dell’elettrone di ionizzazione nella regione interna dell'atomo, che è 
quella più importante per l'integrale M). Se si fanno i calcoli esprimendo 
tutte le grandezze in unità coulombiane (con la costante a = Ze8; vedi $ 36), 
l’unica grandezza dipendente da Z nell’integrale M sarà V = 41/Zr,o, cosicché 
M e» 1/Z. La probabilità di transizione, e con essa la larghezza Auger del 
livello AZ, sarà proporzionale a Z-2. Tornando alle unità usuali (l’unità 
coulombiana di energia è Z°me4/f?), troviamo che AE non dipende da Z. 


1) A titolo d'esempio indichiamo che la larghezza Auger del livello X è 
all’incirca di 1 eV e per livelli superiori arriva a —10 eV. 
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$ 75. Momenti di multipolo 


Nella teoria classica le proprietà elettriche di un sistema sono 
caratterizzate dai suoi momenti multipolari di vario ordine, che 
si esprimono in funzione delle cariche e delle coordinate delle par- 
ticelle. Nella teoria quantistica le definizioni di queste grandezze 
conservano la stessa forma, ma le grandezze devono essere con- 
siderate come operatori. 

Il primo dei momenti multipolari è il momento dipolare definito 
come il vettore 

d= b}: er 


(la somma è estesa a tutte le particelle del sistema; ‘per brevità 
omettiamo l’indice che numera le particelle). La matrice di questo 
operatore, come di ogni vettore polare (vedi $ 30), ha elementi non 
nulli soltanto per le transizioni fra stati di parità diversa. Per questa 
ragione, sono nulli tutti gli elementi diagonali. In altre parole, sono 
nulli i valori medi del momento dipolare di un sistema qualsiasi 
di particelle (per esempio, dell’atomo) negli stati stazionari!). 

È evidente che lo stesso vale in generale per tutti i momenti 
2!-polari con valori dispari di 2. Le componenti di un tale momento 
rappresentano polinomi di grado dispari (/-esimo) nelle coordinate, 
che, come le componenti di un vettore polare, cambiano di segno 
nell’inversione delle coordinate; quindi anche per esse vale la stessa 
regola di selezione rispetto alla parità. 

Il momento di quadrupolo di un sistema è definito come il tensore 
simmetrico 


Qin= Di e (Bz; — Bat) (75,1) 


dove la somma dei termini diagonali è nulla. La determinazione dei 
valori di queste grandezze in questo o in quello stato del sistema 
(per esempio, di un atomo) richiede che l'operatore (75,1) sia mediato 
rispetto alla funzione d’onda corrispondente. È opportuno prendere 
questa media in due tappe (cfr. $ 12). 

Indichiamo con @;x l’operatore del momento di quadrupolo 
mediato rispetto agli stati elettronici con valore dato del momento 
totale Y (ma non della sua proiezione M). 


4) Per evitare malintesi sottolineiamo che si tratta di un sistema isolato di 
particelle, o di un sistema di particelle in un campo elettrico esterno a simme- 
tria centrale. Cosî, se i nuclei sono considerati « fissi », l’asserzione generale 
formulata è valida per la corteccia elettronica dell'atomo, ma non della molecola. 

Si suppone ancora che, oltre alla degenerazione secondo le direzioni del 
momento angolare totale, non esiste alcuna degenerazione addizionale (« acci- 
dentale »). In caso contrario, si possono formare funzioni d'onda degli stati sta- 
zionari tali che non abbiano una parità determinata e gli elementi diagonali 
corrispondenti del momento di dipolo non si debbono annullare. 


336 CAPITOLO X 


L'operatore cosi mediato può essere espresso soltanto dagli opera- 
‘tori delle grandezze che caratterizzano lo stato dell’intero atomo. 


L'unico vettore di questo tipo è il « vettore » J. Quindi l'operatore 
Qin deve avere la forma 


On = an (iii 396%), (75,2) 
dove l’espressione tra parentesi è formata in modo tale da essere 
simmetrica rispetto agli indici i, X e da annullarsi nella contrazione» 
rispetto a questa coppia di indici (sul significato del coefficiente 
‘Q vedi più avanti). Gli operatori /J; vanno intesi qui come matrici 
già note ($$ 27, 54) rispetto a stati con diversi valori di M ,;; è ovvio 
‘cche l'operatore J? si può sostituire semplicemente con il suo auto- 
valore J (J + 1). 

Poiché le tre componenti del momento J non possono avere 
ccontemporaneamente valori determinati, questo vale anche per le 
componenti del tensore Q;,. Per la componente Q,, abbiamo 

A 30 72 17 

0::= TRI) (d-3P). 
Per stati con valori dati J* =J(J+1)eJ,=M,, anche Q,, 
ha un valore determinato: 


30 21 
= 7g [M-3/0+1)]. (75,9) 


Per M ; = J (il momento è diretto « interamente » secondo l’asse 2), 
abbiamo Q,, = Q; questa grandezza si chiama di solito semplice- 
mente momento di quadrupolo. 

Per J = 0 tutti gli elementi delle matrici del momento sono 
nulli, cosicché scompaiono anche gli operatori (75,2). Essi si annul- 
lano identicamente ‘anche per J = 41/2. È facile convincersene mol- 
tiplicando direttamente le matrici di Pauli (59,7) che rappresentano 
le matrici delle componenti di ogni momento angolare uguale a 1/2. 

Questa circostanza non è casuale, ma è un caso particolare della 
regola generale: il tensore del momento 2'-polare (con 2 pari) è diverso 
da zero soltanto per gli stati del sistema con momento angolare 


totale 
I >42; (75,4) 


Il tensore del momento 2'-polare è un tensore irriducibile di rango / 
{vedi vol. II, Teoria dei campi $ 41), e la condizione (75,4) è una con- 
seguenza delle regole generali di selezione di tali tensori rispetto al 
momento angolare per gli elementi di matrice, ossia è la condizione 
per cui gli elementi di matrice diagonali possono essere differenti 
da zero ($ 107). Come è stato detto sopra, la regola di selezione rispetto 
alle parità richiede allora che / sia pari. 
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Occorre anche tener conto che i momenti multipolari elettrici 
sono grandezze puramente « orbitali » (i loro operatori non conten- 
gono operatori di spin). Quindi, se si può trascurare l'interazione 
spin-orbita, cosicché ZL e S si conservano separatamente, gli ele- 
menti di matrice dei momenti multipolari obbediscono alle regole 
di selezione non soltanto rispetto al numero quantico J, ma anche 
rispetto a L. 


PROBLEMI 


1. Trovare il legame fra gli operatori del momento di quadrupolo dell’ato- 
mo negli stati corrispondenti ai diversi componenti della: struttura fine del 
livello (cioè agli stati con diversi valori di J per valori dati di L e S). 

Soluzione. Negli stati con LZ e .S dati l'operatore del momento di quadrupolo, 


come grandezza puramente orbitale, dipende solo dall'operatore È e si esprime 


quindi con la stessa formula (75,2) sostituendo J con L (e con un'altra costante 
Q). L’operatore (75,2) si deduce da esso mediando rispetto allo stato con il 


dato J: 
cli si 
Qik =“ STRI-1 [Dix +iai 1041) 5a |= “ 
“moerp[bi 2} Li LIIA: 
= 2-4) eg ai 


Si chiede di trovare il legame fra i coefficienti Q; e Qr. A questo scopo, 


moltiplichiamo l'uguaglianza (1) a sinistra per YJ; e a destra per J, (sommando 
su i e 4) e passiamo agli autovalori degli operatori diagonali. Allora 


Ì;LiÉxJx=(JL)? 
dove, secondo la formula (341,4), 
2JL=J(J+1)+L(L-+1)—S(S+1). 
D'altra parte, il prodotto J abili x si trasforma mediante le formule 
{Li La)=iemily, {ÎT, £}=iciimim 
come è stato fatto nel problema del $ 29, e dà 
Ì;Èy£Îp=(IL)9— (IL). 
Analogamente 
T;T;IxÎn=(I9?, I; ÎnTiÎn=J? (J°2--1). 
Dalla (1) si ricava finalmente la seguente relazione: 
3 (IL) QIL—1)—27(J+1)L(L41) 


rea FDRIFS LL) ii 
In particolare, per S = 1/2, questa formula dà 
1 
Q,=@L per Jas L4-+, 
(3) 


_ (L—-1)(2L 4-3) fo 1 
Qo=@1TTEITI) per J=L-3. 
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2. Esprimere il momento di quadrupolo dell’elettrone (carica — | 1) 
con momento orbitale Z in funzione della sua distanza quadratica media dal 
‘ centro. 


Soluzione. Occorre calcolare il valore medio dell’espressione 
Q:-= —]e]r®(3cost0—1)=—|ejr2(3n2— 1) 


rispetto allo stato con dato momento orbitale / e proiezione del momento m = 4. 
Il valore medio del fattore angolare è dato direttamente dalla formula dedotta 


nel problema del $ 29 (dove 7, va sostituito con /), e si trova infine Da 
—-. DI i 
fon) 2 — E RE] 
Qr=|[elr 21+3° (4) 


Il segno di questa grandezza è opposto, come doveva essere, al segno della 
carica dell'elettrone: la particella che si muove con momento angolare diretto 
lungo l’asse z si trova essenzialmente vicino al piano z = 0 e, di conseguenza, 
così 0 < 4/3. l 

Per un elettrone con valore dato di j = / + 1/2, il passaggio mediante la 
(3) dà 

—- 2j-1 
bias 2 . 


3. Determinare il momento di quadrupolo di un atomo (nello stato fonda- 
mentale) in cui tutti i v elettroni fuori degli strati completi, si trovano in stati 


equivalenti con momento orbitale |. 
Soluzione. Poiché il momento di quadrupolo totale degli strati completi è 
nullo, l'operatore del momento di quadrupolo dell'atomo è dato dalla somma 


DS 3|e|r2 afss 05° 2 
On = Tra DI [+3 10+1) 8a |, 
estesa ai v elettroni esterni (abbiamo usato qui la formula (4)). 

Supponiamo dapprima che v < 2/7 + 41, cioè che al più lo strato sia riempito 
per metà. Allora, secondo la regola di Hund ($ 67), gli spin di tutti i v 
elettroni sono paralleli (cosicché S = v/2). Questo significa che la funzione 
d’onda di spin dell'atomo è simmetrica e, di conseguenza, la funzione d'onda 
delle coordinate è antisimmetrica rispetto a questi elettroni. Quindi, tutti gli 
elettroni devono avere valori diversi di m, cosicché il valore massimo possibile 


di My; (e di L che coincide con esso) è 


l 
1 
L=(Mr)max= I m=5v(-v+1) 
m=l-v+1 


Il valore Qr cercato è l’autovalore Q,, per My = L. Abbiamo perciò 


= l 
_ 6]ejr? A 1(1-1) 
L=) (2173) D ia 30° ] 
m=l-v+ 


da cui, dopo aver calcolato la somma, 


2(21-2v4+1)  _\— 
d= Giara 101” (6) 


Il passaggio definitivo da Q7, a Q; si fa in accordo con la formula (2). 
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Il caso di un atomo il cui strato esterno è occupato per più della metà si 
riduce al caso precedente, considerando le «lacune» in luogo degli elettroni; 
perciò la risposta è data dalla stessa formula (6) presa con il segno globale 
cambiato (la carica della «lacuna» è + | e |), e per v occorre intendere ora non 
il numero di elettroni, ma il numero dei posti vacanti nello strato. 


$ 76. Atomo in un campo elettrico 


Se un atomo viene sottoposto ad un campo elettrico esterno, 
i suoi livelli energetici cambiano; questo fenomeno è detto effetto 
Stark. 

In un atomo sottoposto ad un campo elettrico uniforme esterno 
abbiamo a che fare con un sistema di elettroni che si trovano in un 
campo a simmetria assiale (il campo del nucleo insieme con il campo 
esterno). Ne segue che il momento angolare totale dell’atomo, rigo- 
rosamente parlando, non si conserva più; si conserva soltanto la 
proiezione M , del momento totale J sulla direzione di questo campo. 
Gli stati con /M , diversi avranno energie diverse, cioè il campo elet- 
trico rimuove la degenerazione secondo le direzioni del momento 
angolare. Questa rimozione, però, risulta non totale; gli stati che 
differiscono solo per il segno di M ,; restano, come prima, degeneri. 
Infatti, l’atomo in un campo elettrico omogeneo esterno è simmetrico 
rispetto alla riflessione in un piano qualsiasi passante per l’asse di 
simmetria (asse passante per il nucleo e diretto come il campo; nel 
seguito lo prendiamo come asse z.) Quindi gli stati che si ottengono 
l'uno dall’altro con tale riflessione devono possedere una stessa 
energia. Ma nella riflessione in un piano passante per un certo asse 
il momento angolare rispetto a questo asse cambia di segno (la 
direzione di una rotazione positiva attorno all’asse si trasforma in 
quella di una negativa). 

Supporremo che il campo elettrico sia sufficientemente debole, 
perché l’energia addizionale ad esso dovuta sia piccola rispetto alle 
distanze fra i livelli energetici vicini dell'atomo, nonché rispetto 
agli intervalli della struttura fine. Allora per calcolare gli sposta- 
menti dei livelli in un campo elettrico, si può ricorrere alla teoria 
delle perturbazioni, esposta nei $$ 38, 39. Il ruolo di operatore della 
perturbazione è svolto allora dall’energia del sistema di elettroni 
nel campo uniforme £, uguale a 


Va — dé = — €d., (76,1) 


dove d è il momento di dipolo del sistema. Nell’approssimazione 
zero, i livelli energetici sono degeneri (rispetto alla direzione del 
momento totale); tuttavia, questa degenerazione non è essenziale in 
questo caso, e, nell’applicazione della teoria delle perturbazioni, si 
può operare come se si avesse a che fare con livelli non degeneri. 
Questo segue dal fatto che nella matrice della grandezza d, (come 
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pure le componenti 2 di qualsiasi altro vettore) sono diversi da zero 
soltanto gli elementi per le transizioni senza cambiamento di M, 
{vedi $ 29), e perciò gli stati che si distinguono per valori di M, 
si comportano indipendentemente l’uno dall’altro quando si applica 
la teoria delle perturbazioni. 

Lo spostamento dei livelli energetici è determinato, in prima 
approssimazione, dagli elementi di matrice diagonali corrispondenti 
della perturbazione. Ma gli elementi di matrice diagonali del momen- 
to di dipolo sono nulli ($ 75). Quindi la separazione dei livelli in un 
campo elettrico è un effetto del secondo ordine rispetto al campo! i 
Lo spostamento AZ, del livello £,, come grandezza quadratica 
rispetto al campo, deve essere espresso da una formula del tipo 


MEn= — 3 UWE.6%, (76,2) 


dove aj’ è un tensore simmetrico; scegliendo l’asse z nella direzione 
del campo, otteniamo 


AEn= — amg? (76,3) 


Il tensore aj rappresenta al tempo stesso Za polarizzabilità 
dell'atomo in un campo elettrico esterno. Infatti, intendendo nella 
formula generale (11,16) sotto i parametri 4 le componenti del vet- 
tore € e ponendo # = H, — #;d;, troviamo che il valore medio del 
momento dipolare dell’atomo, indotto dal campo, è 
OAE n 

06i 


Sostituendovi la (76,2), otteniamo 
di” = an ‘ (76,4) 


Il calcolo della polarizzabilità va eseguito secondo le regole 
generali della teoria delle perturbazioni. Secondo la formula della 
seconda approssimazione (38,10), abbiamo 


di” — 


ap=—29 indent, (76,5) 


La polarizzabilità dell'atomo dipende dal suo stato (impertur- 
bato), nonché dal numero quantico My,. Quest'ultima dipendenza 


1) Fa eccezione l’atomo d'idrogeno per il quale l’effetto Stark è lineare ri- 
spetto al campo (vedi il paragrafo seguente). Come l’idrogeno, in campi suffi- 
cientemente intensi, si comportano anche gli atomi di altri elementi che sì 
trovano in statì ‘fortemente eccitati (e che sono quindi idrogenoidi, vedi $ 68). 


Ri 
È 
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può essere determinata in forma generale. I valori af’ per diversi M ; 
si possono considerare come autovalori dell’operatore 


al — And;k + fn (Î,Î, + It, 4 8;nd? ) 3 (76,6): 


questa è la forma generale di un tensore simmetrico di rango due 
dipendente dal vettore J (cfr. $ 75). Dalle (76,3) e (76,6) abbiamo 


AEn=—5- {an+2B» [2M3-3/04+1)]}. (767) 


Sommando su tutti i valori di MV ,, il secondo termine entro le 
parentesi graffe si annulla, cosicché il primo termine rappresenta 
lo spostamento generale del « baricentro » del livello separato. 
Notiamo anche che, secondo la (76,7), il livello con J = 41/2 non 
si separa, conformemente al teorema di Kramers ($ 60). 

Se l'atomo si trova in un campo esterno non omogeneo (che varia 
poco su una distanza dell’ordine delle dimensioni dell'atomo), può 
anche aver luogo una separazione lineare rispetto al campo, dovuta 
al momento di quadrupolo dell’atomo. L’operatore di interazione 
di quadrupolo del sistema con il campo ha la forma corrispondente 
all'espressione classica dell'energia di quadrupolo (vedi vol. II, 


Teoria dei campi, $ 42): 
) “TL On (76,8) 


dove q è il potenziale del campo elettrico (è sottinteso che le derivate 
sono calcolate nel punto in cui si trova l’atomo). 


PROBLEMI 


41. Determinare la dipendenza da J della separazione Stark dei diversi 


componenti di un multipletto. 

Soluzione. È opportuno risolvere il problema invertendo l’ordine di sovrap- 
osizione delle perturbazioni; consideriamo dapprima la separazione Stark dei 
ivelli senza struttura fine, poi introduciamo l'interazione spin-orbita. Poiché 

lo spin dell'atomo non interagisce con il campo elettrico esterno, la separazione 
Stark del livello con un dato momento orbitale L è determinata da una formula 


del tipo (76,2) con un tensore a; che si esprime in funzione dell’operatore È, 
come nella (76,6) si esprime in funzione di J: 


x de a 
Cin =@0;h +d (Lx + LyLi—3- 6;n£2 ) 


(gli indici n sono ovunque omessi). Dopo aver introdotto l'interazione spin- 
orbita gli stati dell'atomo devono essere caratterizzati dal momento totale J. 
La media dell’operatore @;, rispetto agli stati con un dato valore Y (ma non 
della sua proiezione M ;) coincide formalmente con la media calcolata nel pro- 
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blema 1 del $ 75. Come risultato, torniamo alle formule (76,6) e (76,7) con le 
costanti a, f che si esprimono in funzione delle costanti a, è secondo le relazioni 


a=a, f=b 3 (JL) [2 (JL)—1}—2J5(J+1)Z(L£+1) 
ia JI(J+1)(27—1)(27 +3) 


E determinata cosî la dipendenza della separazione da Y (ma, beninteso, non da 
L e S da cui dipendono ugualmente, come da caratteristiche del termine non 


separato, le costanti a e d 
2. Determinare la separazione di un doppietto (spin S = 41/2) in un campo 


elettrico arbitrario (non debole). A 

Soluzione. Se il valore della separazione non è piccolo rispetto all’intervaNo 
fra i componenti del doppietto, la perturbazione del campo elettrico e l’intera- 
zione spin-orbita devono essere prese in considerazione contemporaneamente, 
cioè l’operatore di perturbazione è dato dalla somma: 


P=4Sî-- 6° {a+2[î:-+L(+1)]} 


(cfr. la (72,4) e il problema precedente). Omettendo i termini costanti, inessen- 
ziali per la separazione, riscriviamo questo operatore nella forma (vedi la (29,11)) 


i SÙ dia Rs 3: - 
P=3 184 + S_L,+28,L)b62£2. 


Per ogni dato valore di M = M; gli autovalori di questo operatore sono 
determinati dalle radici dell'equazione secolare composta dagli elementi di 
matrice rispetto agli stati | My Mg ) = | M 7 1/2, +1/2). Mediante le formule 
(27,12) troviamo 


(M 1/2, 1/2|V|M_-1/2, 12=5- (M-3)-s8:(M-3)", 


(M +1/2, —1/2|V]M+172, -1/29=—-3- (+3) -06(4++), 


(M—1/2, 1/2]V|M +12, -1/9=5[(L+M+) (L-24+4)|°° 


Infine (vedi problema 4, $ 39), per lo spostamento dei livelli otteniamo 


ME=—b62M? + J/ # (L +4) +58 (0824 A) M2; (4) 


sono omessi qui tutti i termini che sono uguali per tutti i componenti del doppiet- 
to separato. Questa formula (con i due segni davanti al radicale) si riferisce a 
tutti i livelli con | M|< £Z — 4/2. Al valore |M | = LZ — 1/2 corrisponde 
uno solo stato | My Mg), e lo spostamento del livello è dato semplicemente 
dall’elemento di matrice diagonale corrispondente. Scegliendo la stessa costante 
additiva che appare nella (1) troviamo 


A 1 1 \2 
se= (44080) (144) se(144) a 
(espressione che coincide con il risultato dato dalla formula (1) con un solo 


segno davanti al radicale). 
3. Determinare la separazione di quadrupolo dei livelli in un campo elettri- 


co a simmetria assiale!). 


1) Un problema analogo per un campo arbitrario, vedi problema 6, $ 103. 
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Soluzione. In un campo simmetrico rispetto all'asse 2 si ha 


0 _ 0 _ 0°® _ 0g 


da da O Ta 


le altre derivate seconde sono nulle. L’operatore (76,8) dell'energia di quadru- 
polo ha la forma 


a x A A Qa È = 
& (Qxx+Qyy— 2022) = 3TeI—=1) (J°—342). 


Sostituendo gli operatori con i loro autovalori, per lo spostamento dei livelli 
otteniamo 


AE=a 3 17(74+1)—3M31. 


iii 
2J (241 
4. Calcolare la polarizzabilità dell'atomo d'idrogeno nello stato fonda- 


mentale. 
Soluzione. Data la simmetria sferica dello stato s, il tensore di polarizza- 


bilità si riduce allo scalare (a;y = &$;x) per il quale abbiamo, secondo la (76,5), 
= 262 SS _La0al_ 
(03 2e di E, Ei 

k 


(il momento dipolare dell'elettrone è d, = ez; Ep è l'energia del livello fonda- 
mentale). Introduciamo l’operatore ausiliario è secondo la definizione 


MERLI] 
_ Ah dt 
(m è la massa dell’elettrone). Allora zog = (im/f?) (Eo — Ex) dor ® poi 
2ime? 2ime? |, è 
a=—; DI zonbro= 7 (20)o0- (1) 
k 


Per calcolare questa grandezza, è sufficiente conoscere il risultato dell’azione di 
b sulla funzione d’onda wo (r). 
Secondo la (9,2), abbiamo 
m db im ALA A A 
po= gr do= = (Hb —bH) po. 


: Indicando la funzione Bo con è (r) po e tenendo conto che , soddisfa l’equazio- 
ne Ho = Zoo, dove AH = —h3A/2m + U (r), otteniamo per » (r) l'equazione 
differenziale 


ere =- 


3 poAdb + VOVpo = izpo. 


: Con la sostituzione di b = cos 0f (r) (dove 6 è l'angolo polare in coordinate sfe- 
‘ riche, z = r cos 0) questa equazione si riduce alla forma 


dai i 
Dr; ro gpariva/ =ir. (2) 
La sua soluzione deve soddisfare la condizione di finitezza fpo per r +0 ed 

| P+ 00, 
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Per lo stato fondamentale dell’atomo d’idrogeno si ha ww = 
= exp (—r/ag)/Vn (ag = h?/me? è il raggio di Bohr). La soluzione della (2) 


che soddisfa la condizione posta è f = —iras(as + 3) Applicando la formu- 


la (1), troviamo ora che!) 


(9 Alf 


2i 2i 9, 
n (rf cos? B)oo = 3a, (rf)oo => 48: 


5. Calcolare la polarizzabilità di un elettrone che si trova nello stato legato 
s in una buca di potenziale di raggio d’azione 2 tale che ax « 1, dove = 


= V2m | Eo |/h, | Eo| è l'energia di legame dell'elettrone. 

Soluzione. Data la condizione ax < 1, nel calcolo dell’elemento di matrice 
(2b)oo si può trascurare la regione interna della buca e usare in tutto lo spazio 
la funzione d’onda 


—_%r 


Mi CARE 
Po 2rx rr 


che si riferisce alla regione esterna della buca (la normalizzazione di questa 
funzione tiene anche conto della condizione xa <« 4; più dettagliatamente vedi 
$ 133). L'equazione (2) del problema precedente assume la forma 


—— xf '————=ir 
2 Î r? 


e la sua soluzione, che soddisfa le condizioni al contorno è f = —ir?/2x. Il 
calcolo secondo la formula (1) porta al risultato: 


me? 


“= 7a 


$ 77. L’atomo d'idrogeno in un campo elettrico 


A differenza dei livelli degli altri atomi, i livelli dell'atomo 
d’idrogeno subiscono in un campo elettrico omogeneo una separa- 
zione proporzionale alla prima potenza del campo (effetto Stark 
lineare). Questo è dovuto alla presenza di una degenerazione acci- 
dentale nei termini dell'idrogeno per la quale gli stati con diversi 
valori di / (per un dato numero quantico principale n) posseggono 
energie uguali. Gli elementi di matrice del momento di dipolo per 
le transizioni fra questi stati non sono nulli, e l'equazione secolare 
dà perciò, già in prima approssimazione, uno spostamento dei livelli 


diverso da zero?). 


ì 1) Nel paragrafo seguente questo risultato sarà ottenuto con un altro proce- 
imento. 

2) Nei calcoli seguenti non prendiamo in considerazione la struttura fine 
dei livelli dell'idrogeno. Quindi, anche se il campo deve essere non forte (con- 
dizione di applicabilità della teoria delle perturbazioni), al tempo stesso deve 
essere tale di la separazione Stark sia grande rispetto alla struttura fine. Per 
il caso contrario vedi problema nel vol. IV, $ 52. 


- sa: 


= biagi iii mat: vii 
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Per eseguire i calcoli, è opportuno scegliere le funzioni d’onda 
imperturbate in maniera tale che la matrice di perturbazione sia 
diagonale rispetto ad ogni gruppo di stati mutuamente degeneri. 
Ciò si ottiene quantizzando l’atomo d’idrogeno in coordinate para- 
boliche. Le funzioni d'onda Wn,nm degli stati stazionari dell'atomo 
d’idrogeno in coordinate paraboliche sono date dalle formule 
(37,15), (37,16). 

L’operatore di perturbazione (essendo € l'energia dell'elettrone 
nel campo) è € 2 = € (È — n)/2 (il campo è diretto nel senso positivo 
dell'asse z, e la forza agente sull’elettrone nel senso negativo)!). 
A noi interessano gli elementi di matrice per le transizioni n,ngm + 
-+ n sam in cui l’energia (cioè il numero quantico principale n) 
non varia. È facile vedere che tra questi elementi di matrice sona 
diversi da zero soltanto gli elementi diagonali 


2 


| (E — N2) | Wrinam | do dé dn = 
0 


al 


{ itumam P&2dV=-£ 


=È (fim (04) from (03) (P?— PI) desde» = (77,1) 


sj 
0 
Li 
(abbiamo fatto la sostituzione È = np,, n = ng»). Per quanto riguar- 
da il numero m, è evidente che rispetto ad esso la matrice considerata 
è diagonale; per i numeri r,, n,, questa proprietà della matrice segue 
dalla mutua ortogonalità delle funzioni fnjm aventi n, diversi e con 
gli stessi n (vedi più avanti). Le integrazioni in dp, e in dp, nella 
(77,1) si separano; gli integrali ottenuti sono calcolati nel $ f del- 


l’ Appendice matematica (integrale (f, 6)). Dopo un semplice calcolo 
per la correzione di primo ordine ai livelli energetici otteniamo?) 


EW=$ &n (nno) (77,2) 


ossia, nelle unità usuali, 


EW=-tn (mu —-no)|e|€ 


Di ° 


CR 


I due componenti estremi del livello separato corrispondono a nr, = 
= n —4, nyg=0 e ny=0, n, =n — 1. La distanza fra questi 


livelli estremi è, secondo la (77,2), 
3En(n—1), 


1) In questo paragrafo usiamo unità atomiche. 
2) Questo risultato è stato ottenuto da X. Schwarzschild e da P. Epstein 


(4916) sulla base della vecchia teoria dei quanti, e da W. Pauli e E. Schròdinger 
ell’ambito della meccanica quantistica (1926). 


346 CAPITOLO X 


cioè la separazione totale del livello nell’effetto Stark è all'incirca 
proporzionale a n?. L'aumento della separazione con il numero 
quantico principale è naturale: più lontano si trovano gli elettroni 
dal nucleo, più grande è il momento dipolare dell’atomo. 

La presenza di un effetto lineare significa che nello stato imper- 
turbato l'atomo ha un momento dipolare di valore medio 


di = -—inn—no. (77, 3) 


Questo è in accordo con il fatto che in uno stato determinato dai 
numeri quantici parabolici la distribuzione delle cariche nell’atomo 
non è simmetrica rispetto al piano z = 0 (vedi $ 37). Così, per n, > Na, 
l'elettrone si trova prevalentemente nella parte delle 2 positive, 
e quindi il momento dipolare dell’atomo è opposto al campo esterno 
(la carica dell'elettrone è negativa !). 

È stato notato nel paragrafo precedente che la rimozione della 
degenerazione con un campo elettrico omogeneo non può essere com- 
pleta: resta in ogni caso una degenerazione di ordine 2 degli stati 
che differiscono per il segno della proiezione del momento sulla dire- 
zione del campo (nel presente caso, si tratta degli stati con proiezioni 
del momento uguali a +m). Tuttavia, dalla formula (77,2) si vede 
che non si arriva nemmeno a tale grado di rimozione della degenera- 
zione: nell’effetto Stark lineare dell’idrogeno lo spostamento dei 
livelli (per n ed n, — n, dati) non dipende da m ed ny. Un'ulteriore 
rimozione della degenerazione avviene nell’effetto del secondo 
ordine; il calcolo di questo effetto presenta un certo interesse poiché 
negli stati n, = n, l'effetto Stark lineare è totalmente assente. 

Per il calcolo dell’effetto quadratico è scomodo servirsi della 
teoria delle perturbazioni ordinarie, perché si dovrebbe allora avere 
a che fare con somme infinite di forma complicata. Usiamo invece 
il metodo seguente un po’ modificato. 

L'equazione di Schròdinger per l’atomo d’idrogeno in un campo 
‘elettrico omogeneo ha la forma 


(FA+E++- 82) y=0. 


Come l’equazione con € = 0, essa ammette la separazione delle 
variabili in coordinate paraboliche. La stessa sostituzione (37,7) 
conduce alle due equazioni 


E (0 F)+ +(4- e-_1) fi= —Bifo Pi tPa=1, (77,4) 
+ (n9)+(£n-+4) fa= — Bafe» 


che differiscono dalle (37,8) per la presenza dei termini con é&. 
In queste equazioni considereremo l’energia E come parametro 


L’ATOMO 347 


avente un valore determinato dato, e le grandezze f,, f, come autc- 
valori degli operatori corrispondenti (è facile convincersi che questi 
operatori sono autoaggiunti). Nella soluzione delle equazioni queste 
grandezze vengono determinate come funzioni di £ e &, dopo di che 
la condizione $, + f, = 1 determina l’energia come funzione del 
campo esterno. 

Nella soluzione approssimata delle equazioni (77,4) noi consi- 
deriamo i termini contenenti il campo é come una debole pertur- 
bazione. In approssimazione zero (6 = 0), le equazioni ammettono 
le soluzioni già note 


fi = Ve fnymi(É£), Vi Ve Îngm (NE), (77,9) 
dove le funzioni fn,m sono le stesse che nella (37,16) e in luogo del- 
l'energia è introdotto il parametro 


e=) —2E. (77,6) 


I valori corrispondenti delle grandezze B,. 8, (conformemente alle 
uguaglianze (37,12) in cui occorre sostituire n con 1/e) saranno 


pe = (e 412001) e, pe= (mo 41) e. (77,7) 


Le funzioni f, con diversi valori di n,, per un dato e sono mutuamente 
ortogonali in quanto autofunzioni di un operatore autoaggiunto 
(abbiamo usato questo fatto già nell’effetto lineare); nella (77,5) 
esse sono normalizzate dalle condizioni 

(nat, {fian=1. 

0 0 

Le correzioni del primo ordine per fi, e f, sono determinate dagli 

elementi di matrice diagonali della perturbazione 


“( ( 
po=£ (ene, pr=--$ (nfian 
0 0 


Î1 calcolo dà 
pe=4- (671 + 6, |m|4-m2+ 6r,4+-3|m|+2). 


L'espressione per fì?’ si trova sostituendo n, con n, ed invertendo 


il segno. 
In seconda approssimazione abbiamo, conformemente alle for- 


thule generali della teoria delle perturbazioni 
d- 

pe — g2 s (5°) nyn [? 

1 16 - Bi0° (n) — BIO (m1) 
nni 


Mr. 
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Gli integrali che entrano negli elementi di matrice (E°), ni SONO 
calcolati nel $ f dell’Appendice matematica. Sono diversi” da zero 
solo gli elementi 


2 —_———+————+—+—++—+—+—+ +_ — 
En, m-1= (E)n-1,m= "# (21 +|m|)V ri (m+|m]), 
Eni m-2= Eco = Van] MII. 
Le differenze ai denominatori sono uguali a > 


Bi (2) PL = enn. ) 


Il calcolo dà 
2 
= E (rm + 21+ 4) [4m? +47 (21m |m + 
+ 2n2+|m|+2n,) +18] 


(l’espressione per Bî° si trova sostituendo r, con n,). Raggruppando 
le espressioni ottenute e sostituendole nella relazione B, + fi, = 1, 
i l'equazione 


3 n 
en — do [17n2 +51 (ni — no)? — Im? + 19)+=€+- (m_no)=1. 
Risolvendola con approssimazioni successive, in seconda approssi- 
2 
mazione per l’energia E = — 5 otteniamo l’espressione 
3 
La TR 


2n 


= né [17n2 —3 (n, — n)? — Im? +19]. (77,8) 


Il secondo termine rappresenta il già noto effetto Stark, il terzo 
‘è l’effetto quadratico cercato (G. Wentzel, I. Waller, P. Epstein 
1926). Osserviamo che questa grandezza è sempre negativa, cioè 
nell’effetto quadratico i termini si spostano sempre verso il basso. 
Il valore medio del momento dipolare si ottiene per derivazione 
della (77,8) rispetto al campo; negli stati con n, = n, esso è uguale a 


d,= 32 (A7n°— Im? +19) €. (77,9) 


Cosi, la polarizzabilità dell'atomo d’idrogeno nello stato normale 
(n = 1, m=0) è uguale a 9/2 (vedi anche il problema 4, $ 76). 

Il valore assoluto dell’energia dei termini dell’idrogeno decresce 
rapidamente al crescere del numero quantico principale n, mentre la 
separazione Stark cresce. Presenta quindi un certo interesse consi- 
derare l’effetto Stark dei livelli fortemente eccitati in campi talmente 
intensi che la separazione ad essi dovuta è comparabile in modulo 
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con l'energia del livello stesso e, di conseguenza, la teoria delle 
perturbazioni è inapplicabile!). Questo si può fare utilizzando la 
quasi-classicità degli stati con valori di n molto grandi. 

Con la sostituzione 


li, fig =-e- (77,10 
fi VE fe Va ) 
le equazioni (77,4) si riducono alla forma 
d°Y{ E Bi mè 1 É = 
tati 78)e0 


(77,41) 
d*y E Bo m?— 1 é 


Ciascuna di queste equazioni ha la forma di un'equazione di Schré- 
dinger unidimensionale, dove £/4 ha il ruolo di energia totale delle 


Fig. 25 Fig. 26 


‘particelle, mentre quella di energia potenziale è svolto dalle fun- 
iioni 


Ed, 


LA 8. mi-41 4 (77,12) 
Ì U,(n) = i 8n? i “Be 


È 


Nelle figure 25 e 26 è rappresentata la forma approssimata di 
‘queste funzioni (per m > 1). Conformemente alla regola di quantiz- 
i. 


'. 3 L'applicabilità della teoria delle perturbazioni ai livelli elevati richiede 

e la perturbazione sia debole soltanto rispetto all’energia del livello stesso 
ll’energia di legame dell’elettrone) e non rispetto agli intervalli fra i livelli. 
fatti, nel caso quasi-classico (che rappresenta appunto gli stati fortemente 
xitati) una perturbazione si può ritenere debole se la forza che essa esercita è 
eccola rispetto alle forze agenti sulla particella in un sistema imperturbato; 
esta condizione è equivalente a quella enunciata sopra. 
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zazione di Bohr-Sommerfeld (48,2), scriviamo 


È 


NZ ($- U, ©) ] de = (21+5) It, 


di (77,13) 
\ V? [7_-U: (1) | dn = (2:+3) It 
ni = 


(r.1) 72, sono numeri interi)!). Queste equazioni determinano implici- 
tamente la dipendenza dei parametri f;f, da E. Insieme con l’ugua- 
glianza f, + f,= 1, esse determinano quindi le energie dei livelli 
spostati dal campo elettrico. Gli integrali nelle equazioni (77,13) 
si possono ridurre ad integrali ellittici; la soluzione di queste equa- 
zioni è possibile soltanto in forma numerica. 

L'effetto Stark in campi intensi è complicato da un altro feno- 
meno ancora ossia dalla ionizzazione dell'atomo da parte del campo 
elettrico (C. Lanczos, 1931). L’energia potenziale dell’elettrone in 
un campo esterno €, assume per z + — co valori negativi grandi 
a piacere. Sovrapponendosi all’energia potenziale dell’elettrone 
all’interno dell'atomo essa fa sì che l’elettrone (la cui energia totale £ 
è negativa) può muoversi, oltre che nella regione interna dell’atomo, 
anche nella regione a grandi distanze dal nucleo nella direzione 
dell’anodo. Queste due regioni sono separate da una barriera di 
potenziale la cui larghezza diminuisce al crescere del campo. Nella 
meccanica quantistica esiste però sempre una certa probabilità 
diversa da zero che la particella attraversi la barriera di potenziale. 
Nel nostro caso, la fuga dell’elettrone dalla regione interna del- 
l'atomo attraverso la barriera non rappresenta altro che la ionizza- 
zione dell'atomo. Nei campi deboli la probabilità di tale ionizzazione 
è estremamente piccola. Essa, però, cresce esponenzialmente con 
il campo e diventa considerevole in campi sufficientemente intensi?), 


1) Uno studio più particolareggiato mostra che un risultato più preciso si 
ottiene se nelle espressioni per U,, Us si scrive m? in luogo di m? — 41. I numeri 
interi n,, ny coincidono allora con i numeri quantici parabolici. 

2) Il fenomeno descritto può servire da illustrazione al fatto come una per- 
turbazione debole sia capace di cambiare il carattere dello spettro energetico. 
È già sufficiente un campo debole € per creare una barriera di potenziale e 
rendere, in linea di principio, accessibile all’elettrone la regione lontana dal 
nucleo. Come risultato, il moto dell’elettrone diventa, rigorosamente parlando, 
infinito e, di conseguenza, lo spettro energetico si trasforma da discreto in con- 
tinuo. Ciononostante, la soluzione formale, che si trova con il metodo della 
teoria delle perturbazioni, ha un significato fisico: essa determina i livelli ener- 
getici degli stati che, pur non essendo perfettamente stazionari, sono « quasi- 
stazionari ». Un atomo che si trova in tale stato in un certo istante iniziale viì 


persisterà per un lungo periodo dì tempo. 
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PROBLEMI 


4. Determinare la probabilità (nell’unità di tempo) di ionizzazione dell’a- 
tomo d’idrogeno (nello stato fondamentale in un campo elettrico che soddisfa 
la condizione € <& 1 (€ < m? | e | 5/h4 nelle unità usuali). 

Soluzione!). In coordinate paraboliche, si ha una barriera di potenziale 
« lungo la coordinata n» (fig. 26); all'estrazione dell’elettrone dall’atomo nella 
. direzione verso z + —co corrisponde il suo passaggio nella regione di grandi n. 
: Per determinare la probabilità di ionizzazione, occorre studiare la forma della 
funzione d'onda per grandi n (e per piccoli È vedremo più avanti che nell’inte- 
grale che determina la corrente totale di probabilità dell’elettrone uscente sono 
ìîmportanti appunto i piccoli È). La funzione d’onda dell’elettrone nello stato 
normale (in assenza di campo) è 


4 — zo 
me ? , (1) 
“ Va 
In presenza di campo, possiamo ritenere che la dipendenza di y da È nella regio- 
ne che ci interessa sia la stessa che nella (1), e per determinare la dipendenza da 
n si ba l'equazione 


. TEST are 8 13 VAI 


O 02 1 1 4 €) \L_ 5 
at Ttatanta)*=0 ui 
: dove x= Vv (è la seconda delle equazioni (77,11) in cui è posto E = —1/2, 


: m = 0, Bg = 1/2). Sia no uncerto valore di n (situato all’interno della barriera} 
tale che 1 « no « 1/&. Pern< no la funzione d'onda è quasi-classica. Poiché, 
d’altra parte, l'equazione (2) ba la forma di un’equazione di Schrédinger unidi- 
: mensionale, si può allora ricorrere alle formule (50,2). Richiedendo, come con- 
‘ dizione al contorno, che per n = no w coincida con la funzione d’onda (4), nella 
‘regione fuori della barriera otteniamo l’espressione 


n 
1/2 i 
L= (POLLeL) con (-L$904e] pen) 
n 
: dove i 
e 1 4 4 En 
P m=V +++. 


°. In seguito a noi interesserà solo | y |?. La parte immaginaria dell’esponente non è 
è quindi essenziale. Indicando con n; la radice dell’equazione p (n) = 0, abbiamo 


ni 
i x p=M0L20L xp (6-2 Î | plan—no) ì (3) 
no 


Nel fattore che precede l’esponenziale poniamo per n d 1 
l 


1 1 
[Pol PRATI Ven_-1; 


‘.. ‘Contemporaneamente l’intera serie perturbativa per la separazione Stark 
‘ dei livelli non può essere convergente nel senso stretto del termine, ma è soltan- 
“$o una serie asintotica: a partire da un determinato punto della serie (tanto più 
‘lontano quanto più debole è la perturbazione), i termini successivi non decresco- 
‘no, ma crescono. 

p 1) In questo problema usiamo unità atomiche. 

F 
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nell’esponenziale occorre conservare anche il termine successivo dello sviluppo 
della funzione p (n): 


ni ni 
> DI? N d 
Ix=>_— exp —5- | Vi=tian+|L_--1 
( d nVi-%n ) 


n VEn-1 n 


dove n = 4/#. Integrando e trascurando ovunque è possibile m, @ rispetto a 1, 
otteniamo ° 


coi i e? 
\xl ne Veni 0x9 ( È F)- è 


La corrente di probabilità totale attraverso il piano perpendicolare all'asse 
z, cioè la probabilità di ionizzazione w cercata, è 


w= | | p]? vz2rp dp 


o g 


(p è il raggio cilindrico nel dato piano). Per grandi n e piccoli È si può porre 


onda Viiiy ta 


‘Sostituendo anche per la velocità dell'elettrone 


svi TB)va 


‘otteniamo 
w= | lxPa VENT A, 
0 


da cui, finalmènte 
4 2 
w= e (--37 (5) 


ossia, nelle unità usuali 
__Am3|elo 2m2 | e |8 
= kn (— Ign ). 


2. Determinare la probabilità che un campo elettrico strappi l’elettrone 
da una buca di potenziale di forze a corto raggio d'azione in cui l’elettrone si 
trova nello stato legato s. Il campo elettrico è supposto debole nel senso che 
lel& « h?x3/m, dove x = V2m| EA, |E]|è l'energia di legame dell’elet- 
trone nella buca, m la sua massa (J. N. Demkov, G. F. Drukariov, 1964). 

Soluzione. Come nel problema 1, nel caso di un campo elettrico debole sono 
essenziali le grandi distanze dal centro (xr > 1). A queste distanze la funzione 
d’onda dello stato legato dell’elettrone nella buca (senza il campo £) ha la 


forma asintotica 
AVa ur 
r A 3 


w= 


- re rase. -0 -: 
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dove A è una costante adimensionale dipendente dalla forma concreta della 
aa In coordinate paraboliche abbiamo r = (È + n)/2, e nella regione 
n d È la funzione d'onda prende la forma 


eu 2A Vx de 
iva 2 ep -6+m]. 1(6) 


In seguito, sempre in questo problema, le masse, le lunghezze e i tempi saranno 
misurati, rispettivamente, nelle unità, m, 1/x e m/fix?. 

La funzione (6) si separa nel prodotto di funzioni di È e n. In presenza di 
un campo elettrico, la dipendenza di w da È si può ritenere (come nel problema 1) 
la stessa che nella (6). Per determinare invece la sua dipendenza da n, ricorriamo 
all’equazione di Schròdinger in coordinate paraboliche. Allora (a differenza del 
caso di un campo coulombiano), poiché il campo della buca decresce rapida- 
mente, alle grandi distanze, essenziali per il problema, questo campo sì può 
trascurare completamente. La separazione delle variabili nell'equazione di 
Schròdinger riconduce allora alle equazioni (77,11) in cui bisogna, porre £ = 
= —1/2. m= 0, ei parametri della separazione soddisfano ora la condizione 


Pi +P2=0. 


II parametro B, va posto uguale a 1/2 (in modo che la dipendenza e e 6/2 
soddisfi la prima delle equazioni (77,11), in modo approssimato per piccoli È); 
allora 8, = —4/2 e per la determinazione della dipendenza di wp da n si ha 
l'equazione 


9%y AAA 6 0, _ 
+7#-#tapt41)2=0 n= Va 


Risolvendola"come l'equazione (2), al posto della (3) otteniamo ora 


442] po? ni 
Ixe= = Le0L' espi( 1-2 (tiplen_no). 


n 
‘ dove ° 
1 1. 1 En 
PIM=V 77m tanti 


Al posto della (4) si ottiene 
A?€ 2 
“p(-t-37). 


\xp=——- 
VENA 


: ed infine, invece della (5) si ha 


iis 9 
w=nA3€ exp ( —3E 
ossia, nelle unità usuali 
ic je] 6A? deli 2fidx3 ) 
—___ Ax P ( 3m|\e|6}" 
3. Stimare con precisione esponenziale la probabilità di estrazione di un 
elettrone da una buca di potenziale sotto l’azione di un campo elettrico variabile 


. 2) Cosî, se il raggio a della buca è talmente piccolo che ax < 4 si ba A = 
Da (202, vedi più dettagliatamente nel $ 133. 
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omogeneo & = $,-cos wt; si suppone che la frequenza e l'ampiezza del campo 
soddisfino le condizioni 


ho<|E]| lel60< h?x8/m, 


dove x = V2m | E |/h, { E | è l'energia di legame dell'elettrone nella buca 
(L. V. Keldysh, 1964)}). 

Soluzione. Alle condizioni poste, la probabilità di estrazione dell'elettrone 
è esponenzialmente piccola. Per calcolare solo l’esponenziale (senza il fattore 
che precede l’esponenziale), è sufficiente considerare il moto come unidimensio- 
nale nella direzione del campo, lungo l’asse 2. 

È opportuno qui descrivere il campo elettrico non con il potenziale scalare 
ma con quello vettoriale: 4, = A = —(c€o/0 sen @t). Allora l’hamiltohiano 
dell'elettrone nella regione fuori della buca prende la forma 


__ 4 . To) lel o 2 
A=-— | — ih —_ +-°0 sen wr) 


(vedi più avanti la (111,3)) e non contiene le coordinate z. Introducendo le 
variabili adimensionali e i parametri adimensionali 


Rin De _ 2mo _ hw DI je|méo 
Varo Prg L, Li Era 2A, “= Ga ET D) ba h2x3 , 


scriviamo l'equazione di Schròdinger nella forma 
i 0Y ‘i, iF 2 
tastlata smo) 
La condizione al contorno imposta a questa equazione richiede che per n + 0 
la sua soluzione Y (n, t) coincida nella buca con il campo imperturbato della 
): 


funzione d’onda dell'elettrone (con energia E = — | 
W + e! per n+0. (7) 


Poiché il problema è quasi-classico, cerchiamo una soluzione (con precisione 
esponenziale) nella forma Y = exp iS, dove S (n, 1) è l’azione classica. Poiché 
l'hamiltoniano non dipende dalla coordinata n, l’impulso generalizzato py = p 
lungo la traiettoria classica si conserva, cosicché 


T 
2 
s=- | H (p, v)dv'+np+A4, H(p,v=4 (p+3-sen or) , (8) 
To 


dove A, to sono costanti. Essendo l’azione, per ipotesi, funzione delle coordinate 
(vedi vol. I, Meccanica, $ 43), per p va inteso quel valore per cui la traiettoria 
si riduce all'istante t al punto dato n, cioè occorre considerare p come funzione 
di n e t, determinata dall’equazione del moto dS/9p = costante, ossia 


T 
_( dHp, 1) ,, 
n= { — dp di (9) 
To 


(la costante è scelta in modo tale che n = 0 per t = ty). Le formule (8), (9) danno 
un'azione dipendente da due costanti: to e A. Per trovare la soluzione che sod- 

1) Si può trattare, per esempio, della ionizzazione di uno ione negativo 
mediante una forte onda luminosa; la buca di potenziale è creata allora dall'in- 
terazione dell’elettrone con il resto atomico neutro. La condizione f@ |E] 
permette di considerare classicamente il campo dell’onda elettromagnetica. 
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disfi la condizione (1), occorre (cosi come per trovare l’integrale generale del- 
l'equazione di Hamilton-Jacobi; vedi vol. I, Meccanica, $ 47, nota alla pag. 215) 
considerare A come funzione di to e To come funzione della coordinata e del 
tempo data dalla condizione 


0S 
to 
È evidente che occorre porre A (to) = To; allora per n = O si avrà per 1= To 


anche S = o, cioè S = tin accordo con la condizione (7). L’uguaglianza (10) 
si riscrive ora come segue 


=0. (10) 


Le equazioni (9) e (11) determinano le funzioni to (n, T) e p (n, 1) e, quindi 
(dopo la sostituzione nella (8)), anche la funzione d’onda Y (n, 1). 

La probabilità w cercata è proporzionale alla densità di corrente lungo l’asse 
z. Nella regione classicamente accessibile questa densità è v, | Y |?. L'origine 
di questa regione è data dal punto in cui Im S cessa di crescere. In questo punto 
(0 Im S/an)x = 0, e poiché dS/@mM = p si ha Imp= 0; dalle (9) e (11) segue 
allora che qui si ha anche Re p = 0. Da questa condizione si deduce il valore 
di ©: ponendo nella (11) p = 0, si ottiene 


2 
sent Aro=—1, 
da cui 
e Q V2m|E] 
Qt0= i Arsh y, S°2F7TTel6 © 


(il fatto che l’« istante » to è immaginario puro esprime la irrealizzabilità clas» 
sica del processo). Si ha infine 


To 
we exp { -21m[ | 
© 


dove come 1 si può prendere qualsiasi valore reale (da cui non dipende la parte 
‘immaginaria dell’integrale). Calcolando l'integrale, otteniamo 


1 i 2 
weep { -SLEL im}, 1m=(1+47 Varhy- LEE. da 


17 sen? QI” dv+% | } A 


{Le espressioni al limite della funzione f (y) sono: 


4 
im per 7<1, fim=ln29- per 734 


L 
L'espressione al limite di w per y + 0 corrisponde alla Pagine di estrazione 
dell'elettrone dalla buca di potenziale sotto l’azione di un campo costante. 


La formula (12) è applicabile se l'esponente è grande. In ogni caso si deve 
tomunque avere ;0 < | £ |. 
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MOLECOLE BIATOMICHE 


$ 78. Termini elettronici di una molecola biatomica 


. Nella teoria delle molecole ha un ruolo fondamentale il fatto 
che le masse dei nuclei degli atomi sono molto grandi rispetto alla 
massa degli elettroni. A causa di questa differenza fra le masse, le 
velocità del moto dei nuclei nella molecola sono piccole rispetto 
alle velocità degli elettroni. Questo permette di studiare il moto 
degli elettroni considerando i nuclei immobili a distanze date l’uno 
dall'altro. Determinando i livelli energetici UV, di tale sistema, 
troviamo i cosiddetti termini elettronici della molecola. Diversamente 
dagli atomi, dove i livelli energetici sono numeri determinati, qui 
i termini elettronici non sono numeri, ma funzioni di parametri, 
le distanze fra i nuclei nella molecola. Nell’energia U, è inclusa 
anche l’energia elettrostatica della interazione mutua dei nuclei, 
cosicché UV, rappresenta di fatto l'energia totale della molecola per 
una data configurazione dei nuclei fissi. 

Cominciamo il nostro studio dalle molecole di tipo più semplice, 
le molecole biatomiche, che si prestano allo studio teorico più 
completo. I termini elettronici delle molecole biatomiche sono 
funzioni di un solo parametro, la distanza r fra i nuclei. 

Uno dei principi fondamentali della classificazione dei termini 
atomici era la classificazione secondo i valori del momento angolare 
orbitale totale L. Ma nelle molecole, la legge di conservazione del 
momento angolare orbitale totale degli elettroni non vale, poiché 
il campo elettrico di più nuclei non gode di simmetria centrale. 

Nelle molecole biatomiche, però, il campo gode di simmetria 
assiale rispetto all'asse passante per entrambi i nuclei. In questo 
caso si conserva la proiezione del momento angolare orbitale su 
questo asse, e noi possiamo classificare i termini elettronici delle 
molecole secondo i valori di questa proiezione. Si è soliti indicare 
con la lettera A il valore assoluto della proiezione del momento 
angolare orbitale sull'asse della molecola; questa proiezione prende 
i valori 0, 1,2, ...Iterminicon Adiversi si indicano con le maiu- 
scole greche corrispondenti ai simboli latini dei termini atomicì con 
diversi L. Per esempio, per A = 0, 41, 2, si parla rispettivamente 
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di termini X, II, A; non si’ prendono di solito in considerazione A 
più grandi. 

Ogni stato elettronico della molecola inoltre è caratterizzato 
dallo spin totale S di tutti gli elettroni della molecola. Per .S diverso 
da zero si ha una degenerazione di ordine (28 + 1) rispetto alle 
direzioni dello spin totale’). Il numero 28 + 1 si chiama, come 
negli atomi, molteplicità del termine e si scrive come indice al simbolo 
del termine; cosi, 3II significa un termine con A = 1, S= 1. 

Oltre alle rotazioni di un angolo arbitrario intorno all’asse, la 
simmetria della molecola ammette ancora la riflessione rispetto 
a qualsiasi piano passante per questo asse. Eseguendo una tale 
riflessione l'energia della molecola resta immutata. Tuttavia, lo 
stato risultante non sarà del tutto identico a quello iniziale. E preci- 
samente, nella riflessione rispetto ad un piano passante per l’asse 
della molecola, il segno del momento angolare (vettore assiale!) 
rispetto a questo asse cambia. Siamo arrivati cosi al risultato che 
tutti i termini elettronici con A non nullo sono doppiamente degeneri: 
a ogni valore dell’energia corrispondono due stati che differiscono 
per la direzione della proiezione del momento orbitale sull'asse 
della molecola. Per quanto concerne il caso A = 0, qui lo stato 
della molecola non cambia nella riflessione, cosicché i termini Y 
non sono degeneri. La funzione d'onda del termine Y può venir 
moltiplicata soltanto per una costante in una riflessione. Poiché 
una doppia riflessione rispetto ad uno stesso piano si riduce alla 
trasformazione identica, questa costante è uguale a +1. In tal modo, 
occorre distinguere i termini X la cui funzione d'onda non cambia 
per niente in una riflessione, e i termini la cui funzione d'onda 
cambia di segno. I primi si indicano con 2 *, e i secondi con X-. 

Se una molecola è composta da due atomi identici, compare una 
nuova simmetria, e con essa, una caratteristica supplementare dei 
termini elettronici. Precisamente, una molecola con due nuclei 
identici possiede ancora un centro di simmetria nel punto che divide 
a metà il segmento che congiunge i nuclei (prendiamo questo punto 
per origine delle coordinate)?). Quindi l’hamiltoniano è invariante 
rispetto al cambiamento contemporaneo del segno delle coordinate 
di tutti gli elettroni nella molecola (restando immutate le coordinate 
dei nuclei). Poiché l’operatore di questa trasformazione*) commuta 
anche con l’operatore del momento angolare orbitale, abbiamo la 


1) Prescindiamo qui dalla struttura fine dovuta all’interazione relativisti- 
ca (vedi più avanti $$ 83, 84). 

2) Essa possiede ancora un piano di simmetria che è perpendicolare all'asse 
della molecola e la divide in due. Ma non c’è bisogno di considerare a parte 
questo elemento di simmetria, perché la presenza di un tale piano è una conse- 
guenza della presenza del centro e dell'asse di simmetria. 

Da non confondere con la trasformazione di inversione delle coordinate 
di tutte le particelle del sistema (cfr. $ 86)! 
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possibilità di classificare i termini con determinati valori di A anche 
secondo la loro parità: la funzione d’onda degli stati peri (g) non 
cambia quando le coordinate degli elettroni cambiano di segno, 
e degli stati dispari (u) cambia di segno. Gli indici u, g indicano la 
parità e si scrivono in basso a destra del simbolo del termine: II,, 
II,, ecc. 

Come è noto empiricamente, la maggior parte delle molecole 
biatomiche chimicamente stabili nello stato elettronico fondamentale 
gode di simmetria totale: la funzione d’onda elettronica è invariante 
rispetto a tutte le trasformazioni di simmetria della molecola. Nella 
maggioranza dei casi, nello stato fondamentale è nullo anche lo spin 
totale S. In altre parole, il termine fondamentale della molecola 
è 12*, e 12} se la molecola è composta di atomi identici. Fanno 
eccezione a queste regole, come è noto, le molecole O, (termine 
fondamentale *27) e NO (termine fondamentale ?Il). 


PROBLEMA 


Separare le variabili nell'equazione di Schròdinger per i termini elettronici 
dello ione H} in coordinate ellittiche. 

Soluzione. L'equazione di Schrédinger per un elettrone in un campo di due 
protoni immobili è: 


1 
lo 


Ap+2(E+4+—)v=0 


(usiamo unità atomiche). Le coordinate ellittiche È, n sono determinate come 
segue 


t; r _— 


mentre la terza coordinata @ è l’angolo di rotazione intorno all’asse passante 
per i due nuclei posti alla distanza A l'uno dall'altro (vedi vol. I, Meccanica, 
$ 48). L'operatore di Laplace in queste coordinate è 


4 i, dò d ò 
h= ae E NET (1_n?) xt 
1 o? 
tRE=iA=n de 
Ponendo l 
p= X (E) Y (Mm) e'49, 
otteniamo per X e Y le seguenti equazioni: 


| @-1F]+(7 e+2084+4- 1) 4-0 


d dY ER? A? 

—_.I(1-n2 = diete sa 

ta |M + (77) 10 

dove A è il parametro di separazione. Ogni termine elettronico E (R) è caratte- 
rizzato da tre numeri quantici: da A e da due « numeri quantici ellittici » ng, nn 
che determinano il numero di zeri delle funzioni X (É) e X (n). 
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$ 79. Intersezione dei termini electtronici 


I termini elettronici di una molecola biatomica come funzione 
della distanza r fra i nuclei si possono rappresentare graficamente 
tracciando l’energia in funzione di r. Un interesse notevole presenta 
la questione della intersezione delle curve rappresentanti i diversi 
termini. 

Siano U, (r), U, (r) due diversi termini elettronici. Se essi si 

intersecano in un certo punto, nell’intorno di questo punto le fun- 
zioni U, e U, avranno valori vicini. Per risolvere la questione della 
possibilità di tale intersezione, è opportuno porre il problema come 
segue. 
Consideriamo un punto r, in cui le funzioni U, (r), UV, (r) hanno 
valori molto vicini, ma non coincidenti (indichiamoli con £, e £,), 
e vediamo se è possibile uguagliare UV, e U, spostando il punto di 
una piccola entità 6r. Le energie £, e £, sono gli autovalori dell’ha- 
miltoniano É o del sistema di elettroni nel campo dei nuclei posti 
a distanza r, l’uno dall’altro. Se si dà alla distanza r l'incremento ér, 
l'’hamiltoniano diventa 7, + V, dove V = 6 è una piccola 
correzione; i valori delle funzioni U,, U, nel punto roy + èr si possono 
considerare come autovalori del nuovo hamiltoniano. Un tale metodo 
permette di determinare i valori dei termini UV, (r), U, (r) nel punto 
ro + 8r applicando la teoria delle perturbazioni, considerando Y 
come perturbazione dell'operatore Ho. 

Il metodo ordinario della teoria delle perturbazioni è, però, 
inapplicabile in questo caso poiché gli autovalori dell’energia £,, £, 
del problema imperturbato sono molto vicini e la loro differenza, in 
generale, non è grande rispetto alla perturbazione (la condizione 
(38,9) non è osservata). Poiché nel limite £, — E, = 0 arriviamo 
al caso di autovalori degeneri, è naturale allora applicare al caso 
degli autovalori vicini un metodo analogo a quello sviluppato nel $ 39. 

Siano w,, w, le autofunzioni dell'operatore imperturbato Ho, 
corrispondenti alle energie £,, £,. Come approssimazione d'ordine 
zero di partenza prendiamo in luogo di w,, p,, delle combinazioni 
lineari della forma 


p= cip + corpo. (79,1) 
Sostituendo questa espressione nell’equazione perturbata 
(H,+V)w=E%, (79,2) 


otteniamo 


c1(E1+V—E) w+c2(E,+V—E) ya=0. 
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Moltiplicando questa equazione a sinistra successivamente per w# 
e poi per wj e integrando, otteniamo due equazioni algebriche 


Ci (E, +Vu — E) + caVis= 0, 
CVa1 +02 (En+ Von 5) = 0. 


Per l’hermiticità dell'operatore V, gli elementi di matrice Via e Vor 
sono reali e V,, = V$. La condizione di compatibilità di queste 


equazioni si scrive: 
| E+Vi,— E Vis _0 & 
Vai E, i» Vor un E i 


(79,3) 


da cui 


E => (E, +E2+Va+ Va) + 
/4. (E-E2+Vu—Vaa)+|Visl. (79,4) 


Questa è la formula che determina gli autovalori dell'energia cercati 
nell’approssimazione dell'ordine uno. 

Se i valori dell'energia di entrambi i termini nel punto ry + $r 
diventano uguali (i termini si intersecano), questo significa che i due 
valori di £ dati dalla formula (79,4) coincidono. A tale scopo è neces- 
sario che l’espressione sotto radice nella (79,4) si annulli. Poiché 
essa è la somma di due quadrati, abbiamo come condizione di esisten- 
za del punto d’intersezione dei termini le equazioni 


E-E,+Via—Va=0, Vi=0. (79,9) 


Ora noi disponiamo solo di un parametro arbitrario che deter- 


mina la perturbazione V: la grandezza ér dello spostamento. 
Perciò le due equazioni (79,5) (supponiamo le funzioni w,, w, scelte 
reali; anche V,, è allora reale) non possono, in generale, essere sod- 
disfatte contemporaneamente. 

Ma è possibile che l'elemento di matrice V,, si annulli identica- 
mente; allora resta una sola delle equazioni (79,5) che può essere 
soddisfatta con una scelta appropriata di ér. Ciò avviene in tutti 
i casi in cui i due termini considerati godono di simmetria diversa. 
Per simmetria intendiamo qui tutti i tipi possibili di simmetria: 
rispetto a rotazioni intorno ad un asse, a riflessioni rispetto ad un 
piano, a inversioni, nonché rispetto a scambi di elettroni. Per una 
molecola biatomica, questo significa che si può trattare di termini 
con diversi A, di diversa parità o molteplicità, e per i termini X, 
si può anche trattare di X* e di X.-. 

La validità di questa affermazione è dovuta al fatto che l’opera- 
tore di perturbazione (cosi come l’hamiltoniano stesso) commuta con 
tutti gli operatori di simmetria della molecola: con l'operatore del 
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momento angolare rispetto all'asse, con gli operatori di riflessione 
e di inversione, con gli operatori di scambio degli elettroni. È stato 
mostrato nei $$ 29, 30 che, per una grandezza scalare il cui operatore 
commuta con gli operatori del momento angolare e dell’inversione 
nell'origine, gli elementi di matrice sono diversi da zero solo per 
transizioni fra gli stati con lo stesso momento e la stessa parità. 
Questa dimostrazione è valida nella stessa forma anche per il caso 
generale di un operatore di simmetria. Non la ripetiamo qui, tanto 
più che nel $ 97 sarà data ancora 
un’altra dimostrazione generale basa- 
ta sulla teoria dei gruppi. 

Siamo arrivati cosi al risultato 
che in una molecola biatomica pos- 
sono intersecarsi soltanto i termini di 
diversa simmetria, mentre l’interse- Z 
zione di termini con una stessa sim- 
metria è impossibile (E. Wigner, 

J. von Neumann, 1929). Se da un A 
calcolo approssimato risulta che 

due termini con una stessa simmetria Fig. 27 

si intersecano, nell’approssimazione 

successiva questi termini risulteranno separati, come è rappre- 
sentato nella fig. 27 dalle curve in grassetto. 

Sottolineiamo che questo risultato si riferisce non soltanto alla 
molecola biatomica, ma è in realtà un teorema generale della mecca- 
nica quantistica che vale sempre quando l’hamiltoniano ha un 
certo parametro e, di conseguenza, i suoi autovalori sono funzioni 
di questo parametro. La condizione generale della teoria dei gruppi 
(vedi $ 96), che determina la possibilità dell’intersezione dei termini, 
richiede che i termini debbano riferirsi a diverse rappresentazioni 
irriducibili del gruppo di simmetria dell’hamiltoniano del sistema!). 

In una molecola poliatomica i termini elettronici sono funzioni 
non di uno, ma di più parametri, le distanze fra i diversi nuclei. 

Sia s il numero di distanze internucleari indipendenti in una 
molecola N-atomica (N > 2), per una disposizione arbitraria dei 
nuclei, questo numero è uguale a s = 3N — 6. Ogni termine 


Ur) 


1) Eccezione apparente da questa regola fanno i termini elettronici dello 
ione Hi. Questi termini sono caratterizzati dalla proiezione del momento ango- 
lare A e da due numeri quantici ellittici re, n, (vedi problema del $ 78). Poiché 
tutti questi numeri sono legati a funzioni di variabili diverse, non c’è, in gene- 
rale, niente che ostacoli l'intersezione dei termini E (R) che differiscono per 
valori della coppia nz, rn ma che abbiano lo stesso A, benché tali termini ab- 
biano la stessa simmetria rispetto a rotazioni e riflessioni. In realtà, però, la 
separabilità delle variabili nell'equazione di Schròdinger in un dato sistema 
significa che il suo hamiltoniano ha una simmetria più alta di quanto non 
risulti dalle sue proprietà geometriche; rispetto a questo gruppo di simmetria 
totale gli stati con valori diversi dei numeri ng, nn si riferiscono a tipi diversi. 
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Un (ri) - . .rs) rappresenta, dal punto di vista geometrico, una 
superficie nello spazio a s + 1 dimensioni, e si può dire che queste 
superfici si intersecano secondo varietà di diverse dimensioni: da 0 
(intersezione in un punto) a s— 1. 

Tutta la deduzione fatta sopra resta valida con la sola differenza 
che la perturbazione V è determinata ora non da uno, ma da s para- 
metri, ossia dagli spostamenti é&r,, . .., érs. Ma già con due para- 
metri le due equazioni (79,5) possono, in generale, venire soddisfatte. 
Siamo arrivati cosi al risultato che nelle molecole poliatomiche due 
termini qualsiasi possono intersecarsi. Se i termini hanno la steèsa 
simmetria, l'intersezione è deter- 
minata dalle due condizioni 
(79,5), da dove segue che il nu- 
mero di dimensioni della varie- 
tà d’intersezione è s — 2. Ma se 
itermini hanno una simmetria 
differente, resta una sola condi- 
zione, e l'intersezione rappresen- 
ta una varietà a s — 1 dimen- 
sioni. 

Cosi, per s = 2 i termini so- 
no rappresentati da superfici in 
un sistema di coordinate tridi- 
mensionale. Queste superfici si 
| intersecano lungo le curve (s — 

Fig. 28 —1 = 1) se i termini hanno 
simmetria differente, e in pun- 
ti (Ss—2=0) se i termini hanno simmetria identica. Non 
è difficile stabilire la forma delle superfici nell’intorno del 
punto d’intersezione nell’ultimo caso. I valori dell’energia 
nell'intorno dei punti d’intersezione dei termini sono dati dalla 
formula (79,4). In questa espressione, gli elementi di matrice V,,, 
Vo», Vi, sono funzioni lineari degli spostamenti 6r,, ér, e, di con- 
seguenza, funzioni lineari delle distanze r,, r, stesse. Ma, come 
è noto dalla geometria analitica, tale equazione determina un cono 
ellittico. Quindi, nell’intorno dei punti d’intersezione i termini sono 
rappresentati dalla superficie di un cono ellittico a due falde arbi- 
trariamente orientato (fig. 28). 


$ 80. Connessione tra termini molecolari ed atomici 


Aumentando la distanza fra i nuclei in una molecola biatomica 
otteniamo al limite due atomi (o due ioni) isolati. Si pone allora 
la questione della corrispondenza fra il termine elettronico della 
molecola e gli stati degli atomi dopo la separazione (E. Wigner, 
E. Witmer, 1928). Questo legame non è univoco: avvicinando due 
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atomi che si trovano in stati determinati, si può ottenere una mole- 
cola in diversi stati elettronici. 

Supponiamo dapprima che la molecola sia costituita da due atomi 
diversi. Siano gli atomi isolati in stati con momenti angolari orbitali 
Li, Ly e con spin $,, $,, e sia L, = Lo. Le proiezioni dei momenti 
sul segmento che congiunge i nuclei prendono i valori M} = —L, 
—L, +41, ..., LL e M, = —L,, —L,+1,..., Ly. Il modulo 
della somma M, + M, determina il momento A che si ottiene nel- 
l'avvicinarsi degli atomi. Combinando tutti i valori possibili di 
M, e M,, troviamo che i vari valori di A = |M, + M, | si otten- 
gono il numero di volte seguente: 


A=Lj+ Lg 2 volte, 
L\+L° 1 4 volte, 
Li Ly 2(2L, + ) volte, 
L,-Lg 1 2(2L,+1) volte, 


1 2(2L,+1) volte, 
0 2L, +1 volte. 


Ricordando che tutti i termini con A -40 sono doppiamente 
degeneri e con A = 0 non degeneri, troviamo che si possono ottenere: 


1 termine con A=L,j+Lo, 
2 termini con A=Lj+L2e—-1, 


è è. è è a e è è. è è è. è è è e è. a »’ 


2L, +1 termini con A=L,— Lo, (80,1) 


2L,$ +1 termini con A=0; 


in tutto (2L, + 41) (L, + 1) termini con valori di Ada 0 a L,j + La. 

Gli spin $,, Sy di entrambi gli atomi si combinano nello spin 
totale della molecola secondo la regola generale di addizione dei 
momenti dando i ceguenti valori possibili di S: 


Sete, Aa: (80,2) 


Combinando ciascuno di questi valori con tutti i valori di A (80,1), 
otteniamo la lista completa di tutti i termini possibili della molecola 
che si forma. 

Per i termini X si pone anche la questione del segno. È facile 
risolverla, osservando che le funzioni d’onda della molecola per 
r +» co si possono scrivere sotto forma di prodotti (o di somma di 
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prodotti) delle funzioni d’onda di entrambi gli atomi. Il momento 
A=0si può ottenere o per addizione di momenti non nulli degli 
atomi M, = —M., 0 per Mj=M,=0. Indichiamo con W,, 
y, le funzioni d'onda del primo e del secondo atomo. Per 
M=|M,|=]|[M,|=40, scriviamo i prodotti simmetrizzati 
e antisimmetrizzati 

p* = pih + pm YR, 

= IR RAT. 
La riflessione rispetto ad un piano verticale (passante per l’asse 
della molecola) cambia il segno della proiezione del momento sul 
l’asse, cosicché y#, *w# diventano, rispettivamente, wYx. wy, 
e viceversa. La funzione w* resta immutata, mentre la funzione 7 
cambia segno; la prima corrisponde quindi al termine 2. * e la seconda 
al termine X-. In tal modo, per ogni valore di M si ottiene un ter- 
mine X* e un termine X-. Poiché M può avere L, valori diversi 
(M = 1, ..., Ls), si ottengono in tutto L, termini 2* e X-. 

Se invece M, = M, = 0, la funzione d'onda della molecola si 
scrive nella forma p = wW”pf?. Per mettere in luce il comporta- 
mento della funzione wj’ in una riflessione rispetto ad un piano 
verticale, scegliamo un sistema di coordinate avente per origine il 
centro del primo atomo e per asse z l’asse della molecola e osserviamo 
che una riflessione rispetto al piano 72 è equivalente ad un'inversione 
nell'origine delle coordinate seguita da una rotazione di 180° intorno 
all'asse y. Nell’inversione la funzione pg” viene moltiplicata per P,, 
essendo P, = +1 la parità dello stato dato del primo atomo. Inoltre, 
il risultato dell’applicazione alla funzione d’onda dell'operazione 
di rotazione infinitesima (e di ogni rotazione finita) è completamente 
determinato dal momento orbitale totale dell’atomo. É sufficiente 
quindi considerare il caso particolare di un atomo con un elettrone 
con momento orbitale / (e con componente z del momento m = 0); 
scrivendo poi L in luogo di I, otteniamo la risposta cercata per un 
atomo arbitrario. La parte angolare della funzione d'onda dell'elet- 
trone con m =0 è, a meno di un coefficiente costante, P; (cos 0) 
(vedi la (28,8)). La rotazione di 180° intorno all’asse y è la trasforma- 
zione X + —z, Y+Y, z-» —z 0, in coordinate sferiche, r+r, 
0-1 —-0, p--1— g. Allora cos 0 - —cos0 e la funzione 
P; (cos 0) va moltiplicata per (—1)°. 

Concludiamo quindi che per una riflessione rispetto ad un piano 
verticale la funzione w° viene moltiplicata per (—1)f1P,. Analoga- 
mente, w{” viene moltiplicata per (-1)E2P,, cosicché la funzione 
d'onda )y= wo wo” risulterà moltiplicata in totale per (—1)F1tE2P,P,. 
Il termine sarà ®.* 0 X- a seconda che questo fattore è uguale a +1 
o at. 

Riunendo i risultati ottenuti, troviamo che nel numero totale 
2L, + 41 dei termini X (con ciascuna delle molteplicità possibili), 
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L, + 1 termini sono termini 2* e ZL, termini sono termini 2° 
(se (—1)L1+L2P,P, = +41) o viceversa (se (—1)M1tL2D, P, = —1). 

Passiamo ora ad una molecola costituita da atomi identici. Le 
regole di composizione degli spin e dei momenti angolari orbitali 
degli atomi per ottenere S e A totali della molecola restano qui le 
stesse che per una molecola costituita da atomi diversi. L'unico 
fatto nuovo è che i termini possono essere pari e dispari. Occorre 
allora distinguere due casi: combinazione di atomi che si trovano in 
stati identici o in stati diversi. 

Se gli atomi si trovano in stati diversi!), il numero totale di 
termini possibili si raddoppia (rispetto al numero che si avrebbe per 
atomi diversi). Infatti, la riflessione nell'origine delle coordinate 
(coincidente con il punto di mezzo dell’asse della molecola) porta 
allo scambio degli stati di entrambi gli atomi. Simmetrizzando 
o antisimmetrizzando la funzione d’onda della molecola rispetto 
allo scambio degli stati degli atomi, otteniamo due termini (con A 
e .$ identici) di cui uno è pari e l’altro dispari. In tal modo, otteniamo 
in tutto un numero uguale di termini pari e di termini dispari. 

Se invece i due atomi si trovano in stati identici, il numero totale 
di stati resta lo stesso che per la molecola con atomi diversi. Quanto 
alla parità di questi stati, uno studio (che non riportiamo qui data 
la sua complessità)?) conduce ai seguenti risultati. 

Siano Ng, N, i numeri dei termini pari e dispari con valori 
dati di A e S. Allora: 


se A è dispari, Ng=Nu; 
se A è pari e S pari (S=0, 2, 4, ...), Ng=Ny+1, 
se A è pari e $S dispari (S=1, 3, ...), Na=Ng+1. 


i D- 


Infine, per i termini X occorre distinguere ancora i termini 2* 
e X-. Vale qui la regola: 


se S è pari, Ngj=Ni+1=L+1, 
se S è dispari, Ni=N3+1=L+1 


(dove LZ, = L°= LZ). Tutti i termini X* hanno la parità (—1)5, 
e tutti i termini X- la parità (—1)8*. 

Accanto alle questioni studiate del legame fra i termini molecolari 
e i termini degli atomi che si ottengono per r + c0, si può anche 
porre la questione del legame dei termini molecolari con i termini 
dell’« atomo composto » che si otterrebbe per r +0, cioè riducendo 


1) In particolare, si può trattare della combinazione di un atomo neutro con 


un atomo ionizzato. 
2) Vedi E. Wigner, E. Witmer, Zs. f. Physik, 51, 859, (1928). 
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i due nuclei ad un punto (per esempio, il legame fra i termini dell 
molecola H, e dell’atomo He). A questo proposito, si possono stabi 
lire senza difficoltà le seguenti regole. Il termine dell'atomo « com 
posto » con spin $, momento angolare orbitale ZL e parità P pu 
originare, separando gli atomi componenti, termini molecolari co: 
spin S e con momento angolare rispetto all’asse A = 0, 1, ... 
L, e per ciascuno di questi valori di A si ottiene un solo termine 
La parità del termine molecolare coincide con la parità P del termin 
atomico (g per P= +1 e u per P= —1). Il termine molecolar 
con A = 0 sarà X*+ se (-1)LP ="41, 0 27 se (-1)}-P = 1. 


PROBLEMI 


1. Determinare i termini possibili delle molecole Hy, Ng, Oo, Cl, che s 
possono ottenere combinando gli atomi negli stati fondamentali. 

Soluzione. Secondo le regole esposte nel testo, troviamo i termini possibil 
seguenti: 


molecola H, (atomi negli stati 25): IZ, SZ, 
» N, ( » » »o 45); IX. SL+, S2., "ZI; 
» Cl ( » » » 3P): 21X+, E, Mg, MI, Ag, 22%, 
n 3II1g, I, *Ay; 
» O, ( » » » 3P): i Ty II gi Hu Ag 2954, 23 
Ha Ig, Au 253, 627» 5II g, 5II,, 5Ag 


(le cifre davanti al simbolo del termine indicano il numero di termini del dat 
tipo se questo numero è superiore a 1). 

2. Lo stesso problema per le molecole HCI, CO. 

Soluzione. Nella combinazione di diversi atomi è essenziale anche la parità 
dei loro stati. Secondo la formula (31,6), troviamo che gli stati fondamentali 
degli atomi H, O, C sono pari e degli atomi Cl dispari (per la configurazione 
elettronica degli atomi vedi tabella 3). Secondo le iugole esposte nel testo. 
troviamo 


molecola HCl (atomi negli stati 2S,, 2P,): 1.8Zt, 1,3II; 
» CO ( » » » SP SPg)i 22355 +, 1,3,55 -, 21,9,5II, 1,9,5A, 


$ 81. Valenza 


La proprietà degli atomi di combinarsi per formare una molecola 
viene descritta mediante il concetto di valenza. A ogni atomo si 
attribuisce una valenza determinata, e quando gli atomi si combi- 
nano, le loro valenze si devono saturare a vicenda, cioè a ogni legame 
di valenza di un atomo deve corrispondere un legame di valenza 
di un altro atomo. Per esempio, nella molecola di metano CH, 
i quattro legami di valenza dell’atomo di carbonio sono saturati dai 
legami di valenza dei quattro atomi monovalenti di idrogeno. Affron- 
tando l’interpretazione fisica della valenza, cominciamo da un’e- 
sempio elementare: la combinazione di due atomi d’idrogeno nella 
molecola H,. 
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Consideriamo due atomi d’idrogeno, ambedue nello stato fot» 
damentale (#5). Combinandoli, si può ottenere un sistema che 
trova nello stato molecolare !Z} o ?Zi}. Il termine di singolette 
corrisponde a una funzione d’onda di spin antisimmetrica e il te 
mine di tripletto a una funzione simmetrica. La funzione d’ondé 
delle coordinate è, al contrario, simmetrica per il termine !X e anti» 
simmetrica per il termine 8Z. È evidente che il termine fondamentale 
della molecola H, può essere solo il termine *Z. Infatti, la funzione 
d’onda antisimmetrica @ (rj, r») (r), r; sono i raggi vettori dei due 
elettroni) ha comunque dei nodi (essa si annulla per rj = r,) e non 
può perciò corrispondere al livello più basso del sistema. 

Un calcolo numerico mostra che il termine elettronico 1% ha 
effettivamente un minimo profondo corrispondente alla formazione 
di una molecola stabile H,. Nello stato Ye) 
$*%> invece l’energia © (r) decresce mo- 
notonamente al crescere della distanza 
fra i nuclei, ciò che corrisponde ad una 
mutua repulsione fra i due atomi H)) 
(fig. 29). 

Cosi, nello stato fondamentale lo 
spin totale della molecola d’idrogeno 
è nullo: S = 0. Risulta che di questa 
proprietà godono praticamente le mole- 
cole di tutte le combinazioni chimica- 
mente stabili degli elementi dei gruppi 
principali. Fra le molecole inorganiche, 
fanno eccezione le molecole biatomiche 
O, (stato fondamentale *Z), NO (stato Fig. 29 
fondamentale ?II) e le molecole triato- 
miche NO,, CIO, (spin totale S = 1/2). 

Per quanto riguarda gli elementi dei gruppi intermedi, essi 
godono di proprietà particolari di cui si parlerà più avanti, dopo 
aver studiato le proprietà di valenza degli elementi dei gruppi 
principali. 

La capacità degli atomi di combinarsi è legata quindi ai loro 
spin (W. Heitler, H. London, 1927). La combinazione avviene in 
modo tale che gli spin degli atomi si compensano mutuamente. Come 
caratteristica quantitativa della capacità degli atomi di combiparsi, 
è opportuno servirsi di un numero intero, vale a dire del doppio 
dello spin dell’atomo. Questo numero coincide con la valenza chi- 


) Prescindiamo qui dalle forze di attrazione di Van der Waals fra gli ato- 
mi (vedi $ 89). L'esistenza di queste forze implica la presenza di un minimo 
(situato a distanze più grandi) anche sulla curva U (r) del termine 3Z. Questo 
minimo è, però, poco profondo rispetto al minimo sulla curva del termine 1%, e 
sarebbe impercettibile sulla scala della fig. 29. 
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mica dell'atomo. È da tener presente che uno stesso atomo può 
avere diversa valenza a seconda dello stato in cui si trova. 

Consideriamo da questo punto di vista gli elementi dei gruppi 
principali del sistema periodico. Gli elementi del primo gruppo 
(prima colonna della tabella 3, gruppo dei metalli alcalini) hanno 
nello stato fondamentale spin S = 41/2, e la loro valenza è corrispon- 
dentemente uguale a 1. Uno stato eccitato con spin maggiore può 
essere ottenuto solo per perturbazione di un elettrone dello strato 
occupato. Ne segue che questi stati si trovano cosî in alto che l’atomo 
eccitato non può formare una molecola stabile!). 

Gli atomi degli elementi del secondo gruppo (seconda colonna 
della tabella 3, gruppo dei metalli alcalino-terrosi) hanno nello 
stato fondamentale spin S = 0. Quindi nello stato fondamentale 
questi atomi non possono entrare in combinazioni chimiche. Tutta- 
via, lo stato eccitato avente nello strato incompleto la configura- 
zione sp in luogo di s° e spin totale S = 1 è situato relativamente 
vicino allo stato fondamentale. La valenza dell’atomo in questo 
stato è uguale a 2; questa è la valenza fondamentale degli elementi 
del secondo gruppo. 

Gli elementi del terzo gruppo hanno nello stato fondamentale la 
configurazione elettronica s°p con spin S = 1/2. Eccitando però un 
elettrone nello strato s completo, si ottiene uno stato eccitato con 
configurazione sp? e con spin S = 3/2 situato in prossimità dello 
stato fondamentale. Ne segue che gli elementi di questo gruppo si 
comportano sia come elementi monovalenti, sia come elementi 
trivalenti. I primi elementi di questo gruppo (B, Al) si comportano 
esclusivamente come elementi trivalenti. La tendenza alla valenza 
4 cresce insieme con il numero atomico, cosicché Tl si comporta già 
sia come elemento monovalente che trivalente (per esempio, nelle 
combinazioni TIC1 e T1Cl3). Ciò è dovuto al fatto che nei primi ele- 
menti del gruppo il vantaggio energetico dell’energia di legame più 
grande nelle combinazioni dell'elemento trivalente (rispetto alle 
combinazioni dell’elemento monovalente) prevale sull’energia di 
eccitazione dell'atomo. 

Negli elementi del quarto gruppo lo stato fondamentale ha la 
configurazione s*p? con spin 1, e lo stato eccitato vicino ha la confi- 
gurazione sp* con spin 2. A questi stati corrispondono le valenze 2 e 4. 
Cosî come nel terzo gruppo, i primi elementi del quarto gruppo 
(C, Si) risultano avere essenzialmente la valenza più alta (fa ecce- 
zione, ad esempio, la combinazione CO), mentre la tendenza alla 
valenza più bassa cresce col crescere del numero atomico. 

Negli atomi degli elementi del quinto gruppo lo stato fondamen- 
tale ha la configurazione s°p* con spin S = 3/2, cosicché la valenza 


1) Per quanto concerne gli elementi Cu, Ag, Au, vedi la fine di questo pa- 
ragrafo. 
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corrispondente è uguale a 3. Uno stato eccitato con spin maggiore 
può essere ottenuto soltanto se un elettrone passa nello strato con il 
valore successivo del numero quantico principale. Lo stato più 
vicino di questo genere ha la configurazione sp?s' e spin S = 5/2 
(con s’ indichiamo qui convenzionalmente lo stato s dell’elettrone 
con numero quantico principale maggiore di un’unità che nello 
stato s). Benché l’energia di eccitazione di questo stato sia relativa- 
mente grande, l’atomo eccitato può entrare in composti stabili. 
Conformemente a ciò, gli elementi del quinto gruppo si comportano 
come elementi trivalenti e pentavalenti (cosi, l'azoto è trivalente 
in NH; e pentavalente in HNO,). 

Nel sesto gruppo degli elementi, nello stato fondamentale (con- 
figurazione s?p‘) lo spin è uguale a 1, cosicché l'atomo è bivalente. 
L’eccitazione di uno degli elettroni p conduce allo stato s?p?s’ con 
spin 2, e l’eccitazione di un altro elettrone ancora, l’elettrone s, 
conduce allo stato sp°s'p’ con spin 3. Nei due stati eccitati l'atomo 
può combinarsi e dare una molecola stabile, esibendo, rispettiva- 
mente, le valenze 4 e 6. Il primo elemento del sesto gruppo (l’'ossi- 
geno) esibisce soltanto la valenza 2, mentre gli elementi seguenti del 
gruppo esibiscono anche valenze superiori (cosi, lo zolfo in HS, 
SO», SO; è, rispettivamente, bi-, quadri- ed esavalente). 

Nel settimo gruppo (alogeni), nello stato fondamentale (configu- 
razione s°pò, spin S = 1/2) gli atomi sono monovalenti. Essi possono, 
però, entrare in composti stabili anche negli stati eccitati con confi- 
gurazioni s?p*s', s°p°s'p', sp?s'p'* e con spin uguali, rispettivamente, 
a 3/2, 5/2, 7/2, che corrispondono alle valenze 3, 5, 7. Inoltre, il primo 
elemento del gruppo (F) è sempre monovalente, mentre gli elementi 
seguenti esibiscono anche una valenza superiore (così, il cloro in 
HCl, HCIO,, HCIO,, HCIO, è, rispettivamente, mono-, tri-, penta- 
ed eptavalente). 

Infine, gli atomi degli elementi del gruppo dei gas nobili hanno 
nello stato fondamentale gli strati completamente occupati (cosicché 
lo spin S = 0), e le loro energie di eccitazione sono grandi. Ne segue 
che la valenza è nulla e questi elementi sono chimicamente inerti!). 

A proposito di tutti questi ragionamenti occorre fare l’osserva- 


1) Alcuni di essi entrano tuttavia in composti stabili (con fluoro, ossigeno). 
Non è escluso che queste valenze siano legate a passaggi degli elettroni dallo 
strato completo esterno a stati energetici incompleti relativamente vicini / (0 d). 

Ricordiamo anche un effetto peculiare di attrazione che appare nell’intera- 
zione di un atomo di gas nobile con un atomo eccitato dello stesso elemento. 
Questo effetto è legato al raddoppiarsi del numero di stati possibili che si otten- 

ono nella combinazione di due atomi con stati diversi (vedi $ 80). Il passaggio 

ell'’eccitazione da un atomo all’altro sostituisce allora l’interazione di scam- 
bio ehe conduce alla valenza ordinaria. La molecola He, fornisce un esempio di 
molecola di questo genere. Si ha un legame di questo tipo negli ioni molecolari 
composti di due atomi identici (per esempio, Hi). 
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zione generale seguente. L'’asserzionè: che un atomo entra in una 
molecola con una valenza prapria del suo stato eccitato non signi- 
fica affatto che, allontanando gli atomi a grandi distanze, otteniamo 
necessariamente un atomo eccitato. Essa significa soltanto che la 
distribuzione della densità elettronica nella molecola è tale che 
intorno al nucleo dell’atomo dato essa è vicina alla distribuzione 
elettronica nell’atomo eccitato isolato. Per quanto riguarda il 
limite al quale tende la distribuzione elettronica al crescere della 
distanza fra i nuclei questo può benissimo corrispondere ad atomi 
non eccitati. 

Nella combinazione degli atomi in molecole, gli strati elettro- 
nici completi degli atomi cambiano poco. La distribuzione elettro- 
nica della densità negli strati incompleti può, inveee, cambiare 
considerevolmente. Nei casi più tipici del cosiddetto legame etero- 
polare tutti gli elettroni di valenza passano da un atomo all’altro, 
cosicché si può dire che la molecola è costituita da ioni con cariche 
(in unità e) uguali alla loro valenza. Gli elementi del primo gruppo 
sono elettropositivi: nei composti eteropolari essi cedono elettroni, 
formando ioni positivi. Passando ai gruppi seguenti, l’elettropositi- 
vità decresce gradualmente trasformandosi in elettronegatività che 
è propria in misura maggiore degli elementi del settimo gruppo. 
A proposito dell’eteropolarità occorre fare un'osservazione analoga 
a quella fatta sugli atomi eccitati in una molecola. Se la molecola 
è eteropolare, ciò non significa affatto che, allontanando gli atomi, 
otteniamo necessariamente due ioni. Cosi, dalla molecola CsF otter- 
remmo effettivamente degli ioni Cs* e F-, ma la molecola NaF dà al 
limite atomi neutri Na e F (poiché l’affinità del fluoro per l’elettrone 
è superiore al potenziale di ionizzazione del cesio, ma inferiore al 
potenziale di ionizzazione del sodio). 

Nel caso limite opposto, del cosiddetto legame omeopolare, gli 
atomi nella molecola restano in media neutri. Le molecole omeopolari, 
contrariamente a quelle eteropolari, non hanno momento dipolare 
notevole. La differenza fra i tipi di legame etero- e omeopolare 
è puramente quantitativa, ‘e si possono realizzare tutti i casi 
intermedi. 

Veniamo ora agli elementi dei gruppi intermedi. Gli elementi 
dei gruppi del palladio e del platino differiscono poco dagli elementi 
dei gruppi principali per quanto riguarda il carattere delle proprietà 
di valenza. La differenza consiste nel fatto che, a causa della posi- 
zione relativamente profonda degli elettroni d nell’atomo, questi 
interagiscono in modo più debole con gli altri atomi della molecola. 
Ne segue che fra i composti di questi elementi sono relativamente 
frequenti composti « non saturati » con molecole che hanno spin non 
nullo (di fatto non superiore a 1/2). Ciascuno degli elementi può 
esibire diverse valenze che possono differire qui anche di un'unità, 
e non soltanto di due, come negli elementi dei gruppi principali (dove 
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il cambiamento della valenza è dovuto all’eccitazione di un elettrone 
con spin compensato per cui si liberano contemporaneamente spin 
di una coppia di elettroni). 

Gli elementi del gruppo delle terre rare sono caratterizzati dalla 
presenza dello strato f incompleto. Gli elettroni f sono distribuiti 
più in profondità che gli elettroni d e, di conseguenza, non compar- 
tecipano per niente alla valenza. La valenza degli elementi delle 
terre rare è determinata quindi solo dagli elettroni s e p degli strati 
incompleti!). Tuttavia, occorre tener presente che nell’eccitazione 
dell'atomo gli elettroni f possono passare agli stati s e p, aumentando 
cosi la valenza di un’unità. Anche gli elementi delle terre rare esi- 
biscono perciò valenze che si differenziano di un'unità (sono tutti 
di fatto trivalenti e quadrivalenti). 

Una posizione specifica è occupata dagli elementi del gruppo 
dell’attinio. Ac e Th non contengono elettronif, e alle loro valenze 
partecipano gli elettroni d; essi sono quindi analoghi, per le loro 
proprietà chimiche, agli elementi dei gruppi del palladio e del platino 
e non agli elementi delle terre rare. Per quanto riguarda l’uranio, 
anche se l’atomo U contiene nello stato fondamentale elettroni f, 
nelle sue combinazioni gli elettroni f non partecipano. Infine, gli 
atomi degli elementi Np, Pu, Am, Cm conservano gli elettroni f 
anche nelle combinazioni, ma sono gli elettroni s e d a determinare 
le loro valenze. In questo senso essi sono omologhi all’uranio. Il 
numero massimo possibile di elettroni se d« non accoppiati » è uguale 
a1es, rispettivamente; quindi la valenza massima degli elementi 
del gruppo dell’attinio è uguale a sei (mentre la valenza massima 
degli elementi delle terre rare con elettroni s e p partecipanti alla 
valenza è uguale a1 +3 = 4). 

Gli elementi del gruppo del ferro occupano una posizione di 
mezzo, per quanto riguarda la loro proprietà di valenza, fra gli 
elementi delle terre rare e gli elementi dei gruppi del palladio e 


del platino. Nei loro atomi gli elettroni d si trovano relativamente 


in profondità e non partecipano affatto al legame di valenza in 
tutta una serie di combinazioni. Di conseguenza, in queste combi- 
nazioni gli elementi del gruppo del ferro si comportano come gli 
elementi delle terre rare. Appartengono a questa categoria composti 
del tipo ionico (per esempio, FeCl,, FeCl,) in cui gli atomi del 
metallo entrano sotto forma di semplici cationi. Alla pari degli 
elementi delle terre rare, gli elementi del gruppo del ferro possono 
esibire in queste combinazioni le valenze più disparate. 

Un altro tipo di combinazioni degli elementi del gruppo del 
ferro sono i cosiddetti composti complessi. Essi sono caratterizzati 
dal fatto che l’atomo dell’elemento intermedio entra nella molecola 


1) Gli elettroni d presenti negli strati incompleti degli atomi di alcuni ele- 
menti delle terre rare non sono importanti poiché, di fatto, questi atomi entra- 
no sempre in composti in stati eccitati in cui gli elettroni d sono assenti. 
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non sotto forma di ione semplice, ma esso stesso è parte di uno ione 
complesso (per esempio, lo ione MnO; in KM©0,, lo ione Fe(CN); 777 
in K,Fe(CN),). In tali ioni complessi gli atomi si trovano più vicini 
fra di loro che nelle combinazioni ioniche semplici, e i loro elettroni d 
partecipano al legame di valenza. Ne segue che nei composti comples- 
si gli elementi del gruppo del ferro si comportano come gli elementi 
dei gruppi del palladio e del platino. 

È da sottolineare infine che gli elementi Cu, Ag, Au, assegnati 
nel $ 73 ai gruppi principali, si comportano in tutta una serie di 
combinazioni come elementi intermedi. Questi elementi sono capaci 
di esibire valenza superiore all’unità grazie al passaggio degli elet- 
troni dallo strato d nello strato energetico p vicino (per esempio, in 
Cu da 3d in 4p). In tali combinazioni gli atomi hanno lo strato d 
incompleto e si comportano perciò come atomi intermedi (Cu come 
gli elementi del gruppo del ferro, e Ag, Au come gli elementi dei 


gruppi Pd e Pt). 
PROBLEMA 


Determinare i termini elettronici dello ione molecolare Hj che si ottiene 
nella combinazione dell'atomo d’idrogeno nello stato fondamentale con lo ione 
H* a grandi (rispetto al raggio di Bohr) distanze A fra i nuclei (L. D. Landau, 
1964; C. Herring, 1961). 

Soluzione. Per la sua impostazione, questo problema è analogo al proble- 
ma 3 del $ 50: in luogo di due buche di potenziale unidimensionali, abbiamo qui 
due buche tridimensionali (intorno ai due nuclei) a simmetria assiale globale 
intorno alla retta che congiunge i nuclei. Il livello Eq = —4/2 (il livello fonda- 
mentale dell'atomo d’idrogeno)?) si separa in due livelli UV; (R) e U, (R) (termi- 
ni ?Z} e ?Z+) corrispondenti alle funzioni d'onda elettroniche 


Pe, u (7, Y, z)= 7 [o (2, Ya z) ami po(— 2, Y, z)]; 


simmetrica e antisimmetrica rispetto al piano x = 0 che divide in due parti 
uguali la distanza fra i nuclei (situati nei punti x = +/2 sull’asse x). Qui 
‘o (x, y, 2) è la funzione d’onda dell'elettrone in una delle buche di potenziale. 
In modo analogo a quanto è stato fatto nel problema 3 del $ 50, otteniamo 


Ug.u (R-Eo=7 | { vo-SE das, (4) 
dove l’integrazione è estesa al piano r = 0°). 


i) Per soluzione di un problema analogo per la molecola H, vedi 
L. P. Gorkov, L. P. Pitaievskij. DAN SSSR (Atti dell’Accademia delle scienze 
dell’URSS) 151, 822 (1963); C. Herring, M. Flicker, Phys. Rev. 134A, 362 
(1964) (nel secondo articolo è stato corretto un errore di calcolo commesso 
nel primo). 

) In questo problema usiamo unità atomiche. 

3) Sottolineiamo che l’effetto cercato è localizzato quindi nella regione 
delle distanze per cui l’elettrone interagisce ugualmente con i due nuclei. 
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Cerchiamo la funzione wo (corrispondente per esempio, al moto intorno &J 
nucleo 1 che si trova nel punto z = £/2) nella forma 


Po = FR et, (2) 


dove a è una funzione lentamente variabile (nell’atomo d’idrogeno si avrebbé@ 
a = 1). La funzione wo deve soddisfare l'equazione di Schròdinger 


1 1 1 1 1 
x v+(-37-atata)d=0 a) 


(r;, r, sono le distanze dell’elettrone dai nuclei 1 e 2); per l’energia totale deb 
l’elettrone si ha in questa equazione la differenza Eo — 1/R, perché £; stessa 
contiene in sé anche l’energia 1/R della repulsione coulombiana dei nuclei. 

Poiché la funzione w, decresce rapidamente con la distanza dall’asse s, 
nell’integrale (4) è essenziale solo la regione dei valori piccoli (rispetto ad A} 
di y, z. Per y, z « AR la sostituzione della (2) nella (3) dà 


da a a 
Roli Ro 


(abbiamo trascurato le derivate seconde della funzione lentamente variabile 4 
e posto r» ® R/2 + x). La soluzione di questa equazione, che si tende ad uno 
per x + R/2 (cioè nell'intorno del nucleo 1), è 


PREC ex (+ 7) 
* REI P\R_ 3} 


La formula (1) ci dà ora 


Ug.u—Fo=F È e *712rr, dry= PF 2Re Ro! 
R/2 
Il valore della separazione è!) 
Ug—-Uy= —4Re7B-!. (4) 


A distanze sufficientemente grandi questa espressione esponenzialmente 
decrescente diventa inferiore all’effetto del secondo ordìne nell'interazione 
dipolare dell’atomo H con lo ione H*. Poiché la polarizzabilità dell'atomo d'i- 
drogeno nello stato fondamentale è 9/2 (vedi la (77,9)) e il campo dello ione H* 
è & = 1/R?, l’energia di interazione corrispondente è uguale a —9/4R4 e, 
tenendone conto, si ottiene 


ca 9 
Ug.,u(R)—Eo= 7 2Re7 A Fr: (5) 


Il secondo termine uguaglia il primo soltanto per A = 10,8. Avvertiamo 
anche che il termine U, (R) ha per RA = 12,6 un minimo uguale a —5,8 103 
unità atomiche (—1,6-10-3 eV)?). 


1) Il risultato analogo per la molecola H, (vedi gli articoli citati) è: 
Ug—-Uy= —1,64-R°%/2e-?R 


2) Questo minimo, legato alle forze di Van der Waals, è pochissimo pro- 
fondo rispetto al minimo fondamentale del termine Ug(R) corrispondente 
allo stato fondamentale dello ione stabile Hi; questo minimo fondamentale 


si trova per RA=2,0 e costituisce —0,60 unità atomiche (—16,3 eV). 
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$ 82. Strutture vibrazionale e rotazionale 
dei termini di singoletto della molecola biatomica 


“ 


Come è stato già detto all’inizio di questo capitolo, la grande 
differenza nelle masse dei nuclei e degli elettroni permette di dividere 
in due parti il problema della determinazione dei livelli energetici 
della molecola. Dapprima si determinano i livelli energetici del 
sistema degli elettroni, considerando i nuclei fissi, come funzione 
della distanza fra questi ultimi (termini elettronici). Si può conside- 
rare poi il moto dei nuclei per uno stato elettronico dato; questo si 
riduce al problema della interazione dei nuclei come di particelle 
interagenti secondo la legge U, (r), dove U, è il termine elettronico 
corrispondente. Il moto della molecola comprende il suo spostamento 
traslazionale in blocco e il moto dei nuclei rispetto al loro centro di 
massa. Il moto traslazionale non presenta ovviamente interesse, 
sicché possiamo considerare il centro di massa fisso. 

Per comodità di esposizione, consideriamo innanzitutto i termini 
elettronici in cui lo spin totale S della molecola è nullo (termini di 
singoletto). Il problema del moto relativo di due particelle (nuclei) 
interagenti secondo la legge U (r) si riduce al problema del moto di 
una sola particella con massa M (massa ridotta delle due particelle) 
nel campo a simmetria centrale U (r). Indichiamo con U (r) l'energia 
del termine elettronico in considerazione. Quanto al problema del 
moto in un campo a simmetria centrale Z(r), esso si riduce, a sua 
volta, al problema del moto unidimensionale in un campo con energia 
efficace uguale alla somma di UV (r) e dell’energia centrifuga. 

Indichiamo con K il momento angolare totale della molecola, 
costituito dal momento angolare orbitale degli elettroni L e dal 
momento angolare di rotazione dei nuclei. Allora l'operatore del- 
l'energia centrifuga dei nuclei sarà 


B (r) (K— L)z, 

dove abbiamo introdotto la notazione 
h2 

BW=+a: (82,1) 
comunemente accettata nella teoria delle molecole biatomiche. 
Mediando questa grandezza rispetto allo stato elettronico (per r dato), 
otteniamo l’energia centrifuga in funzione di r che deve appunto 
entrare nell’energia potenziale efficace Ux (r). Si ha 


Ux (r)=U (r)+ BH) (K-L)°, (82,2) 


dove la sopralineatura indica la media. 

Prendiamo la media rispetto allo stato in cui la molecola ha un 
valore determinato del quadrato del momento totale K? = K (K + 1) 
(K è un numero intero) e un valore determinato della proiezione del 
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momento elettronico sull’asse della molecola (asse z): Z,= A. 
Sviluppando le parentesi nella (82,2), abbiamo 


Ux(r)=U(r) +B() K(K+1)—2B(r)LK+B(r)L?. (82,3) 


L’ultimo termine dipende solo dallo stato elettronico e non contiene 
affatto il numero quantico X; questo termine si può includere sempli- 
cemente nell’energia U (r). Mostriamo che lo stesso si può fare anche 
col penultimo termine. 

Ricordiamo che se la proiezione del momento angolare su un 
asse ha un valore determinato, anche la media dell’intero vettore 
momento è diretta lungo questo stesso asse (vedi osservazione alla 
fine del $ 27). Indicando con n il vettore unitario lungo l’asse z, 


abbiamo perciò L = An. Nella meccanica classica il momento di 
rotazione di un sistema di due particelle (nuclei) è [rp], dover = m 
è il raggio vettore che congiunge le due particelle, e pla quantità 
del loro moto relativo; questa grandezza è perpendicolare a n. 
Nella meccanica quantistica lo stesso si riferisce all’ operatore 


del momento di rotazione dei nuclei: (K — L)n = 0 0 Kn = Ln. 
Dall’uguaglianza degli operatori segue ovviamente anche l’uguaglian- 
za dei loro autovalori, e poiché nL = Z, = A, anche 


Kn=A. (82,4) 


In tal modo, nel penultimo termine della (82,3) la grandezza 


LK = nKA = A}, cioè non dipende da X. Tenendo presente la nuova 
definizione della funzione UV (r), si può finalmente scrivere l’energia 
potenziale efficace nella forma 


Ux(r)=U(r) + B(r)K(K+1). (82,5) 


Osserviamo anche che dall’uguaglianza X, = A segue che per A 
dato il numero quantico X può prendere solo i valori 


K>A. (82,6) 


Risolvendo l’equazione di Schròdinger unidimensionale con 
l'energia potenziale (82,5), otteniamo una serie di livelli energetici. 
Conveniamo-di numerare questi livelli (per ogni X dato) in ordine 
di energia crescente con un numero v suscettibile dei valori v = 0, 
1,2, ...;v= 0 corrisponde al livello più basso. In tal modo, il 
moto dei nuclei conduce alla separazione di ogni termine elettronico 
in serie di livelli caratterizzati dai valori dei due numeri quantici 
K eu. 

Il numero di questi livelli (per un termine elettronico dato) può 
essere sia finito che infinito. Se lo stato elettronico è tale che al 
limite r + co la molecola si trasforma in due atomi neutri isolati, 
l'energia potenziale U (r) (e con essa anche Ux (r)) tende per r + 00 
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al valore limite costante U (00) (somma di energie dei due atomi 
isolati) più rapidamente che 1/r (vedi $ 89). Il numero di livelli 
in un tale campo è finito (vedi $ 18); in realtà però per le molecole 
questo numero è molto grande. I livelli sono allora distribuiti in 
modo tale che per ogni dato valore di X vi è un numero determinato 
di livelli (che differiscono per i valori di v), mentre il numero di 
livelli con X uguali diminuisce con il crescere di X fino ad arrivare 
a un tale valore di X per cui i livelli vengono a mancare. 

Se invece per r + co la molecola si separa in due ioni, allora 
a grandi distanze U (r) — U (00) si trasforma nell’energia di attra- 
zione degli ioni secondo la legge di Coulomb (-1/r). In tale campo 
esiste un numero infinito di livelli che si infittiscono a misura che 
ci si avvicina al valore limite U (00). Notiamo che per la maggior 
parte delle molecole nello stato fondamentale ha luogo il primo caso; 
soltanto per un numero relativamente non grande di molecole a grandi 
distanze fra i nuclei si ottengono ioni. 

La dipendenza dei livelli energetici dai numeri quantici non può 
essere calcolata completamente in forma generale. Tale calcolo 
è possibile soltanto per livelli relativamente poco eccitati situati 
non troppo in alto rispetto al livello fondamentale!). A questi livelli 
corrispondono valori piccoli dei numeri quantici X e »v. Questi 
sono i livelli con i quali si ha a che fare nello studio degli spettri 
molecolari, e quindi questi livelli presentano un interesse parti- 
colare. 

Il moto dei nuclei in stati debolmente eccitati si può considerare 
come consistente in piccole oscillazioni attorno alla posizione di 
equilibrio. Conformemente a ciò, si può sviluppare U (r) in serie 
di potenze della differenza È = r — r., dover è il valore di r per 
cui U (r) è minima. Poiché U'(r.) = 0, allora abbiamo, a meno dei 

2 
termini del secondo ordine, U (r) = U. + sat E, dove U, = U (re) 
e we è la frequenza delle oscillazioni. Nel secondo termine della 
(85,5) (energia centrifuga) è sufficiente porre r = r., poiché esso 


contiene già la quantità piccola K (K + 1). In tal modo abbiamo 
2 


M 
Ung (7) = Us + BK (K+1)+3® (82,7) 


dove B, = h?/2Mr? — h?/2I è la cosiddetta costante di rotazione 
(I = Mr? è il momento d'inerzia della molecola). 

I primi due termini nella (82,7) sono costanti, il terzo rappresenta 
un’oscillatore armonico unidimensionale. Quindi per i livelli ener- 
getici cercati si può scrivere immediatamente 


E=U,+ B,K(K+ 1) + ho, (v+3). (82,8) 


1) Si tratta ovunque di livelli che si ottengono da uno stesso termine elet- 
tronico dato. 
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Cosi, nell’approssimazione considerata, i livelli energetici sono 
costituiti da tre parti indipendenti: 


E=E"“+E"+ E°. (82,9) 


Il primo termine (£° = UV.) è l’energia elettronica (che include 
l'energia di interazione coulombiana dei nuclei per r = r.). Il 
secondo termine 

E" = B.K(K+1) (82,10) 


è l'energia rotazionale, connessa con la rotazione della molecola!). 
Infine, il terzo termine 


E" = ho» (v+) (S2,11) 


è l'energia delle oscillazioni dei nuclei all’interno della molecola. 
Per definizione v numera, i livelli con un dato K in ordine di energie 
crescente; questo numero si chiama numero quantico vibrazionale. 

Per una data forma della curva dell’energia potenziale U (r), 


la frequenza ©, è inversamente proporzionale a VM. Anche gli 
intervalli AE” fra i livelli vibrazionali sono quindi proporzionali 


a 1/V M. Gli intervalli AZ” fra i livelli rotazionali hanno al deno- 
minatore il momento d’inerzia 7, sono cioè proporzionali a 1/M. 
Per quanto riguarda gli intervalli AE°' fra i livelli elettronici, essi, 
come anche i livelli stessi, non contengono M. Poiché m/1 (m è la 
massa dell’elettrone) è un parametro piccolo della teoria delle 
molecole biatomiche, vediamo che 


AE > AE° » AF. (82,12) 


Queste disuguaglianze riflettono il carattere tutto particolare della 
distribuzione dei livelli energetici della molecola. Il moto vibrazio- 
nale dei nuclei separa i termini elettronici in livelli relativamente 
vicini l’uno all’altro. Questi livelli subiscono, a loro volta, una 


1) La funzione d’onda che descrive la rotazione di una molecola biatomica 
(senza spin) coincide sostanzialmente con la funzione d’onda di una trottola 
simmetrica ($ 103). A differenza della trottola, la rotazione della molecola è 
descritta da due soli angoli (a = @, f = ©) che ne determinano la direzione 
dell’asse. La funzione d'onda rotazionale differisce dalla (103,8) per la man- 
canza del fattore e**Y/ V2a, nonché per la diversa notazione dei numeri quantici. 
Poiché secondo la (82,4) il numero A coincide con la proiezione del momento 
angolare orbitale totale K sull’asse della molecola (asse È nel $ 103), occorre fare 
la seguente sostituzione nelle notazioni J, M, X + K, Af, A (dove ora M = 
= K,). Si ha cosî 


Ky/ 2E41 
Prot (9, 0) = if yer DSG, (4, 9, 0). 
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separazione ancora più fine per effetto del moto rotazionale della 
molecola 1). 

Nelle approssimazioni successive, la separazione dell’energia 
in una parte vibrazionale e in una rotazionale indipendenti risulta 
già impossibile; compaiono termini vibro-rotazionali contenenti 
contemporaneamente X e v. Calcolando le approssimazioni succes- 
sive, otterremmo livelli £ sotto forma di sviluppo in serie di potenze 
dei numeri quantici K e v. 

Calcoliamo qui l’approssimazione successiva alla (82,8). A questo 
scopo occorre continuare lo sviluppo di UV (r) secondo le potenze 
di È sino ai termini del quarto ordine (vedi il problema dell’oscilla- 
tore anarmonico nel $ 38). Eseguiamo corrisrondentemente lo svi- 
luppo dell’energia centrifuga sino ai termini contenenti È*. Otte- 
niamo allora 


Mo? ò h? $ 
Ux(r)=U. tas 1) + bis — 


h? 


sari Mrì 


K(K+1) + sg £K+1)E. (82,13) 


Calcoliamo ora la correzione agli autovalori (82,8), considerando 
i quattro ultimi termini nella (82,13) come operatori della pertur- 
bazione. Per i termini contenenti È? e È4 è sufficiente allora limitarsi 
all’approssimazione del primo ordine della teoria delle perturba- 
zioni, mentre per i termini con È e È° occorre calcolare l’approssi- 
mazione del secondo ordine, poiché gli elementi di matrice diagonali 
di È e È si annullano identicamente. Tutti gli elementi di matrice 
necessari per il calcolo sono stati calcolati nel $ 23 e nel problema 3 
del $ 38. Il calcolo dà un’espressione che usualmente si scrive nella 
forma 


E= E + ho, (+) — zf0,(v+) + 
+ BK (K+1)—D,K°(K+1)?, (82,14) 


1) A titolo d'esempio diamo i valori di Ue, fo, e Be (in elettronvolt) per 
alcune molecole: 


| H? | No | 02 
_ U, | 4,7 | 7,5 | 9,2 
ha, | 0,54 | 0,29 | 0,20 
1038, | 7,6 | 0,25 | 0,48 


MOLECOLE BIATOMICHE 379 


dove 
B,=B.—(v+)=B.—@w. (82,15) 


Le costanti z., B., e, De sono legate con le costanti della (82,14) 


dalle relazioni 
h2 4B3 


Be=7» D, — Rw * (82,16) 
È al an FT 1) sens 
e2 To, \ Mo V_ ME, v te 2a 


«alal 
Mo DI Mo a ). 
I termini indipendenti da v e K sono stati inclusi in £“. 


PROBLEMA 


Stimare la precisione dell’approssimazione, che porta alla separazione del 
moto elettronico e del moto nucleare in una molecola biatomica. 
Soluzione. Rappresentiamo l’hamiltoniano totale della molecola nella 


forma 7 = 7, + fî.,, dove T, = p?/2M è l’operatore dell’energia cinetica del 
moto relativo dei nuclei (p = —i%d0/0r; r è il raggio vettore che unisce i nuclei; 


M è la loro massa ridotta). L'hamiltoniano H,; include in sé gli operatori del- 
l'energia cinetica degli elettroni, l'energia potenziale dell’interazione coulom- 
biana fra gli elettroni e degli elettroni con i nuclei, nonché l'energia dell’intera- 
zione coulombiana fra i nuclei. Cerchiamo la soluzione dell’equazione di Schré- 


din ser 

Hp=(T, + He) wy=Ew (1) 
nella forma 

P= DI Ym (1) Pm (9, 1), (2) 


mm 


dove le funzioni @,, (9, r) sono le soluzioni ortonormalizzate dell'equazione 
Î c1%m (9, M=Um(1) Em (9, 7) (3) 


(g esprime l'insieme delle coordinate degli elettroni); Y,, (r) sono gli autovalori 


dell’hamiltoniano #,; dipendenti da r considerato come parametro. Sostituendo 
la (2) nell'equazione (1), moltiplicandola a sinistra per @* (9g, r) e integrando 
in dq, otteniamo 


D? : IRE 
[+ Vimt Un ME ]un =D (Mimt im) A (0) 10) 
m 
dove 
Vim= 7 PamP Vam==597 (Pn 
e P,,, = | PfP9,, d9 € (P),,, sono gli elementi di matrice rispetto alle funzioni 


d'onda elettroniche; l'elemento diagonale p,m si annulla per'ragioni di simmetria. 
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Le funzioni elettroniche 9, variano notevolmente solo a distanze dell'ordine 
delle distanze atomiche; quindi la loto derivazione rispetto ad r non dà un para- 
metro M/m (m è la massa dell’elettrone) grande. Di conseguenza, la quantità 
Vin è piccola rispetto a U, (r) all'ordine uno in m/M e può essere omessa. Se i 
termini del secondo membro della (4) sono considerati come piccola perturba- 
zione, le funzioni y, (R) nell’approssimazione d'ordine zero, sono date dalle 
soluzioni dell’equazione 


p° 
[Fg +Un (0 ]xno=Enotno» (5) 


che descrive il moto dei nuclei nel campo U, (r) (v sono i numeri quantici di 
questo moto). La condizione di applicabilità della teoria delle perturbazioni 


richiede che 
I (n8' |Vimt Vim MO TK|E pe Emo. 


Il secondo membro di questa disuguaglianza contiene le differenze delle energie 
relative ai diversi termini elettronici; queste grandezze sono dell’ordine zero 
secondo il parametro piccolo m/M. Il primo membro contiene gli elementi di 
matrice rispetto alle funzioni d'onda nucleari. Il termine con V7,, contiene 


m/M ed è evidentemente piccolo. Nell’elemento di matrice di V,,, l'operatore p, 
agendo sulla funzione Ymo, la moltiplica per una grandezza dell'ordine della 
quantità di moto dei nuclei. Se i nuclei fanno delle piccole oscillazioni, la loro 


quantità di motoè — VMAug; poiché la frequenza ws è al tempo stesso inversa- 
mente proporzionale a VV M, l'elemento di matrice (nv’ | V;,, | mv) è dell'ordine 
di (m/M)3/. 


$ 83. Termini di multipletto. Caso a) 


Passiamo ora alla questione della classificazione dei termini 
molecolari con spin $ diverso da zero. Nell’approssimazione d'ordine 
zero, trascurando totalmente gli effetti relativistici, l’energia della 
molecola, come per qualsiasi sistema di particelle, non dipende 
dalla direzione dello spin (lo spin è « libero »), ciò che conduce a una 
degenerazione di ordine (25 + 1) dei livelli. Se si tiene invece anche 
conto degli effetti relativistici, i livelli degeneri si separano, e come 
risultato l'energia risulta dipendere dalla grandezza della proiezione 
dello spin sull’asse della molecola. Parleremo delle interazioni 
relativistiche nella molecola come di interazione spin-asse. Un ruolo 
molto importante in essa è sostenuto (come negli atomi) dall’intera- 
zione degli spin con il moto orbitale degli elettroni!). 

Il carattere e la classificazione dei livelli molecolari dipendono 
sostanzialmente dal ruolo relativo che hanno l'interazione dello 
spin con il moto orbitale da una parte e la rotazione della molecola 
dall'altra. Il ruolo di quest’ultima è caratterizzato dalle distanze 
fra livelli rotazionali contigui. Ne segue che si devono considerare 


1) Oltre alle interazioni spin-orbita e spin-spin, esiste ancora un'interazione 
dello spin e del moto orbitale degli elettroni con la rotazione della molecola. 
Tuttavia, questa parte dell'interazione è molto piccola e il suo esame può pre- 
sentare interesse solo per i termini con spin S = 1/2 (vedi $ 81). 
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due casi limite. In uno di essi l’energia dell’interazione spin-asse 
è grande rispetto alle differenze dei livelli rotazionali, nell’altro 
è piccola. Il primo caso si è soliti chiamarlo caso (o tipo di accoppia- 
mento) a, e il secondo caso » (F. Hund, 1933). 

Il caso a e il più frequente. Fanno eccezione i termini 2 i quali 
seguono essenzialmente il caso è, poiché l’effetto di interazione 
spin-asse è per essi piccolo (vedi più avanti)!). Per gli altri termini 
il caso d si presenta talvolta nelle molecole più leggere, poiché 
l'interazione spin-asse è qui relativamente debole mentre le distanze 
fra i livelli rotazionali sono grandi (il momento di inerzia è piccolo). 

È ovvio che sono possibili anche casi intermedi fra a e db. È anche 
da tener presente che uno stesso stato elettronico può passare con 
continuità dal caso a al caso d cambiando il numero quantico rota- 
zionale. Questo è dovuto al fatto che le distanze fra i livelli rotazio- 
nali contigui crescono col numero quantico rotazionale e, di conse- 
guenza, per grandi valori di quest’ultimo possono risultare grandi 
rispetto all’energia dell’accoppiamento spin-asse (caso è), anche 
se per i livelli rotazionali bassi si verifica il caso a. 

Nel caso a la classificazione dei livelli differisce poco, in linea 
di principio, dalla classificazione dei termini con spin nullo. Consi- 
deriamo dapprima i termini elettronici con i nuclei fissi, trascurando 
cioè completamente la rotazione; accanto alla proiezione A del 
momento angolare orbitale degli elettroni, bisogna ora considerare 
la proiezione dello spin totale sull’asse della molecola; indichiamo 
con X questa proiezione?) che prende i valori S, S—- 1, ..., — S. 
Conveniamo di considerare X positiva quando la direzione della 
proiezione di spin coincide con la direzione del momento angolare 
orbitale rispetto all'asse (ricordiamo che A esprime il valore assoluto 
di quest’ultimo). Le grandezze A e 2 costituiscono il momento 
angolare totale degli elettroni rispetto all’asse della molecola: 


Q=A+5; (83,4) 


esso prende i valori A+ S, A+S— 1,...,, AT— S&S. In tal 
modo, un termine elettronico con momento orbitale A si separa 
in 2S + 1 termini che differiscono per i valori di Q (come per i ter- 
mini atomici, questa separazione si chiama struttura fine o separa- 
zione in multipletti dei livelli elettronici). Si usa indicare il valore 
di £2 con un indice posto in basso vicino al simbolo del termine; per 
esempio, per A = 1, S = 1/2 si hanno i termini ?II,,3, #II3:2. 

Se si tiene conto del moto dei nuclei, per ciascuno di questi 
termini si ha una struttura vibrazionale e rotazionale. I diversi 
livelli rotazionali sono caratterizzati dai valori del numero quan- 


1) Il termine elettronico fondamentale della molecola O, (termine 32) 
rappresenta un caso particolare. Per esso si ha un tipo di accoppiamento inter- 


medio fra a e d (vedi problema 3, $ 84). 
2) Da non confondere con il simbolo dei termini con A = 0! 
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tico J del momento angolare totale della molecola, che include in sé 
il momento orbitale e di spin degli elettroni e il momento angolare 
della rotazione dei nuclei!). Questo numero prende valori interi 


a partire da |Q]: 
J>]|Q| (83,2) 


(evidente generalizzazione della regola (82,6).) 

Ricaviamo le formule quantitative che determinano i livelli 
molecolari nel caso a. Consideriamo anzitutto la struttura fine di un 
termine elettronico. Nello studio della struttura fine dei termini 
atomici nel $ 72 abbiamo usato la formula (72,4) secondo la quale 
il valore medio dell’interazione spin-orbita è proporzionale alla 
proiezione dello spin totale dell'atomo sul vettore del momento 
angolare orbitale. In modo assolutamente analogo, l'interazione 
spin-asse in una molecola biatomica (mediata rispetto allo stato 
elettronico per una data distanza r fra i nuclei) è proporzionale alla 
proiezione Z dello spin totale della molecola sul suo asse, cosicché 
possiamo scrivere il termine elettronico separato nella forma 


U (r)+A(r)Z, 


dove U (r) è l’energia del termine iniziale (non separato) e A (r) una 
funzione di r che dipende dal termine iniziale (in particolare, dal 
valore di A), ma non da X. Poiché si è soliti usare il numero ®, 
anziché X, è più opportuno allora scrivere AQ in luogo di AZ; 
queste espressioni differiscono della quantità AA che si può inclu- 
dere in Z (r). Per il termine elettronico abbiamo quindi l’espres- 
sione 


U (r)+ A (r) SO. (83,3) 


Notiamo che i componenti del termine separato risultano equi- 
distanti fra loro la distanza fra i componenti contigui (con i valori 
di © differenti di un’unità) è uguale ad A (r) e non dipende da £. 

Da considerazioni generali è facile vedere che la grandezza A 
per i termini 2 è nulla. A tale scopo eseguiamo l’operazione di cam- 
biamento del segno del tempo. L'energia deve allora restare inva- 
riata mentre lo stato della molecola cambia poiché il verso lun- 
go l’asse del momento angolare orbitale e del momento di spin 
sì muta nell’opposto. Nell’energia A (r) Z cambia il segno di 2, 
e affinché essa resti invariata occorre che anche A (r) cambi il 
segno. Se A = 0, non si possono trarre conclusioni circa il valore 
della grandezza A (r), perché quest’ultima dipende dal momento 
orbitale, che, a sua volta, cambia il segno. Se invece A = 0, si può 
affermare in ogni caso che A (r) non varia e, di conseguenza, deve 


1) Il simbolo K è riservato, come d'uso, al momento totale della molecola 
senza tener conto del suo spin. Nel caso a il numero quantico K non esiste, cosic- 
ché il momento K non sì conserva neppure approssimativamente. 
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identicamente annullarsi. Cosî, per i termini X l’interazione spin- 
orbita in prima approssimazione non conduce a una separazione; la 
separazione (proporzionale a 2”), relativamente piccola, compari- 
rebbe se si tenesse conto di questa interazione nell’approssimazione 
del secondo ordine o dell’interazione spin-spin nell’approssimazione 
del primo ordine. A ciò è dovuto il fatto già ricordato che per i ter- 
mini X si ha di solito il caso d. 

Dopo aver determinato la separazione in multipletti, si può 
‘prendere in considerazione la rotazione della molecola come pertur- 
bazione, analogamente a come è stato fatto all’inizio del paragrafo 
precedente. Il momento della rotazione dei nuclei si ottiene dal 
momento angolare totale sottraendo il momento orbitale e di spin 
degli elettroni. Quindi l’operatore dell’energia centrifuga si scrive 
ora nella forma 


BM(Î-L-S?. 
Mediando questa grandezza rispetto allo stato elettronico e som- 
mando con la (83,3), otteniamo l’energia potenziale) effettiva cer- 
cata Ux (r): 
U;(r)}=U(M+A()Q+B(W)(J_L-S)= 

=U(r) 4+-A()Q+B(7){J2—2J(L+S)+L?+2LS+S7. 

L’autovalore di J? è J (J + 1). Inoltre, per le stesse considerazioni 
che nel $ 82, si ha J 

L=nA, S=n%, (83,4) 


poiché (}J — L — Sìn = 0, si ottiene per gli autovalori 
n=(L+S)n=A+2=Q. (33,9) 
Sostituendo questi valori, otteniamo 
U;(r)=U(r) +A()Q+B(N){7(7+1)— 2024 L2+2LS + S?. 


La media rispetto allo stato elettronico si esegue con le funzioni 
d’onda dell’approssimazione di ordine zero!). Ma in questa appros- 
simazione il modulo dello spin si conserva; quindi S° = S (S + 1). 
Per quanto riguarda la funzione d’onda, essa rappresenta il prodotto 
di una funzione di spin per una orbitale; quindi le medie dei momenti 
L e S vanno eseguite indipendentemente l’una dall’altra, e si ottiene 


LS= AnS= AS. 


Infine, il valore medio del quadrato del momento angolare orbitale L? 
non dipende dallo spin e rappresenta una certa funzione di r, carat- 


_ ? Approssimazione d'ordine zero sia per quanto riguarda l’effetto di rota- 
zione della molecola sia per quanto riguarda l'interazione spin-asse. 
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teristica di un dato termine elettronico (non separato). Tutti i ter- 
mini, che rappresentano funzioni di r e non dipendono da J e Di; 
si possono includere in U (r), mentre il termine proporzionale a X 
(o, che è lo stesso, a £) si può includere nell'espressione A (r) ©. 
Per l’energia potenziale efficace otteniamo cosi la formula 


U,;(r)=U(r) +A(r)Q+B(7)[J(J+1)—22. (83,6) 


I livelli energetici della molecola si possono ricavare da qui con 
lo stesso procedimento usato nel $ 82 dalla formula (82,9). Svilup- 
pando U (r) e A (r) in serie secondo le potenze di È e conservando 
nello sviluppo di V (r) i termini del secondo ordine, e nello svi- 
luppo del secondo e del terzo termine soltanto i termini d'ordine 
zero, otteniamo i livelli energetici nella fora 


E = U.+ 4,24 hoe (0+) +B-17(7+1)— 207, (83,7) 


dove A, = A4 (r.), Be sono costanti che caratterizzano il dato termine 
elettronico (non separato). Continuando lo sviluppo, otterremmo 
ancora una serie di termini di potenze superiori dei numeri quantici; 
non ci fermiamo qui a scriverli. 


$ 84. Termini di multipletto. Caso b) 


Passiamo ora al caso db. Qui l’effetto della rotazione della mole- 
cola prevale sulla separazione in multipletti. Dobbiamo quindi 
considerare in primo luogo l’effetto della rotazione trascurando 
l'interazione spin-asse, e successivamente tener conto di quest’ulti- 
ma come di una perturbazione. 

In una molecola con spin « libero » si conserva non solo il momento 
angolare totale J, ma anche la somma K del momento angolare 
orbitale degli elettroni e del momento angolare della rotazione dei 
nuclei, che è legata a J dalla relazione 


J=K4+S. (84,1) 


Il numero quantico K differenzia i vari stati di rotazione della 
molecola con spin libero, che si ottengono da un dato termine elettro- 
nico. L'energia potenziale efficace Vx (r) in uno stato con un dato 
valore di K è determinata, evidentemente, secondo la stessa formula 
(82,5) che per i termini con spin S = 0: 


Ux (r)=U(r)+B(r)K(K+1), (84,2) 


dove K prende i valori A, A+1,... 

L’inserinento dell'interazione spin-asse conduce alla separa- 
zione di ciascun termine in 26 4 1 termini (o in 2K + 1 termini 
se K< S) che si differenziano per i valori del momento angolare 


MOLECOLE BIATOMICHE 385 


totale 71). Secondo la regola generale di addizione dei momenti, il 
numero YJ prende (per un dato X) i valori da X+Sa|X_Sl: 


|K-SI<CI<KK+S. (84,3) 


Per calcolare l’energia di separazione (nell’approssimazione del 
primo ordine della teoria delle perturbazioni), occorre determinare 
il valore medio dell’operatore dell’energia di interazione spin-asse 
rispetto allo stato dell’approssimazione d’ordine zero (rispetto 
a questa interazione). Nel caso considerato questo significa mediaresia 
rispetto allo stato elettronico che rispetto alla rotazione della molecola 
(per un dato r). A seguito della prima media otteniamo un operatore della 
forma A (r)nS proporzionale alla proiezione dell'operatore dello 
spin sull’asse della molecola. Mediamo poi questo operatore rispetto 
alla rotazione della molecola, considerando arbitraria la direzione 

TA —n 
del vettore spin; allora nS = nS. Il valore medio n è un vettore che 
per ragioni di simmetria deve avere la stessa direzione del « vettore » 
K, l'unico vettore che caratterizza la rotazione della molecola. 
Quindi possiamo scrivere 


n= costante K. 


Il coefficiente di proporzionalità si determina facilmente moltipli- 


cando entrambi i membri dell'uguaglianza per K e osservando che 
gli autovalori nK = A (vedi la (82,4)), K-= K(K+ 1). Cosf 
abbiamo 
SA A 
nS= 7IKTI 


Infine, secondo la formula generale (31,3), l’autovalore del pro- 
dotto KS è uguale a 


KS=+ [J(J+1)-K(K+1)—S(S-+1)]. (84,4) 


Arriviamo finalmente all'espressione seguente per il valore medio 
dell'energia di interazione spin-asse cercato: 


A) srt 0/7 +1)—-S(8+1)—K(£+1)]= 


= AM rar W-S)7+S+1)-+AMA. 


Questa espressione va aggiunta all'energia (84,2). Allora il termine 
1/2 A (r) A, poiché non dipende da X e J, può essere incluso in 


1) Nel caso ò la proiezione nS dello spin sull’asse della molecola non ha un 
valore determinato, cosicché non esiste il numero quantico £ (e L). 
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U (r), cosicché per l'energia potenziale efficace otteniamo finalmente 
l’espressione 


Ug ()=U (1)+B (1) K(K+1)+AMA ESILE. (84,5) 


Lo sviluppo secondo le potenze di È = r — re conduce nel modo 
solito all’espressione per i livelli energetici della molecola nel caso b: 


1 J-S)(J+S+1 
E=U2+ fi, (0+3-) + BK (K+1) + AA a (84,6) 


Come è stato già detto nel paragrafo precedente, nei termini Y 
l'interazione spin-orbita non conduce in prima approssimazione a 
una separazione in multipletti e per la determinazione della struttura 
fine bisogna tener conto dell’interazione spin-spin il cui operatore 
è quadratico rispetto agli spin degli elettroni. Non ci interessa ora 
l'operatore stesso, bensi il risultato che si ottiene prendendo il suo 
valore medio rispetto allo stato elettronico della molecola, come 
è stato fatto per l’operatore dell’interazione spin-orbita. È evidente 
che per ragioni di simmetria l'operatore cercato deve essere propor- 
zionale al quadrato della proiezione dello spin totale della molecola 
sull’asse, cioè può essere scritto nella forma 


a (r) (Sn)?, (34,7) 


dove a (r) è una certa funzione di r, caratteristica per il dato termine 
elettronico (la simmetria ammette anche un termine proporzionale 


a S?; tuttavia, esso non presenta alcun interesse poiché il valore 
assoluto dello spin è semplicemente una costante). Non ci sofferme- 
remo qui sulla deduzione della formula generale, che è voluminosa, 
della separazione dovuta all’operatore (84,7); nel problema 1 di 
questo paragrafo è data la deduzione della formula per i termini Y 
di tripletto. 

Un caso particolare è dato dai termini È di doppietto. Secondo 
il teorema di Kramers ($ 60), per un sistema di particelle con spin 
totale S = 1/2 la degenerazione di ordine due resta sicuramente 
anche se si tiene conto di tutte le interazioni relativistiche interne 
del sistema. Quindi i termini *X restano non separati anche se si 
tiene conto (in qualsiasi approssimazione) sia delle interazioni spin- 
orbita che delle interazioni spin-spin. 

La separazione si otterrebbe qui soltanto se si tenesse conto dell’in- 
terazione relativistica dello spin con la rotazione della molecola; 
questo effetto è molto piccolo. L'operatore mediato di questa intera- 


zione deve, evidentemente, avere la forma y KS, e i suoi autovalori 
sono dati dalla formula (84,4) nella quale bisogna porre S = 1/2, 
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J = K + 1/2. Per i termini ?X si ottiene infine la formula 
4 5 
E=U+ho, (v+)+B.K(K+1)+}(K+$) (848) 


(abbiamo incluso in V la costante —y/4). 


PROBLEMI 


4. Determinare la separazione in multipletti del termine 3£ nel caso 
(H. Kramers, 1929). I 

Soluzione. La separazione cercata è determinata dall'operatore (84,7) che 
va mediato rispetto alla rotazione della molecola. Scriviamolo nella forma 
Geni :S;:Sk, dove sì è posto a, = & (ro). Poiché S è un vettore conservativo, si 
deve mediare soltanto il prodotto rjng. Secondo una formula analoga a quella 
ottenuta nel problema del $ 29, abbiamo 
DS Riki +kak, dit 

(QK-—1)(2K+3) | 


nik = 


sono omessi qui i termini (proporzionali a è;,) che apporterebbero all'energia un 
contributo, che non dipende da J e, di conseguenza, non conduce alla separazione 
a cui ci interessiamo. In tal modo, la separazione è determinata dall’operatore 


= TE=DEKTSI SS (RK + KR). 
Poiché S commuta con È, si ha 
$ 5 nR Rn = SiR SK SK), 
dove l’autovalore di SK è dato dalla formula (84,4). Inoltre, abbiamo 
$$ Raf => SS fi +15:Snen n= 
= (SK)— + (8;$2—-SxÎ,) temi 1= (SK)? +5 cinseinm SmP1=(SK)?+-SK, 


Ai tre componenti Ex del tripletto 3 (S = 1) corrispondono J=K, 
K +1. Pey gli intervalli tra questi componenti otteniamo i valori 


K+41 K 
Eg+1-Eg= —CeTRT3 D) Eg-4—-Eg= — Xe DR_1 ° 


2. Determinare l’energia del termine di doppietto (con A = 0) per i casi 
intermedi fra a e bd (E. Hill, J. van Vleck, 1928). 
Soluzione. Poiché l’energia rotazionale e l’energia di interazione spin-asse 
sono considerate dello stesso ordine di grandezza, occorre considerarle contem- 
oraneamente nella teoria delle perturbazioni, cosicché l’operatore di pertur- 
tazione ha la forma!) 


y = BK? + A,n$. 


4) La media rispetto alle oscillazioni va eseguita prima della me- 
dia rispetto alla rotazione. Abbiamo sostituito quindi (limitandoci ai 
primi termini dello sviluppo in È) le funzioni 8(r) e A(r) con i valori 
As e i livelli energetici imperturbati: E=U,+ho(v+4/2). 


Be, 
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Come funzioni d'onda d'ordine zero è opportuno usare le funzioni d'onda 
di stati in cui hanno un valore determinato i momenti X e J (cioè le funzioni del 
caso b). Poiché per il doppietto si ha S = 41/2, per un dato J il numero quantico 
K può avere i valori X = J + 4/2. Per stabilire l'equazione secolare, occorre 
calcolare gli elementi di matrice (nSKJ |V|nSX'J}) (n Tappesonie l'insieme 
dei numeri quantici che determinano il termine elettronico), dove K, K' prendo- 
no i valori indicati. La matrice dell'operatore K? è diagonale (gli elementi diago- 
nali sono X (K +- 1)). Per quanto riguarda gli elementi di matrice di (nS), 
essi vanno calcolati con la formula (109,5) (in cui S, K, J sostituiscono j1, ja J); 
gli elementi di matrice ridotti di n sono dati dalle formule (87,4). Dopo tutti 
questi calcoli si ottiene l'equazione secolare 


Bs (J+1/2)(7+3/2)—463 i —E4 e IVO FIRA_R 


de A 
Ii VITFIRA—Ri Bo (1+1/2)(J-1/2)+A0 77 E 


Risolvendo questa equazione e sommando %E% all'energia imperturbata, 
otteniamo 


E=Ue+-h0g (0+1/2)+ BeJ (J+1) +3Y B2(7+1/2—ABA+ Aî/4 


(intU» è inclusa la costante 8/4). AI caso a corrisponde Ax > 28,7, e al caso d 
la disuguaglianza in senso contrario. i 
3. Determinare gli intervalli fra i componenti del tripletto *Z nel caso 
intermedio fra a e b. 
Soluzione. Come nel problema 2, l'energia rotazionale e l'energia di intera- 
zione spin-spin vanno considerate contemporaneamente nella teoria delle per- 
turbazioni. L'operatore della perturbazione ha la forma 


=0. 


V=B,K2+a,(nS)* 


Come funzioni d’ouda d’ordine zero usiamo le funzioni del caso b. Gli 
elementi di matrice (XK | nS | X') (omettiamo tutti gli indici rispetto ai quali 
la matrice è diagonale) saranno calcolati di nuovo con le formule (109,5) e 
(8704), ponendo questa volta A = 0, S = 1. Gli elementi diversi da zero hanno 
a forma 


J 


Per un dato J il numero K può averei valori X = J,J +41. Pergli elementi 
di matrice (K |V|X'}) troviamo 


IIV|I=BI F+1) 4a J-LVIITD=BUMI + i, 


TH VIT+1)=B (+0 (142400 IT: 


J(JH41 
J-4|V]J+1)=:J+1]VJJ—1)=0% rr: 


Vediamo che non ci sono transizioni fra gli stati con X =Jeglistati con 
K=J +1. Quindi uno dei livelli è semplicemente E, = (J 1V1J). Glialtri 
due (E2, É3) si ottengono in seguito alla soluzione dell equazione secolare qua- 
dratica costituita dagli elementi dì matrice per le transizioni fra gli stati J + 1. 
Poiché ci interessa solo la disposizione relativa dei componenti del tripletto, 
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sottraiamo la costante a, da tutte e tre le energie E,,2,3. Come risultato otte- 
niamo 


Ex=B,J(J-+1), 


o 2 
Eg,3=B(J9-+J+ 1-3 +V B: 27+1)-aB+£. 


Nel caso b (a è piccola), considerando i tre livelli con uno stesso KX e diversi 
J (J = K, K + 1), otteniamo ancora le formule ottenute nel problema 1. 


S 85. Termini di multipletto. Casi c) e d) 


Oltre ai casi a e d e casi intermedi, esistono anche altri tipi di 
accoppiamento. Questi tipi di accoppiamento si originano nel modo 
seguente. La comparsa del numero quantico A è dovuta, in ultima 
analisi, all'interazione elettrostatica dei due atomi nella molecola, 
che conduce alla simmetria assiale del problema della determinazione 
dei termini elettronici (in relazione a questa interazione nella mole- 
cola si parla di accoppiamento del momento angolare orbitale con 
l’asse). Una misura dell’intensità di questa interazione è data dalla 
distanza fra i termini con valori diversi di A. Nell’esposizione pre- 
cedente, questa interazione è stata implicitamente supposta cosi 
forte che queste distanze risultassero grandi rispetto sia agli inter- 
valli nella separazione in multipletti che nella struttura rotazionale 
dei termini. Esistono, però, anche dei casi opposti in cui l’intera- 
zione del momento angolare orbitale con l’asse è comparabile o 
persino piccola rispetto agli altri effetti; è ovvio che in tali casi non 
si può parlare, in nessuna approssimazione, di conservazione della 
proiezione del momento angolare orbitale sull’asse, cosicché il nu- 
mero perde significato. 

Se l’accoppiamento del momento angolare orbitale con l’asse 
è piccolo rispetto all’accoppiamento spin-orbita, allora si parla di 
caso c. Esso si presenta nelle molecole contenenti un atomo degli 
elementi delle terre rare. Questi atomi sono caratterizzati dalla pre- 
senza di elettroni f con momenti angolari non compensati; la loro 
interazione con l’asse della molecola è indebolita dal fatto che gli 
elettroni f sono disposti piuttosto all’interno dell'atomo. I tipi di 
accoppiamento intermedi fra a e c si incontrano nelle molecole costi- 
tuite da atomi pesanti. 

Se l’accoppiamento del momento angolare orbitale con l’asse 
è piccolo rispetto agli intervalli della struttura rotazionale, si parla 
di caso d. Questo caso si presenta per livelli rotazionali alti (con 
J grande) di certi termini elettronici delle molecole più leggere 
(H,, Hey). Questi termini sono caratterizzati dalla presenza nella 
molecola di un elettrone fortemente eccitato la cui interazione con 
gli altri elettroni (che costituiscono il cosiddetto « nocciolo » della 
molecola) è cosi debole che il suo momento angolare orbitale non 
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è quantizzato lungo l’asse della molecola (mentre il nocciolo possiede 
un determinato momento angolare Anocc rispetto all'asse). 

Aumentando la distanza r fra i nuclei l'interazione degli atomi 
si indebolisce e diventa infine debole rispetto all’interazione spin- 
orbita negli atomi. Considerando i termini elettronici per r sufficien- 
temente grandi, avremo perciò il caso c. Questa circostanza è da 
tener presente nella spiegazione della corrispondenza fra i termini 
elettronici della molecola e gli stati degli atomi che si ottengono per 
r +co. Nel $ 80 abbiamo considerato questa corrispondenza tra- 
scurando l’interazione spin-orbita. Se si tiene conto della struttura 
fine dei termini, sorge l’ulteriore questione della corrispondenza fra 
i valori Jj e J, dei momenti angolari totali degli atomi isolati e i 
valori del numero quantico £ della molecola. Diamo qui i risultati 
senza ripetere i ragionamenti del tutto analoghi a quelli fatti nel 
$ 80. “a 

Se la molecola è costituita da atomi diversi, i valori possibili di 
| Q |), chesi ottengono nel combinare gli atomi con momenti angolari 
J, € Je (J: =J3), sono dati dalla stessa tabella (80,1) nella quale 
occorre sostituire Z,, Ly con J,, Ja e A con | £ |. L'unica differenza 
è che per J, + J, semintero il minimo di | | non sarà zero, come 
risulta dalla tabella, ma 41/2. Per Jj + J% intero ci sono 2J, + 1 
termini con Q = 0 per i quali (così come per i termini £ se non 
si tiene conto della struttura fine) si pone la questione del'loro segno. 
Se J, e J, sono entrambi seminteri, il numero (2J, + 1) è pari esi 
ha lo stesso numero uguale di termini pari e dispari che indichiamo 
convenzionalmente con 0* e 07. Se invece J, e YJ, sono entrambi 
interi, si avrà allora Ja +1 termini 0* e JJ, termini 07 (se 
(—1)/1+5:P,P, = 1), o viceversa (se (—1)/1+/2:P,P, = — 1). 

Se la molecola è costituita da atomi identici che si trovano in 
stati diversi, gli stati molecolari risultanti saranno gli stessi che 
nel caso di atomi diversi, con la sola differenza che il numero totale 
dei termini è raddoppiato, ogni termine comparendo una volta 
come termine pari e un’altra volta come termine dispari. 

Infine, se la molecola è costituita da atomi identici che si trovano 
in stati identici (con momenti angolari Jj = J,= J), il numero 
totale di stati resta lo stesso che nel caso di atomi diversi, e la loro 
distribuzione rispetto alla parità è tale che 


per J intero 6 pari: Ng=Nu+1, 


» Je » S dispari: Ng=Nu, 
» J semintero Q pari: —Nu=Ng, 
» J  » O dispari: Na=Ng+1. 


1) Nel comporre i due momenti angolari totali degli atomi J, e J. nel mo- 
mento angolare risultante £, il segno di £ è, evidentemente, inessenziale. 
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Tutti i termini 0* sono pari e tutti i termini 07 dispari. 

A misura che la distanza fra i nuclei diminuisce, l’accoppiamento 
di tipo c si trasforma di solito nell’accoppiamento di tipo a!). Allora 
può presentarsi la seguente situazione interessante. 

Come è stato già detto, il termine con A = O si riferisce al caso 
b; dal punto di vista della classificazione del caso a, questo significa 
che ai livelli del multipletto con valori diversi di £! (e con identici 
A = 0) corrisponde la stessa energia. Ma tali livelli possono compari- 
re nell’avvicinamento degli atomi che si trovano in stati differenti 
della struttura fine. 

In tal modo, può risultare che uno stesso termine molecolare 
corrisponda a coppie diverse di stati atomici della struttura fine. Una 
situazione analoga può verificarsi per quei termini con Q = 0 che, 
nell’avvicinamento dei nuclei, si trasformano in un termine mole- 
colare con A #0 (e, rispettivamente, 2 = — A); tali livelli risul- 
tano doppiamente degeneri, poiché ai termini 0* e 07 (che possono 
originarsi da coppie diverse di stati atomici) nel caso @ corrisponde 
la stessa energia?). 


$ 86. Simmetria dei termini molecolari 


Abbiamo già considerato nel $ 78 alcune proprietà di simmetria 
dei termini della molecola biatomica. Queste proprietà caratterizza- 
vano il comportamento delle funzioni d’onda nelle trasformazioni 
che non interessano le coordinate dei nuclei. Cosî, la simmetria della 
molecola rispetto alla riflessione in un piano passante per il suo 
asse porta alla distinzione tra i termini X* e Z-; la simmetria ri- 
spetto al cambiamento del segno delle coordinate di tutti gli elettroni 
(per una molecola costituita da atomi identici)?) porta alla classi- 
ficazione dei termini in termini pari e dispari. 

Queste proprietà di simmetria caratterizzano i termini elettronici 
e sono le stesse in tutti i livelli rotazionali relativi a uno stesso termi- 
ne elettronico. 

Inoltre, gli stati della molecola (come in generale di ogni sistema 
di particelle; vedi $-30) sono caratterizzati dal loro comportamento 
rispetto all’inversione nell’origine, ossia al cambiamento contempo- 
raneo del segno delle coordinate di tutti gli elettroni e i nuclei. 

Tutti i termini della molecola si dividono in positivi—con funzioni 
d’onda che non cambiano allorché le coordinate degli elettroni e dei 


1) La corrispondenza fra la classificazione dei termini di tipo a e di tipo c 
non può essere stabilita in forma generale. Essa richiede un esame concreto delle 
curve dell’energia potenziale, tenendo conto della regola che i livelli di uguale 
simmetria non si intersecano ($ 79). 

2) Trascuriamo qui il cosiddetto sdoppiamento A (vedi $ 88). 

3) L'origine delle coordinate è supposta sull’asse della molecola, nel punto 
di mezzo del segmento che unisce i due nuclei. 
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nuclei cambiano segno, e in negativi — con funzioni d’onda che 
cambiano segno nell’inversione!). 

Per A # 0, ogni termine è doppiamente degenere corrispondente- 
mente alle due direzioni possibili del momento angolare rispetto 
all’asse della molecola. In seguito all’operazione di inversione il 
momento angolare di per sé non cambia segno, ma nello stesso tempo 
l’asse della molecola inverte la direzione (gli atomi si scambiano 
di posto!) e, di conseguenza, anche il momento A assume verso opposto 
rispetto all'asse della molecola. Quindi le due funzioni d'onda rela- 
tive ad un dato livello energetico si trasformano l'una nell’altra, 
‘e si può sempre comporre con esse una combinazione lineare inva- 
riante rispetto all’inversione e un'altra combinazione che in questa 
trasformazione cambia segno. In tal modo, otterremo per ogni ter- 
mine due stati di cui uno sarà positivo e l’altro negativo. Ma ogni 
termine con 4. £ 0 di fatto si separa (vedi $ 88), cosicché-questi 
due stati corrispondono a valori diversi dell'energia. 

I termini 2 richiedono un esame speciale per la determinazione 
del loro segno. Prima di tutto è chiaro che lo spin non ha nessuna 
relazione con il segno del termine; l'operazione di inversione inte- 
ressa soltanto le coordinate delle particelle, lasciando invariata la 
parte di spin della funzione d'onda. Quindi tutti i componenti 
della struttura di multipletto di ogni dato termine hanno lo stesso 
segno. In altre parole, il segno del termine dipenderà solo da XK, e 
non da J?). 

La funzione d'onda della molecola rappresenta il prodotto delle 
funzioni d'onda elettronica e di quella nucleare. È stato mostrato 
nel $ 82 che nello stato X il moto dei nuclei è equivalente al moto 
di una particella con momento angolare orbitale K nel campo a sim- 
metria centrale U (r). Si può quindi affermare che nel cambiamento 
del segno delle coordinate la funzione d'onda nucleare viene molti- 
plicata per (1) (vedi la (30,7)). 

La funzione d'onda elettronica caratterizza il termine elettronico, 
e per chiarire il suo comportamento nell’inversione, occorre consi- 
derarla in up sistema di coordinate, solidale ai nuclei e rotante insie- 
me con essi. Sia 7yz un sistema di coordinate immobile nello spazio, 
e Ént un sistema di coordinate rotante in cui la molecola, in blocco 
è immobile. Orientiamo gli assi È, n, $ in modo tale che l’asse & 
coincida con l’asse della molecola dirigendolo per esempio, dal nucleo 
1 al nucleo 2, e supponiamo che la disposizione delle direzioni posi- 


1) Ci atteniamo qui la terminologia in uso. Essa e infelice, perché, ne 
caso dell'atomo, si parla del comportamento dei termini rispetto all’inversione 


come delle loro parità, e non del loro segno. 
Per i termini 2 non si deve confondere il segno, di cui quì sì tratta, coni 


segni+e — messi come indici in alto! 
2\ Ricordiamo che per i termini Y si verifica di solito il caso d, e occorre 


servirsi perciò dei numeri quantici X e J. 
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tive degli assi È, n, é sia la stessa che nel sistema yz (cioè se il 
sistema xyz è destrorso, anche il sistema È n È è destrorso). In seguito 
all’operazione di inversione, il sistema xyz inverte la direzione degli 
assi e da destrorso diventa sinistrorso. Allora anche il sistema Én£ 
deve diventare sinistrorso. Ma l’asse & solidale con i nuclei conserva 
la sua direzione; quindi bisogna invertire la direzione di uno degli 
assi È o n. Cosi l'operazione di inversione nel sistema di coordinate 
immobile è equivalente nel sistema mobile alla riflessione in un piano 
passante per l’asse della molecola. Ma in tale riflessione la funzione 
d’onda elettronica del termine X* non si cambia e quella del ter- 
mine X7 cambia segno. 

In tal modo, il segno dei componenti rotazionali del termine 
X* è determinato dal fattore (—41)K; tutti i livelli con X pari sono 
positivi, quelli con X dispari negativi. Per il termine X”, il segno 
dei livelli rotazionali è determinato dal fattore (—1)K*! e tutti 
i livelli con KX pari sono negativi, con K dispari positivi. 

Se la molecola è costituita da atomi identici!), il suo hamiltoniano 
è invariante anche rispetto allo scambio delle coordinate dei due 
nuclei. Un termine si dice simmetrico rispetto ai nuclei se la sua 
funzione d'onda non cambia nello scambio dei nuclei, e antisimmetri- 
co se la funzione d'onda cambia il segno. La simmetria rispetto ai 
nuclei è strettamente legata alla parità e al segno del termine. Lo 
scambio delle coordinate dei nuclei è equivalente al cambiamento 
del segno delle coordinate di tutte le particelle (degli elettroni e dei 
nuclei) e al successivo cambiamento del segno delle coordinate dei 
soli elettroni. Ne segue che se il termine è pari (dispari) e nello stesso 
tempo positivo (negativo), esso è simmetrico rispetto ai nuclei. Se 
invece il termine è pari (dispari) e nello stesso tempo negativo (posi- 
tivo), esso è antisimmetrico rispetto ai nuclei. 

Alla fine del $ 62 è stato provato un teorema generale secondo 
il quale la funzione d’onda delle coordinate di un sistema di due 
particelle identiche è simmetrica se lo spin totale del sistema è pari, 
e antisimmetrica se lo spin totale è dispari. Applicando questo 
risultato ai due nuclei di una molecola con atomi identici, troviamo 
che la simmetria del termine è legata alla parità dello spin totale / 
ottenuto sommando gli spin i dei due nuclei. Il termine è simmetrico 
per / pari e antisimmetrico per / dispari?). In particolare, se i nuclei 
non hanno spin (i = 0), anche / è nullo; quindi la molecola non avrà 
affatto termini antisimmetrici. Si vede che lo spin nucleare esercita 
un'influenza indiretta essenziale sui termini molecolari, mentre la 


1) È necessario che i due atomi appartengano non solo a uno stesso elemen- 
to, ma anche a uno stesso isotopo 

3) Tenendo presente il legame fra la parità, il segno e la simmetria dei ter- 
mini, concludiamo che per spin totale pari / dei nuclei i livelli positivi sono pa- 
ri e i livelli negativi dispari; per dispari, viceversa. 
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sua influenza diretta (struttura iperfine dei termini) è del tutto 
trascurabile. 

Se si tiene conto dello spin dei nuclei, ciò conduce a una degene- 
razione addizionale dei livelli. Sempre nel $ 62 è stato calcolato il 
numero di stati con valori pari e dispari di / ottenuti sommando due 
spin i. Cosî, per è semintero il numero di stati con / pari è uguale a 
î (Zi + 1) e conf dispari a (i + 1) (2î + 1). Da quanto detto sopra 
deduciamo che il rapporto delle molteplicità di degenerazione!) gs, ga 
del termine simmetrico e del termine antisimmetrico per i semintero è 


rta. (86,1) 
Per i intero troviamo in modo analogo che questo rapporto è 
S 


fo tb, (86,2) 


Abbiamo visto che il segno dei componenti rotazionali del ter- 
mine X* è determinato dal numero (—1)E. Ecco perché, ad esempio, 
i componenti rotazionali del termine X} per X pari sono positivi 
e quindi simmetrici, e per X dispari negativi e, di conseguenza, anti- 
simmetrici. Tenendo presente i risultati ottenuti sopra, concludiamo 
che i pesi statistici nucleari dei componenti rotazionali del livello 
Z} con valori successivi di XK variano alternativamente nel rapporto 
(86,1) o (86,2). Una situazione analoga si ha per i livelli Zi, nonché 
per Xz, Xx. In particolare, per i = 0 sono nulli i pesi statistici dei 
livelli con X pari dei termini Xi, X7 e dei livelli con X dispari dei 
termini X}, Xx. In altre parole, negli stati elettronici Zi, 27 non 
esistono stati rotazionali con X pari, e negli stati Xj, 2; non esistono 
stati rotazionali con X dispari. 

Poiché l’interazione degli spin nucleari con gli elettroni è estre- 
mamente debole, la probabilità che / vari è molto piccola anche 
nell’urto fra molecole. Quindi le molecole che si distinguono per la 
parità di / e che hanno corrispondentemente soltanto i termini simme- 
trici o soltanto i termini antisimmetrici si comportano praticamente 
come versioni diverse della stessa sostanza. Tali sono, per esempio, 
i cosiddetti orto- e paraidrogeno; nella molecola del primo gli spin 
i = 1/2 dei due nuclei sono paralleli (7 = 1), e nel secondo anti- 
paralleli (7 = 0). 


1) A questo proposito, si parla spesso della molteplicità di degenerazione di 
un livello come del suo peso statistico. Le formule (86,1) e (86,2) determinano i 
rapporti dei pesi statistici nucleari dei livelli simmetrici e dei livelli antisim- 
metrici. 
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$ 87. Elementi di matrice di una molecola biatomica 


In questo paragrafo riportiamo alcune formule generali per gli 
elementi di matrice delle grandezze fisiche della molecola biatomica. 
Consideriamo dapprima gli elementi di matrice relativi a transizioni 
fra stati con spin nullo. 

Sia A una grandezza fisica vettoriale che caratterizza la molecola 
per i nuclei immobili (per esempio, il suo momento di dipolo elettrico 
o magnetico). Consideriamo dapprima questa grandezza in un sistema 
di coordinate ÈÉn$ rotante insieme con la molecola, dove l’asse & 
coincide con l’asse della molecola. Il momento angolare della mole- 
cola rispetto a questo sistema (cioè il momento elettronico L) non si 
conserva completamente, ma si conserva la sua componente 4. Quindi 
restano valide le regole di selezione rispetto al numero quantico L; = 
= A (coincidenti con le regole di selezione rispetto al numero M nel 
$ 29). Così, gli elementi di matrice non nulli del vettore saranno 


(nN'A|TA:|[NA), MA|Agf+iAn|n, A-1), 
n'A-A|Ag—iAn|nA) (87,1) 


(n numera i termini elettronici per un dato A). 

Se i due termini sono termini È, occorre tener conto anche della 
regola di selezione connessa con la simmetria rispetto alla riflessione 
in un piano passante per l’asse della molecola. In tale riflessione la 
componente & di un vettore ordinario (polare) non cambia, mentre 
il vettore assiale cambia il segno. Ne concludiamo che il vettore pola- 
re A: ha elementi di matrice non nulli solo per le transizioni X* + 
+ X* e X£- + ZX- e il vettore assiale per le transizioni X* + X.-. 
Non parliamo delle componenti Ar, An, perché per esse le transizioni 
senza cambiamento di A sono assolutamente impossibili. 

Se la molecola è costituita da atomi identici, esiste ancora una 
regola di selezione rispetto alla parità. Le componenti del vettore 
polare cambiano il segno nell’inversione. Quindi i suoi elementi di 
matrice sono diversi da zero soltanto per le transizioni fra stati con 
diversa parità (viceversa per il vettore assiale). In particolare, si 
annullano identicamente tutti gli elementi di matrice diagonali delle 
componenti del vettore polare. 

La questione del legame degli elementi di matrice (87,1) con 
gli elementi di matrice dello stesso vettore in un sistema di coordi- 
nate xyz immobile viene risolta con le formule generali che saranno 
ottenute più avanti (nel $ 110) per un qualsiasi sistema fisico a simme- 
tria assiale. 

Dopo la separazione della dipendenza dal numero quantico 
M x, che è comune ad ogni vettore (z è la proiezione del momento 
angolare totale K della molecola), restano gli elementi di matrice 
ridotti (n’K'A’ || A ||RKA). Il loro legame con gli elementi di 
matrice (87,1) è determinato dalla formula (110,7) perk =4%#' =1 
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(corrispondente a un vettore) e dove oecorre cambiare la notazione 
dei numeri quantici (ricordiamo che, in forza della (82,4), il numero 
A coincide con la componente & del momento totale K). Tenendo 
presente il legame (107,4) fra le componenti di un tensore sferico di 
rango uno e le componenti cartesiane di un vettore e prendendo i valo- 
ri dei simboli 3j dalla tabella 9 (pag. 513), otteniamo le formule 
seguenti per gli elementi di matrice diagonali in A: 


, 2K4-1 ’ 
(n KA|A|nKA)=A)/ Fri A |ArA), 


(n, K-1, AJA[|rKA)=iy EG34 n'A|A;|nA) 


e per gli elementi non diagonali in A: 


(n'KA||A||rK,A-1)= 


2K41)(K+A)(K-A41) 11/2,_, ; 
> nei (n'A|A+iAn|n, A—1), 


GAIA K-1,A-1)= 


K+A)(K+A—--1) ]1/2,_, . 
= i AMATI | (n'A|AgtiAn|r, A-1), 


(n, K-A,A|A|nK,A-1)= 


.T(K-A)(K-A+1) 1/2,, ; 
= i AF | MA|A+iAn|m A-1). 


(87,2) 


(87,3) 


Gli altri elementi non nulli si ottengono da quegli scritti, tenendo 
conto delle relazioni di hermiticità per gli elementi di matrice ridot- 
ti: 

(nKA|A{||RKA'A)= (KA | A|rKA)*, 


e per gli elementi di matrice nel sistema Ent: 
(nA|AriAn|n'A')=("A'|Ax+iAn|rA)*, 
(nA|Ar|n'A')= (n A"|Ar|nA)®. 


Scriviamo a parte le formule per gli elementi di matrice del 
vettore A = n che è un vettore unitario lungo l’asse della molecola. 
In questo caso abbiamo semplicemente Ar = An=0, Ax = 1, 
cosicché nel sistema Èné sono differenti da zero solo gli elementi 
diagonali (nA | A |RA) = 4. Gli elementi di matrice ridotti sono 
diagonali rispetto a tutti gli indici, tranne X; scrivendo solo questo 
indice, abbiamo 


AZ AN FE A ta=siy E 74 
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(H. Hònl, F. London, 1925). Per A=0 queste formule danno 
(K||rn}}K)=0, (K—A1||n||K)=iVK, 


ciò che corrisponde appunto, come era da aspettarsi, agli elementi 
di matrice di un vettore unitario per il moto in un campo a simmetria 
centrale (vedi (29,14)). 

Indichiamo ora in che modo devono essere modificate le formule 
ottenute per le transizioni fra stati con spin diverso da zero. È im- 
portante qui il fatto se questi stati si riferiscono al caso a o al caso bd. 

Se entrambi gli stati si riferiscono al caso a, le formule cambiano 
di fatto solo nelle notazioni. I numeri quantici K e Mx non esistono, 
e sono sostituiti dal momento totale Y e dalla sua proiezione My; 
sull'asse z. Inoltre si aggiungono i numeri S e 2 = A + %, cosicché 
gli elementi di matrice ridotti si scrivono come segue 


(n'J'S'QA' [|A ||eTSSQA). 


Sia A un certo vettore orbitale (vale a dire non dipendente dallo 


spin). Il suo operatore commuta con l'operatore dello-spin S, cosicché 
la sua matrice è diagonale rispetto ai numeri quantici $ e S, = X; ma 
se si usa invece di % il numero quantico £?, questo varia insieme con A 
(cioèQ’ — Q = A'— A). Le formule (87,2) — (87,4) cambiano soltanto 
nel senso che bisogna aggiungere gli indici 9, £’ agli elementi di 
matrice e occorre sostituire X, A +J, &!. Per esempio, in luogo 
della prima delle formule (87,2) occorre scrivere 


5 27 4-1 ; 
(n'IQA|A||2IQA)}=Q/ FF AAA: |n9A) 
(è omesso l’indice diagonale $). 

Sia ora A = S. Poiché l’operatore dello spin commuta con il 
momento orbitale, nonché con l’hamiltoniano, la sua matrice è dia- 
gonale rispetto ad n, A. Tuttavia, essa non è diagonale rispetto ad 
S e X (o ad L). Gli elementi di matrice delle componenti A:, An, At 
per le transizioni S, £ + $S”, X°’ sono dati dalle formule (27,13) in 
cui bisogna scrivere S e X in luogo di Z e M. Dopo di ciò il passaggio 
al sistema di coordinate xyz va eseguito con le formule (87,2), (87,3) 
facendo la sostituzione XK, A +J, €. Per esempio, otteniamo cosi 


_T (2741) (J+9Q)(J-2+1) 71/2 
(JQ||S|7,Q-1)= i = | ©. 
e o E i BC ci I i i Le 


x (Q|St+iSn]2-1)=| 47 (Î +1) 


(sono omessi gli indici diagonali n, S, A). 

Supponiamo ora che i due stati si riferiscono al caso d e che A sia 
un vettore orbitale. Il calcolo degli elementi di matrice va eseguito 
in due tappe. Consideriamo dapprima la molecola rotante senza tener 
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conto dell’addizione di S e K; gli elementi di matrice sono diagonali 
rispetto al numero $S e sono determinati dalle stesse formule (87,2) 
e (87,3). Nella seconda tappa, il momento X sommato con $ costi- 
tuisce il momento totale J, e il passaggio ai nuovi elementi di matrice 
viene eseguito secondo le formule generali (109,3) (in queste formule 
K, S,J fungono da j,, j2, J). Cosî, per gli elementi diagonali rispetto 
aJ, K, A otteniamo dapprima 


(n'JKA||A||nTKA)= 


KJS | 
—(—1)+I+9T. (2741) | TIKI (n'KA|[A||rKA) 


€ poi, prendendo il valore del simbolo 6j dalla tabella 10 (pag. 525) 
e l'elemento di matrice ridotto dalla (87,2), abbiamo finalmente 


(n JKA||A|nJKA)= 


__ 2J 4A 1/25 (J+1)+A(K-+1)-S(S-41), , 
A ag] rt KI NA|Ar[nA}). 


Analogamente si esegue il calcolo degli elementi di matrice per le 
transizioni fra stati di cui uno si riferisce al caso a, l’altro al caso db; 
lon ci fermiamo qui su questo calcolo. 


PROBLEMI 


1. Determinare la separazione Stark dei termini per una molecola biatoniica 
‘on momento dipolare costante; il termine si riferisce al caso 4. 

Soluzione. L'energia di un dipolo d in un campo elettrico € è uguale a 
“>d£. Per ragione di simmetria, è evidente che il momento dipolare della inole- 
‘ola biatomica è diretto lungo il suo asse: d = dn (d è una costante). Prendendo 
direzione del campo per asse z, otteniamo l'operatore della perturbazione nella 
Orma —dn,é. 

Determinando gli elementi di matrice diagonali di n, secondo le formule 
ag nel testo, troviamo che nel caso a la separazione dei livelli è data dalla 
èòrmula!) 


q 
Î 


O 


2. Lo stesso problema per il termine che si riferisce al caso b (con A # 0). 
Soluzione. Con lo stesso metodo troviamo 
J (J--1)--S(S4+41) +K (541) 


AE=-— AMA SR (RI (IL 


i SZ 


1} Può sembrare che si abbia qui una contraddizione con l’affermazione 
Serale ($ 76) sull’assenza di effetto Stark lineare. In realtà, tale contraddi- 


n 


S 
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3. Lo stesso problema per il termine !X.. 

Soluzione. Per A = 0 l’effetto lineare è assente, e occorre ricorrere all’ap- 
prossimazione del secondo ordine della teoria delle perturbazioni. Nella somma 
della formula generale (38,10) è sufficiente lasciare solo i termini corrispondenti 
alle transizioni fra i componenti rotazionali del termine elettronico dato (negli 
altri termini le differenze di energia ai denominatori sono grandi). Troviamo 
quindi 

AE = d2%? I(KMxk|nz}K-1, M €) |? 


\I(KMx]|n,.|K+1, Mx)? } 
Ex-Ek-1 i 


Eg—-Eku 


+ 


dove Eg = BK(K+ 1). Un calcolo assai semplice dà infine 


2 d2€3 [K(K+1)-3M}z] 
cali 2K (K+1)(2K—1)(2K+3)" 


$ 88. Sdoppiamento A 


La doppia degenerazione dei termini con A # 0 ($ 78) è in realtà 
approssimata. Essa ha luogo finché si trascura l’influenza della rotazio- 
ne della molecola sullo stato elettronico (cosi come delle appros- 
simazioni superiori nell’interazione spin-orbita), come sièfatto in 
tutta la teoria precedentemente svolta. Se si tiene conto dell’intera- 
zione fra stato elettronico e rotazione, si perviene alla separazione del 
termine con A 40 in due livelli vicini. Questo fenomeno si chiama 
sdoppiamento A (E. Hill, J. van Vleck, R. Kronig, 1928). 

Iniziamo di nuovo l’esame quantitativo di questo effetto dai 
termini di singoletto (S = 0). Il calcolo dell’energia dei livelli 
rotazionali è stato fatto nell’approssimazione del primo ordine 
perturbativo (nel $ 82), determinando gli elementi di matrice diago- 
nali (valori medi) dell’operatore 


B(r)(K—L). 


Per calcolare le approssimazioni successive, occorre considerare gli 
elementi non diagonali rispetto a A di questo operatore. Gli opera- 


tori K? e L° sono diagonali rispetto a A, cosicché va considerato 


solo l'operatore 2BKL. 

È opportuno eseguire il calcolo degli elementi di matrice di KL 
mediante la formula (29,12) nella quale bisogna porre A = K, 
B = L; XK, Mx sostituiscono ZL, M e invece di r bisogna scrivere n, 
A, dove r indica l’insieme dei numeri quantici (escluso A) che deter- 
minano il termine elettronico. Poiché la matrice del vettore conser- 
vativo K è diagonale rispetto ad n, A, e la matrice del vettore L con- 
tiene elementi non diagonali soltanto per transizioni nelle quali A 
varia di un’unità (vedi quanto è stato detto nel $ 87 su un vettore 


400 CAPITOLO XI 


arbitrario A), usando le formule (87,3) troviamo 
(n'AKMg|KL|n, A-1, KMx)> 
=3(MWA|Ly+iLn|n, A-1)VKFA(KFI=A). (88,1) 


Gli elementi di matrice corrispondenti a una variazione maggiore 
di A sono nulli. 

L'azione perturbativa degli elementi di matrice con A +A — 1 
può manifestarsi nella comparsa di una differenza di energie fra gli 
stati con +A solo nell’approssimazione d'ordine 2A della teoria 
delle perturbazioni. Ne segue che l’effetto sarà proporzionale a B?A, 
vale a dire a (m/M)?4 (M è la massa dei nuclei, m la massa dell’elet- 
trone). Per A > 1 questa grandezza è cosî piccola che non presenta 
alcun interesse. L'effetto di sdoppiamento A esiste quindi solo per 
ì termini II (A = 4) che ora considereremo. 

Per A =41 bisogna ricorrere all’approssimazione del secondo 
ordine. Le correzioni agli autovalori dell’energia possono essere 
determinate con la formula generale (38,10). Questa formula contiene, 
ai denominatori dei termini della somma, differenze delle energie 
della forma E,.n.g — Én',1-1,x- In queste differenze i termini 
contenenti X si elidono, poiché, per una data distanza r fra i nuclei, 
l'energia rotazionale 8 (r) K (K + 1) è uguale per tutti i termini. 
Quindi la dipendenza della separazione cercata AE da KX è determi- 
nata completamente dai quadrati degli elementi di matrice che com- 
Paiono nei numeratori. Tra questi ci saranno i quadrati degli ele- 
menti per le transizioni con variazione di Ada1 a0eda0a —1;gli 
uni e gli altri danno, secondo la (88,1), una stessa dipendenza da X, 
e noi troviamo che la separazione del termine “II ha la forma 


AE = costante. XK (K + 1), (88,2) 


con costante —2?/e (in ordine di) grandezza), e è l'ordine di 
grandezza delle differenze fra i termini elettronici contigui. 

Passiamo ora ai termini con spin diverso da zero (termini ?Il e 
Il; valori superiori di S praticamente non si incontrano). Se il ter- 
mine appartiene al caso è, la separazione in multipletti non influisce 
affatto sullo sdoppiamento A dei livelli rotazionali che è determinato 
sempre dalla formula (88,2). 

Nel caso a, al contrario, l’influenza dello spin è essenziale. Ogni 
termine elettronico è caratterizzato qui, oltre che dal numero A, 
anche dal numero £. Sostituendo semplicemente A con —A allora 
@ = A + X cambia cosicché si ottiene un termine completamente 
diverso. Mutuamente degeneri sono i livelli con A, Q e con — A, —QL. 
La rimozione di questa degenerazione può avvenire qui non solo 
per l’effetto considerato sopra dell’interazione del momento angolare 
orbitale con la rotazione della molecola ma anche per effetto dell’in- 
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terazione spin-orbita. Si tratta del fatto che la conservazione della 
proiezione 2 del momento angolare totale sull’asse della molecola 
è (con i nuclei immobili) una legge di conservazione esatta, e quindi 
non può essere violata dall’interazione spin-orbita; quest’ultima 
può però, cambiare (cioè ha elementi di matrice per le transizioni 
corrispondenti) contemporaneamente A e X in modo tale che L 
resti immutato. Questo effetto può condurre, indipendentemente o in 
combinazione con l'interazione orbita-rotazione (che cambia A ma 
non Z), allo sdoppiamento A. 

Consideriamo prima i termini ?II. Per il termine ?II,j;jg (A = 1, 
X = — 1/2, = 1/2) si ottiene la separazione tenendo conto con- 
temporaneamente dell’interazione spin-orbita e orbita-rotazione 
(ognuna nell’approssimazione del primo ordine). Infatti, la prima dà 


la transizione A = 1, X = — 12-+-A=0, X = 1/2 dopo di che 
la seconda fa passare lo stato A = 0, X = 1/2 allo stato con 
A = — 1, X =1/2 che si differenzia dallo stato iniziale per il 


segno di A e Q. Gli elementi di matrice dell’interazione spin-orbita 
non dipendono dal numero quantico rotazionale J, mentre per 
l'interazione orbita-rotazione la loro dipendenza è data dalla for- 
mula (88,1) nella quale si deve sostituire (sotto il segno di radice) 
K e A con Je L. Cosi, per lo sdoppiamento A del termine ?II,;s 
otteniamo l’espressione 


AE1/2= costante-(J+ 1/2), (88,3) 


dove la costante — AB/e. Per il termine ?II;,, invece, la separazione 
si può ottenere solo nelle approssimazioni superiori, cosicché si ha 
praticamente AE3,, = 0. 

Consideriamo infine i termini *II, La separazione del termine 
II (A=1, 2 = —1) si ottiene soltanto tenendo conto dell’in- 
terazione spin-orbita nell’approssimazione del secondo ordine (per 
effetto delle transizioni A= 1, 2% = -1-—A=0, X=0(0-+ 
- A= —1,X = 1). Nesegue che in questo caso lo sdoppiamento 
A non dipende assolutamente da J: 


AEs= costante, (88,4) 


dove la costante — A?/e. Per il termine *II, si ha X£ =0 e, di conse- 
guenza, lo spin non influisce sulla separazione, si ottiene perciò di 
nuovo una formula del tipo (88,2) con XK sostituito da J: 


AE,= costante-J(J+1). (88,9) 


Per il termine *II, è necessaria invece un'approssimazione superiore, 
cosicché si può ritenere AZ, = 0 

Uno dei livelli del doppietto che si ottiene in seguito allo sdop- 
piamento A è sempre positivo e l'altro negativo; di questo si è già 
parlato nel $ 86. Lo studio delle funzioni d’onda della molecola 
consente di stabilire le leggi dell’alternarsi dei livelli positivi e ne- 


402 CAPITOLO XI 


gativi. Diamo qui solo i risultati di questo studio!). Si trova chè % 
per un certo valore di J il livello positivo è inferiore al livello nega: 
tivo, nel doppietto con J + 1 l’ordine sarà inverso: il livello posi- 
tivo è superiore al livello negativo, ecc.; l'ordine cambia alterna- 
tivamente a mano a mano che il momento totale prende i valori 
successivi (si tratta dei termini del caso a; nel caso bd si verifica lo 
stesso per i valori successivi del momento angolare X). 


PROBLEMA 


Determinare la separazione A per il termine 1A. 

Soluzione. L'effetto compare qui nell’approssimazione perturbativa del 
quarto ordine. La sua dipendenza da X è determinata dai prodotti dì quattro 
elementi di matrice (88,1) relativi a transizioni con la variazione di A seguente: 
2-+1,1-+0, 0-+ —1, -1-+ —2. Questo dà 


AE = costante (K —1)K(K+1)(K+2) 


dove la costante — 24/89. 


$ 89. Interazione degli atomi a grandi distanze 


Consideriamo due atomi che si trovano a distanze molto grandi 
(rispetto alle loro dimensioni) l'uno dall'altro, e determiniamo l’ener- 
, gia della loro interazione. In altre parole, si tratta di determinare il 
tipo dei termini elettronici per grandi distanze fra i nuclei. 

Per risolvere questo problema, applichiamo la teoria delle per- 
turbazioni considerando i due atomi come un sistema imperturbato 
e l'energia potenziale della loro interazione elettrica come operatore 
della perturbazione. Come è noto (vedi vol. II, Teoria dei campi, 
$$ 41, 42), l'interazione elettrica di due sistemi di cariche, che si 
trovano a distanza r grande l’uno dall’altro, si può sviluppare in 
serie delle potenze di 1/r, dove i successivi termini di questo svi- 
luppo corrispondono all’interazione delle cariche totali, dei momenti 
di dipolo, di quadrupolo, ecc. dei due sistemi. Le cariche totali 
degli atomi neutri sono nulle. Lo sviluppo inizia in questo caso dal- 
l’interazione dipolo-dipolo (--1/r*); seguono quindi i termini dipolo- 
quadrupolo (-1/r4, quadrupolo-quadrupolo (e dipolo-ottupolo) 
(--1/r5), e via di seguito. 

Supponiamo prima che i due atomi si trovino nello stato S. Si 
vede facilmente che allora, nell’approssimazione del primo ordine 
della teoria delle perturbazioni, l’effetto dell’interazione degli 
atomi non esiste. Infatti, nell’approssimazione del primo ordine 
l'energia di interazione viene determinata come elemento di matrice 
diagonale dell’operatore della perturbazione, calcolato rispetto alle 
funzioni d’onda imperturbate del sistema (che sono espresse, 


1) Vedi l’articolo di Wigner e Witmer citato alla pag. 365. 
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a loro volta, mediante prodotti delle funzioni d’onda dei due ato- 
mi)!). Ma negli stati S gli elementi di matrice diagonali, cioè 
i valori medi dei momenti di dipolo, di quadrupolo, ecc. degli atomi, 
sono nulli, questo segue direttamente dalla simmetria sferica della 
distribuzione di densità di carica negli atomi. Quindi ogni termine 
dello sviluppo dell’operatore di perturbazione secondo le potenze 
di 4/r nell’approssimazione del primo ordine della teoria delle 
perturbazioni dà zero”). 

Nell’approssimazione del secondo ordine è sufficiente limitarsi 
all'interazione di dipolo nell’operatore della perturbazione, poiché 
questo è il termine che decresce più lentamente al crescere di r, 
cioè al termine 


— djd, + 3 (dn) (d 
V= 109 ni 1n) (dsn) (89,1) 


(n è il vettore unità nella direzione della congiungente i due atomi). 
Poiché gli elementi di matrice non diagonali del momento di dipolo 
sono, in generale, diversi da zero, nell’approssimazione del secondo 
ordine della teoria delle perturbazioni si ottiene un risultato diverso 
da zero che, essendo quadratico in V., è proporzionale a 4/r*. La cor- 
rezione del secondo ordine all’autovalore più piccolo è sempre nega- 
tiva ($ 38). Otterremo quindi per l’energia di interazione degli 
atomi negli stati normali un'espressione della forma 


U (= I, (89,2) 


dove la costante è positiva?) (F. London, 1928). 

Dunque, due atomi negli stati fondamentali $ a grandi distanze 
l’uno dall’altro si attraggono con una forza (—dU/dr) inversamente 
proporzionale alla settima potenza della distanza. Le forze di attra- 
zione fra atomi a grandi distanze si chiamano di solito forze di Var 
der Waals. Queste forze danno origine a una buca anche nelle curve 
dell’energia potenziale dei termini elettronici degli atomi che non 
formano molecole stabili. Ma queste buche sono pochissimo profonde 
(le loro profondità sono dell’ordine di qualche decimo o persino di 


1) Vengono trascurati gli effetti di scambio, decrescenti esponenzialmente 
con la distanza (vedi problema 1 del $ 62 e problema del $ 81). 

2) È ovvio che questo non significa che il valore medio dell'energia di inte- 
razione degli atomi sia esattamente uguale a zero. Esso decresce esponenzial- 
mente con la distanza, vale a dire più rapidamente di qualsiasi potenza finita 
di 1/r, d'onde l’annullamento di ognì termine dello sata La Lo sviluppo stesso 
dell’operatore di interazione in momenti di multipolo è legato all'ipotesi che 
le cariche dei due atomi si trovino a grande distanza r l’una dall’altra. La di- 
stribuzione della densità elettronica nella meccanica quantistica ha, anche a 
grandi distanze, valori finiti (benché esponenzialmente piccoli). 

3) A titolo di esempio diamo i valori di questa costante (in unità atomiche) 
dei due atomi: dell’idrogeno 6,5, dell’elio 1,5, dell’argo 68, del cripto 130. 
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qualche centesimo di elettronvolt) e si trovano a distanze di parecchie 
volte maggiori delle distanze interatomiche nelle molecole stabili. 

Se solo uno degli atomi si trova in uno stato $, per l’energia della 
loro interazione si ottiene lo stesso risultato (89,2), poiché per annul- 
lare l’approssimazione del primo ordine è sufficiente che sia nullo il 
momento di dipolo, ecc. anche solo di un atomo. La costante nel nu- 
meratore (89,2) dipende allora non solo dagli stati dei due atomi, ma 
anche dalla loro mutua orientazione, vale a dire dalla grandezza Q 
della proiezione del momento angolare sull'asse che congiunge i due 
atomi. 

Se invece i due atomi hanno momenti angolari orbitale e totale 
diversi da zero, la situazione cambia. Per quanto riguarda il momen- 
to di dipolo, {il suo valore medio è nullo in qualsiasi stato dell'atomo 
($"75), mentre i valori medi del momento di quadrupolo (negli stati 
con L +40, J #0, 1/2) sono diversi da zero. Quindi il termine di 
quadrupolo-quadrupolare nell’operatore della perturbazione darà 
un risultato diverso da zero già nell’approssimazione del primo ordine 
e si trova che l'energia di interazione degli atomi decresce come l’in- 
verso non della sesta potenza della distanza, ma della quinta: 


U (r)= costante (89,3) 


rs 


La oGstante può essere qui sia positiva che negativa, vale a dire 
può verificarsi sia attrazione che repulsione. Come nel caso prece: 
dente, questa costante dipende non solo dagli stati degli atomi, me 
anche dallo stato del sistema costituito da entrambi gli atomi. 

Un caso particolare è costituito dall’interazione di due atom: 
identici che si trovano in stati diversi. Il sistema imperturbatc 
(i due atomi isolati) possiede qui una degenerazione supplementare 
dovuta alla possibilità dello scambio degli stati fra gli atomi. Con. 
formemente a ciò, la correzione del primo ordine sarà determinati: 
dall'equazione secolare nella quale figurano non soltanto gli ele 
menti di matrice diagonali, ma anche quelli non diagonali dell: 
perturbazione. Se gli stati di entrambi gli atomi sono di parit: 
diversa e se i loro momenti angolari L differiscono di + 4 oppure d 
O ma senza essere tutti e due zero (si richiede lo stesso per J), gli ele 
menti di matrice non diagonali del momento di dipolo per transi 
zioni fra questi stati sono, in generale, diversi da zero. L'effetto de 
primo ordine si ottiene perciò già dal termine di dipolo nell'opera 
tore della perturbazione. Cosi l’energia di interazione degli atomi sar: 
proporzionale qui a 1/r?: 


U (r) = SRO , (89, 4 


la costante può avere ambedue i segni. 
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Tuttavia, presenta di solito interesse l'interazione degli atomi 
mediata rispetto a tutte le orientazioni possibili dei. loro momenti 
angolari (tale impostazione della questione corrisponde, ad esempio, 
al problema dell'interazione degli atomi in un gas). Il risultato 
di questa media è che valori medi di tutti i momenti di multipolo 
si annullano. Insieme con essi si annullano anche tutti [gli effetti 
lineari rispetto a questi momenti, cioè tutti gli effetti del primo 
ordine della teoria delle perturbazioni nell'interazione degli atomi. 
Quindi le forze medie di interazione fra gli atomi a grandi distanze 
seguono in tutti i casi la legge (89,2)!). 

Soffermiamoci ancora sulla questione analoga dell’interazione 
fra atomo neutro e ione. 

Nell'approssimazione del primo ordine della teoria delle pertur- 
bazioni questa interazione è data dal valore medio dell'operatore 
(76,8), vale a dire dall'energia del quadrupolo nel campo coulombiano 
dello ione. Poiché il potenziale di quest’ultimo è g — 1/r, l'energia 
di interazione dell'atomo con lo ione risulta proporzionale a 1/r?. 
Ma questo effetto esistè soltanto se l’atomo possiede un momento 
di quadrupolo medio. Peraltro anche in questi casi esso scompare 
quando si media rispetto a tutte le direzioni del momento angolare 
dell'atomo J. 

L'interazione seguente secondo le potenze di 1/r, naturalmente 
non nulla, è quella del secondo ordine della teoria delle perturba- 
zioni rispetto all'operatore di dipolo (76,1). Poiché l’intensità del 
campo dello ione è —-1/r?, l'energia di questa interazione è proporzio- 
nale a 1/r'. Essa si esprime mediante la polarizzabilità dell'atomo 
a (nello stato S) secondo la formula 


(1 
U= ne ZA 1) (89,9) 


Se l’atomo si trova nel suo stato normale, questa energia (come 
ogni correzione all’energia dello stato fondamentale) è negativa, 
vale a dire che fra l'atomo e lo ione agisce una forza di attrazione’). 


1) Questa legge ottenuta sulla base della teoria non relativistica vale soltan- 

to fino a che gli effetti di ritardo delle interazioni elettròomagnetiche sono ines- 
senziali. A tale scopo la distanza r fra gli atomi deve essere piccola rispetto a 
cloon dove won son le frequenze delle transizioni fra lo stato fondamentale e lo 
stato eccitato dell'atomo. Sull’interazione degli atomi tenendo conto del ritardo 
vedi vol. IV, $ 85. 
‘ 5) La stessa attrazione si rivela a grandi distanze fra atomo e elettrone. A 
questa attrazione gli atomi debbono la loro capacità di formare ioni negativi 
catturando un elettrone (con energia di legame che va ‘da qualche frazione di 
elettronvolt a pit elettronvolt). Ma non tutti gli atomi hanno questa proprietà. 
In campo decrescente a grandi distanze come 4/r* (o come 4/r?) il numero di 
livelli (corrispondenti agli stati legati dell’elettrone) è in ogni caso finito, e in 
casi particolari essi possono anche mancare. 
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PROBLEMA 


Per due atomi identici dati negli stati S dedurre la formula che determina 
Lo 1002 Di Van der Waals in funzione degli elementi di matrice dei loro momenti 
di dipolo. 

Soluzione. La risposta si ottiene dalla formula generale della teoria delle 
perturbazioni 0330 applicata all'operatore (89,1). Data l’isotropia degli atomi 
nello stato S, è evidente a priori che, somm ando su tutti gli stati intermedi, i 
quadrati degli elementi di matrice delle tre componenti di ciascuno dei vettori 
d; e d, danno un uguale contributo, e i term ini contenenti i prodotti di diverse 
componenti si annullano. 

Come risultato otteniamo 


3 (n' | 
n, n 


EnEy-2Eo 


dove E, En sono rispettivamente i valori imperturbati dell'energia dello stato 
fondamentale e degli stati eccitati dell'atomo, rispettivamente. Poiché, per 
ipotesi, nello stato fondamentale L = 0, gli elementi di matrice (4,)on sono 
diveri da zero solo per le transizioni negli stati P (LZ = 1). Applicando le for- 
mule (29,7), riscriviamo Y (r) nella forma definitiva: 
2 (n1 ]] d |] 00)? (r2°1 || d || 00)2 

“os 3r9 di Eni+ En4—2Eo00 
n, n 


dove negli indici nL dei livelli energetici e degli elementi di matrice ridotti il 
secondo numero dà il valore di ZL e il primo rappresenta l’insieme degli altri 
numeri quantici che determinano il livello energetico. 


$ 90. Predissociazione 


L'ipotesi fondamentale della teoria delle molecole biatomiche 
esposta in questo capitolo è che la funzione d’onda della molecola 
si separa nel prodotto della funzione d'onda elettronica (dipendente 

4o dalla distanza fra i nuclei come 
[ola £ da un parametro) e della funzione 

2, d'onda del moto dei nuclei. Que- 
2---£' sta ipotesi equivale a trascurare 
'  nell’hamiltoniano esatto della mo- 
lecola dei termini piccoli, corri- 
spondenti all’interazione del moto 
nucleare con il moto elettronico. 

Il tener conto di questi termi- 
ni porta, applicando la teoria delle 
= perturbazioni, alla comparsa di 

transizioni fra stati elettronici 

Fig. 30 diversi. Dal punto di vista fisico, 

sono particolarmente importanti 

le transizioni fra gli stati di. cui. almeno uno appartiene allo spettro 
continuo. 

Nella fig. 30 sono rappresentate le curve dell'energia potenziale 
per due termini elettronici (o. meglio, dell'energia potenziale effi- 


i 
| 
I 
Î 
0) 
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i eace U ; nei dati stati rotazionali della molecola). L'energia £° (retta 
| tratteggiata inferiore) è l'energia di un certo livello oscillazionale 
di una molecola stabile nello stato elettronico 2. Nello stato 7 questa 
energia cade nella regione dello spettro continuo. In altre parole, 
nella transizione dallo stato 2 allo stato 7 avviene una disintegrazione 
spontanea della molecola; questo fenomeno è detto predissociazione!). 
A causa della predissociazione lo stato dello spettro discreto, corri- 
spondente alla curva 2, possiede in realtà una vita media finita. 
Questo significa che il livello energetico discreto si « allarga », 
acquista cioè una certa larghezza (vedi la fine del $ 44). 

Se poi l'energia totale £ si trova al di sopra del limite della 
dissociazione nei due stati (retta tratteggiata superiore della fig. 30), 
la transizione da uno stato all'altro corrisponde al cosiddetto urto 
di seconda specie. Cosî, la transizione 7 ++ 2 significa un urto di due 
atomi in seguito al quale gli atomi passano a stati eccitati e si allon- 
tanano con un'energia cinetica diminuita (per r + co la curva 7 
passa sotto la curva 2; la differenza U, (00) — U, (00) è l'energia 
di eccitazione degli atomi). 

Poiché la massa dei nuclei è grande, il loro moto è quasi-classico. 
Quindi il problema della determinazione della probabilità delle 
transizioni considerate appartiene alla categoria dei problemi di 
cui si è parlato nel $ 52. Alla luce delle considerazioni generali là 
esposte, si può affermare che il ruolo determinante nella probabilità 
di transizione l’avrà il punto in cui la transizione potrebbe avvenire 
classicamente”). Dato che l’energia totale di un sistema di due atomi 
(della molecola) nella transizione si conserva, la condizione della 
sua « realizzabilità classica » richiede che le energie potenziali effi- 
caci siano uguali: UV, (r) = UV, (r). Poiché anche il momento ango- 
lare totale della molecola si conserva, le energie centrifughe in 
entrambi gli stati sono uguali e, di conseguenza, la condizione scritta 
si riduce all’uguaglianza delle energie potenziali: 


U,(r)=Ua(r), (90,1) 


che non contiene il momento angolare. 

Se l'equazione (90,1) non ha radici reali nella regione classica- 
mente accessibile (la regione in cui É£E > Uy, Uy,), la probabilità 
di transizione è, secondo il $ 52, esponenzialmente piccola?). Le tran- 


1) La curva 7 può anche non avere alcun minimo se corrisponde a forze 
puramente repulsive fra gli atomi. 

3) Oppure il punto r = 0 in cui l'energia potenziale diventa infinita. 

3) Una situazione particolare si ha nella transizione cui partecipa un ter- 
mine molecolare che può essere realizzato da due co pio differenti di stati ato- 
mici (vedi la fine del $ 85), cioè quando la curva deli energia potenziale è come 
se si separasse in due rami al crescere della distanza. In tale situazione la proba- 
bilità di transizione cresce notevolmente; un esempio di questo caso è fornito da 
A. I. Voronin, E. E. Nikitin, Optika i spektr (Ottica e spettro), 25, 803 (1968). 
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sizioni avverranno con una probabilità apprezzabile solo se le curve 
dell'energia potenziale si intersecano nella regione classicamente 
accessibile (come nella fig. 30). In questo caso, l'esponente della 
formula (52,1) si annulla (cosicché questa formula è ovviamente 
inapplicabile), e la,probabilità di transizione sarà quindi determi- 
nata da un'espressione non esponenziale (che verrà ricavata più 
avanti). La condizione (90,1) si può allora interpretare intuitiva- 
mente come segue. (Quando le energie potenziale e totale sono uguali 
sono uguali anche le quantità di moto. Quindi in luogo della (90,1) 
si può scrivere 

Ta =Ta, Pa Pas (90,2) 


dove p è la quantità di moto del moto radiale relativo dei nuclei 
e gli indici 41, 2 si riferiscono ai due stati elettronici. Si può quindi 
dire che nell’istante della transizione la distanza reciproca e la 
quantità di moto dei nuclei restano immutate (il cosiddetto prin- 
cipio di Franck e Condon). Fisicamente ciò è dovuto al fatto che le 
velocità elettroniche sono grandi rispetto a quelle nucleari, e « duran- 
te la transizione elettronica » i nuclei non fanno in tempo a cambiare 
apprezzabilmente la propria posizione e la velocità. 

Non presenta difficoltà alcuna stabilire le regole di selezione per 
le transizioni considerate. Prima di tutto, ci sono due regole esatte 
evidenti. Nella transizione non devono cambiare il momento totale 
J e il segno (la' positività o la negatività, vedi $ 86) del termine. Ciò 
segue direttamente dal fatto che la conservazione del momento 
angolare totale e la conservazione del carattere della funzione d'onda 
rispetto all’inversione del sistema di coordinate sono leggi esatte 
per un sistema qualsiasi (chiuso) di particelle. 

Inoltre, con una grande precisione vale la legge che vieta (per 
una molecola costituita da atomi identici) le transizioni fra stati 
con parità differente. Infatti, la parità di uno stato viene determinata 
univocamente dallo spin nucleare e dal segno del termine. Ma la 
conservazione del segno del termine è una legge esatta, mentre lo 
spin nucleare si conserva con grande precisione data la sua debole 
interazione con gli elettroni. 

Richiedere che le curve dell'energia potenziale si intersechino 
significa che i termini devono possedere simmetrie differenti (vedi 
$ 79). Consideriamo le transizioni possibili già nell’approssimazione 
«del primo ordine della teoria delle perturbazioni (la probabilità 
delle transizioni possibili nelle approssimazioni superiori è relati- 
vamente piccola). Osserviamo preliminarmente che i termini nell'ha- 
miltoniano che portano alle transizioni considerate, sono precisa- 
mente quelli che originano lo sdoppiamento A dei livelli. Fra questi 
termini vi sono prima di tutto quelli che descrivono l’interazione 
spin-orbita. Essi sono dati dal prodotto di due vettori assiali di cuì 
‘uno ha carattere di spin (cioè è costituito dagli operatori degli spin 
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degli elettroni) e l’altro ha carattere orbitale; sottolineiamo però 


che questi vettori non sono semplicemente i vettori S ed Î. Quindi 
essi hanno elementi di matrice non nulli per le transizioni in cui 
S e A variano di 0, +1. 

Il caso in cui si ha contemporaneamente AS = AA = 0 (con 
A 40) non è da considerare perché la simmetria del termine nella 
transizione non cambierebbe. Una transizione fra due termini X è 
possibile se uno di essi è il termine 2 *e l’altro il termine X - (un vetto- 
re assiale ha elementi di matrice non nulli solo per le transizioni 
fra X2*+e X-, vedi $ 87). 

Il termine nell'hamiltoniano, corrispondente all’interazione della 
rotazione dellaf molecola con il momento angolare orbitale, è. pro- 


porzionale a JL. I suoi elementi di matrice sono diversi da zero per 
le transizioni con AA = + 1, senza variazione dello spin (solo la 
componente 4 del vettore, cioè ZL, ha elementi di matrice con AA = 

= 0; ma Ly è diagonale rispetto agli stati elettronici). 

Accanto ai termini considerati, esiste ancora una perturbazione 
connessa col fatto che l'operatore dell’energia cinetica dei nuclei 
(derivazione rispetto alle coordinate dei nuclei) agisce non solo sulla 
funzione d’onda dei nuclei, ma anche sulla funzione elettronica 
dipendente da r come da un parametro. I termini corrispondenti 
nell’hamiltoniano hanno la stessa simmetria che ha l’hamiltoniano 
imperturbato. Quindi essi possono portare solo a transizioni fra 
termini elettronici con la stessa simmetria, la cui probabilità è 
trascurabile, data l’assenza di intersezione dei termini. 

Passiamo al calcolo concreto della probabilità di transizione. 
Per fissare le idee, parleremo di urto di seconda specie. Conforme- 
mente alla formula generale (43,1), la probabilità cercata è data dal- 
l’espressione 


=] {tue 2V (1) Xaue sd | (90,3) 


dove Ynuc = Wnuc (Pauo è la funzione d’onda del moto radiale 
dei nuclei), e V (r) è l'energia di perturbazione (come grandezza 
vy nella (43,1) prendiamo l'energia E rispetto alla” quale si integra). 
La funzione d'onda finale Ynucs deve essere normalizzata con una 
funzione è dell’energia. La funzione quasi-classica (47,5) cosî nor- 
malizzata ha la forma 


Xnuc2 = VT 


(il fattore di normalizzazione viene determinato secondo la regola 
data alla fine del $ 21). Per quanto riguarda la funzione d'onda dello 


c08 ( i) Ps dr — 7 ) (90,4) 
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stato iniziale, scriviamola nella forma 
2 1 È I 
Yauc 43 = — dr- <>). 90,5 
uc i va (7 ] Pi r 7) ( ) 


Essa è normalizzata in modo tale che sia uguale all'unità la densità 
di corrente in ciascuna delle due onde progressive in cui si scompone 
l'onda stazionaria (90,5); v, e v, sono le velocità del moto radiale 
relativo dei nuclei. Sostituendo queste funzioni nella (90,3), si ottiene 
la probabilità adimensionale di transizione w. La si può considerare 
come probabilità di transizione quando i nuclei passano due volte 
per il punto r = ry (punti di intersezione dei livelli); bisogna tener 
presente che la funzione d’onda (90,5) corrisponde, in un certo senso, 
al doppio attraversamento di questo punto, poiché contiene sia 
un'onda progressiva incidente che un’onda progressiva riflessa. 

L'elemento di matrice di V (r), calcolato mediante le funzioni 
(90,4) e (90,5), contiene nell’espressione integranda un prodotto di 
coseni che si può esprimere mediante coseni della somma e della 
differenza delle variabili indipendenti. Integrando nell’intorno del 
punto r = ro, soltanto il secondo coseno è importante cosicché si 
ottiene 


4 
W= Gr 


if V (r) dr 
vs (7] pidr— ijno) der 


L’integrale converge rapidamente all’allontanarsi dal punto di 
intersezione. Quindi si può sviluppare l'argomento del coseno nelle 
potenze di È = r — rg e integrare in dé da — co a + co (sostituendo 
il fattore lentamente variabile del coseno con il suo valore nel punto 
r= Fo). 

Tenendo presente che nel punto di intersezione si ha p, = pa, tro- 
viamo 


j piar— | padr= St (D - PF) Sa 


aa 
dove $, è il valoreudela differenza degli integrali nel punto r= ro. 
Si può esprimere la derivata della quantità di moto injfunzione della 


forza F = — dU/dr; derivando l’uguaglianza p;/2p +/ U, = pY2u + 
+ U, (u è la massa ridotta dei nuclei), otteniamo 
d d 
vita = FF 


Quindi 
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(v è il valore comune di v, e v, nel punto d'’intersezione). L’integra- 
zione viene eseguita secondo la nota formula 


+00 sis 
4 I 
| COS (&-+82) de=}/ f cos (a+ 7) , 
e si ottiene infine 
sile (Fo Li 90,6 
O= = (i +3) ii 
La quantità S,/f è grande e varia rapidamente al variare dell’ener- 
gia E. Quindi nel mediare anche su un piccolo intervallo del- 
l'energia si può sostituire il quadrato del coseno con il suo valore 
medio. Si ottiene in definitiva la formula 
4nV3 
—=——————"rr‘\ 90,7 
w= To Fa Fi] (90,7) 
(L. Landau, 1932). Tutte le grandezze del secondo membro dell'ugua- 
glianza sono prese nel punto d’intersezione delle curve dell’energia 
potenziale. i 
Nell’applicazione alla predissociazione Interessa la proba- 
bilità di disintegrazione della molecola nell’unità di tempo. Nel- 
l’unità di tempo, i nuclei con le loro Y 
oscillazioni passano 2-w/2n volte per ‘ 
il punto r =r,. Quindi la probabi- H-------------- £ 
lità di predissociazione si ottiene 
moltiplicando w (probabilità di due 


passaggi) per @/2x, cioè è uguale a ; 
2V20 
® FF (09) 


A proposito dei calcoli fatti occor- 
re fare l’osservazione seguente. Par- 
lando dell’intersezione dei termini, 
avevamo presente gli autovalori del- 
l'hamiltoniano « imperturbato » 7, del 
moto elettronico nella molecola, nel Fig. 34 
quale si trascurano i termini V che 
conducono alle transizioni considerate. Ma se questi termini ven- 
gono inclusi nell’hamiltoniano, l’intersezione dei termini sarà im- 
possibile, e le curve si separeranno leggermente (come nella fig. 31). 
Questo segue dai risultati del $ 79 considerati da un punto di vista 
un po’ differente. 

Siano U;, (r) e U;, (r) due autovalori dell’hamiltoniano #, (in 
cui r è considerato come parametro). Nell'’intorno del punto ry d'in- 
tersezione delle curve UV, (r) e U ;, (r), per determinare gli auto- 


I 
Î 
Î 
Î 
| 
L 
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ralori U (r) dell’operatore perturbato 4, + V bisogna usare il 
netodo esposto nel $ 79 mediante il quale si ottiene la formula 


Ud, a (= (Un+Urn+Vut Vo) 2 = 


+ V + (Un —Us:+Vu— Vas +V1 7) 


love tutte le grandezze sono funzioni di r; la funzione U» (r) (segno 
Positivo nella formula) corrisponde alla’ curva continua superiore 
(1’2) e la funzione , (r) alla curva continua inferiore (2‘1) nella 
ig. 34. Gli elementi di matrice V,, e V4, si possono includere nella 
definizione di funzioni VU x, © U ya, rispettivamente; quanto all’ele- 
nento V,,, indichiamolo semplicemente con YV (r). Allora la formula 
si scrive come segue 


Uno ()=F (Un + Us) +3 VUn-UnFF+W% (90,9) 


L'intervallo fra i due livelli è ora uguale a 
AU=V (Ur, —Uy9)?+ 4V?. (90,10) 
Quindi, se fra i due stati si hanno transizioni (V #0), l’interse- 
ione dei livelli viene a mancare. La distanza minima fra le curve 
si ottiene nel punto r = ry in cui Uy, = Upg: 
(AU)min= 2|V (ro) |. (90,11) 
Nell'intorno di questo punto si può sviluppare la differenza Uy, — 
— U,;, nelle potenze della piccola differenza È =r — roy, scrivendo 


Us, Ux,n3=U,—-U,=&(Fa FF), 


love Y = — (dV/dr),. Allora si ha 
AU=V(F,— FE +4V?(r0). (90,12) 


Per rendere valide le formule (90,11) e (90,12), ottenute tenendo 
conto solo di due stati, occorre che (AU)min sia piccola rispetto alla 
distanza dagli altri termini. La validità della formula (90,7) per la 
probabilità di transizione richiede invece che sia soddisfatta la 
condizione (90,19), che verrà ricavata più avanti e che è, in generale, 
ancora più rigorosa. Se questa condizione non viene soddisfatta, si 
può, come prima, considerare solo due termini, ma la teoria delle 
perturbazioni ordinaria non è più applicabile al calcolo della pro- 
babilità di transizione. In questo caso sono necessarie considerazio- 
ni più generali. 

Limitandoci alla regione vicina al punto d’intersezione e con- 
siderando il moto dei nuclei in modo quasi-classico, possiamo sosti- 
tuire l'operatore della velocità dei nuclei nell'hamiltoniano del 
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gistema con la costante v, e la coordinata r con la funzione del tempo 
definita dall'equazione classica dr/dt = v, cioè È =r.—re= vt. 
Dopo ciò il problema del calcolo della probabilità di transizione 
si riduce alla risoluzione di un'equazione d’onda per le funzioni 
d'onda elettroniche con un hamiltoniano dipendente esplicita- 
mente dal tempo: 


int = Mya +7 (01 Y. (90,13) 


Siano wp, ® |, le funzioni d’onda degli stati elettronici corrispon- 
denti alle curve a e b; esse sono le soluzioni delle equazioni 


(d+ 9) da, = Ua, b (0) Pa, è 


dove funge da parametro. Cerchiamo la soluzione dell'equazione 
(90,13) nella forma 


YP=alt)}pba+b(1) to (90,14) 


Se si risolve l'equazione con la condizione al contorno a = 1, 
b = 0 per t + — co, allora | d (00) |? determina la probabilità che, 
al passaggio dei nuclei per il punto r = rg, la molecola passi allo 
stato w. il che vuol dire che si passa dalla curva a alla curva d. Ana- 
logamente, | a (00) |} = 1 —|è (00) |" è la probabilità che la mole- 
cola resti sulla curva a. Quanto alla transizione dalla curva a alla 
curva è nel passaggio doppio per il punto ry (quando i nuclei si 
avvicinano e poi si allontanano), esso può essere realizzato in due 
modi: o mediante a +bd-+ b (nell’avvicinarsi si realizza la tran- 
sizione Z+ 7’, e nell’allontanarsi la molecola resta sulla curva 
1'2),0 pera-—a-+b (1 + 2' nell’avvicinarsi e 2° + 2 nell’allon- 
tanarsi). Quindi la probabilità cercata di tale transizione è 


w=2|b (00) [1—|b (00) ] (90,15) 


(si è tenuto conto qui che la probabilità di transizione nel passaggio 
per il punto r = ry non dipende, evidentemente, dalla direzione del 
moto). 

Il valore di dò (00) si può determinare con il metodo esposto nel 
$ 53, senza ricorrere all’equazione (90,13))). 


1) Nel $ 53 il processo era supposto completamente adiabatico e, di conse- 
guenza, la sua probabilità era esponenzialmente piccola. Nel dato caso, invece, 
questa condizione può essere violata al passare dei nuclei nella regione vicina 
al punto r, (se la loro velocità v non'è abbastanza piccola). Tuttavia, dal’metodo 
esposto nei $$ 52, 53 risulta chiaro che per l’applicabilità”del metodo stesso 
sono essenziali soltanto l’adiabaticità per grandi | ? | e la possibilità di limitar- 
si a due soli livelli del sistema. 
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Osserviamo a tale scopo che le curve U, (t) e U» (t) si intersecano 
nei punti immaginari 


: 2|V ; 
= +i TO ET = tito. (90,16) 


Per t negativi e grandi in valore assoluto il coefficiente a (t) nella 
(90,14) ha la forma « quasi-classica rispetto al tempo » 
t 
I 
a(=exp{-+ { Ua (1) di}. 


— QÒ 


Passiamo ora dal semiasse reale sinistro nel piano della variabile 
complessa # al semiasse destro seguendo un cammino sul quale è sod- 
disfatta dappertutto la condizione di « quasi-classicità »; poiché 
U, < U», la transizione viene realizzata nel semipiano superiore: 
aggirando il punto #,°* (cfr. $ 53). Dopo l’aggiramento la funzione 
a (t) si trasforma in ò (t), mentre 


|d (00) |}= exp {7 Im [$ Ua (t) dt + 
t1 


ti ito 
2 
+| U» (t) di |} = exp { —71m AU di} i 
ito 1 

dove come t, si può scegliere un punto qualsiasi sull’asse reale, per 
esempio t, = 0. Secondo la (90,12), abbiamo 


AU=V(F,— Fi)? v°t2 + 4V? (90,17) 
e l'integrale cercato (dopo la sostituzione £ = it) è 


To 
i Tr CTETTEISTSS . A 
| V4V2?—(Fi— Fi)? VT? dt=i3E_FI . 


Cosi, per la probabilità di transizione troviamo finalmente la 
seguente espressione: 


w=2 exp | “TE I) [1—exp | - Tr) ] (90,18) 


(C. Zener, 1932). Si vede che la probabilità di transizione diventa 
piccola in entrambi i casi limiti. Per V? ‘> fiv | Fa — Fi[essa è e- 
sponenzialmente piccola (caso adiabatico), e per 

V2< hv|F,— Fi| (90,19) 


la formula (90,18) si riduce alla (90,7). Dalla (90,17) si vede che 
t- |VI|F.— F,|vèil<«tempo di attraversamento da parte dei 
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nuclei » della regione vicina al punto di intersezione; la corrispon- 
dente frequenza è ©, — 1/7. Quindi la realizzazione dei due casi 
limiti indicati è determinata dalla relazione fra fio, e l'energia ca- 
ratteristica del problema ]V |. | 

Soffermiamoci infine, su un fenomeno affine alla predissocia- 
zione, cioè sulle cosiddette perturbazioni nello spettro delle molecole 
biatomiche. Se i due livelli molecolari discreti £, e £,, corrispon- 
denti a due termini elettronici intersecantisi, sono vicini l’uno all’al- 
tro, la possibilità di transizione fra i due stati elettronici causa uno 
spostamento dei livelli. Secondo la formula generale della teoria 
delle perturbazioni (79,4), abbiamo per i livelli spostati l’espressione 


Ej+ E Ei-E;\? 
FP, 4 y/ (E°) + Vionue |}, (90,20) 


dove Visnuc è l'elemento di matrice della perturbazione per la 
transizione fra gli stati molecolari / e 2 (gli elementi di matrice 
Viinuc € V2g nu Vanno evidentemente inclusi in £, e £,). Da questa 
formula si vede che i due livelli si allontanano spostandosi in dire- 
zioni opposte (il livello più alto cresce e quello più basso diminuisce). 
L'allontanamento è tanto più grande quanto più piccola è la diffe- 
tenza | E, — £. |. 

L’elemento di matrice Visnuc viene calcolato esattamente come 
è stato fatto sopra nella determinazione della probabilità dell’urto 
di seconda specie. La sola differenza è che le funzioni d'onda Ynuc1 
© %Ynuc g appartengono allo spettro discreto e devono quindi essere 
normalizzate a uno. Secondo la (48,3), abbiamo 


za r 
= V 204. cos (+ Î d-#) 
Xnuc 1 = nD4 5, | Pi z 
a, 


e analogamente per Ynuc 2- Dal confronto con le formule (90,3)- 
-(90,5) si vede che l'elemento di matrice V;gnuc ora considerato è 
legato alla probabilità w di transizione per il doppio passaggio per 
il punto di intersezione dalla relazione 


hoy LIO, 
Viene P=W 3: (90,21) 


PROBLEMI 


4. Determinare la sezione d'urto totale di seconda specie come funzione 
dell'energia cinetica £ degli atomi collidenti per transizioni legate all’intera- 
zione spin-orbita (L. D. Landau, 1932). 

Soluzione. Data la quasi-classicità del moto dei nuclei, si può introdurre il 
concetto di « distanza d'urto » p (distanza alla quale i nuclei passerebbero l’uno 
vicino all’altro ove non interagissero) e determinare la sezione do come il prodotto 
dell’area d’urto 2xp dp per la probabilità di transizione w (p) per un urto (vedi 
vol. I « Meccanica », $ 18). La sezione totale o si ottiene integrando rispetto a p. 


416 CAPITOLO XI 


Per l’interazione spin-orbita l'elemento di matrice V (r) non dipende dal 
‘momento angolare M degli atomi collidenti. Scriviamo la velocità v nel punto 
r =r » di intersezione delle curve nella forma 


9, Me _—FP_b_<Irvt(iinapuaflbupww, 
= È (E-0-37 \=y È (£-0- pù ). 

p 2uri p ri 
Qui Urappresenta il valore comune di U, e U, nel punto di intersezione, ju è 
la massa ridotta degli atomi, il momento angolare M = upuwo (voo è la velocità 
relativa degli atomi all’infinito). L’origine dell'energia la scegliamo in modo 
tale che l'energia di interazione degli atomi nello stato iniziale sia nulla al- 
l'infinito; allora £ = puve/2. Sostituendo nella (90,7), troviamo 


273 n 
do = 25 dpr eo. 
H "To 


L'integrazione in dp va fatta da zero al valore per cui la veiocità v si annulla. 


Otteniamo alla fine 
na 4 V2u n2V?r3 . VE—-U. 
— hR|Fo—Fil È = 


2. Lo stesso problema per transizioni legate all'interazione della rotazione 
della molecola con il'momento angolare orbitale (L. D. Landau, 1932). 
— Soluzione. L'elemento di matrice V ha la forma V (r) = MD/ur?, dove 
D (r) è l'elemento di matrice del momento angolare orbitale elettronico. Appli- 
cando lo stesso metodo del problema 4 otteniamo 


__ 16 V2n20. (E-U)2 
3ip!/2|F,-F\l E 


3. Determinare la probabilità di transizione per le'energie £ vicine al valore 
U ; dell’energia potenziale nel punto di intersezione, 

Soluzione. Per i piccoli valori di E — U, la formula (90,7) è inapplicabile, 
poiché non si può considerare costante la velocità dei nuclei v nella regione vicina 
al punto di intersezione e, di conseguenza, non si può portarla fuori dal segno 
di integrale, come abbiamo fatto nel dedurre la formula (90,7). 

Nella regione vicina al punto di intersezione sostituiamo alle curve U ji 


e U ya le rette! 
Uzyz=U;—Fp&, Uyo=Uy—Fyk, E=r—-ro. 


Le funzioni d’onda Ynuci € Ynucz coincidono in questa regione con le funzioni 
d'onda del moto unidimensionale in un campo omogeneo ($ 24). E opportuno 
eseguire i calcoli con le funzioni d’onda nella rappresentazione p. La funzione 

A Ja funzione è dell'energia ha la forma (vedi problema 
e ì 


ono fp e-vyp- Le ]}, 


e la funzione normalizzata a una densità di corrente uguale all'unità nelle onde 
incidente e riflessa si ottiene moltiplicando per 7/2: 


du "VAT exp {m[e-v02-E]} : 
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Integrando l’energia di perturbazione (l'elemento di matrice), si può di nuovo 
portare V fuori dal segno di integrale sostituendolo col suo. valore nel punto di 
intersezione: 


2 


21. È 
= |V | 40% dp 


— 00 
Si ottiene finalmente 


SODA 4nV2 (2u)2/3 
h5/3 (Fx 4P.59)1!3 (Pi, — Fx)?! 


«[-e 20» (#8) (a) I 


dove © (É) è la funzione di Airy (vedi $ b dell'Appendice matematica). Per i 
grandi valori di E — U, questa formula diventa (90,7). 

4. Determinare la probabilità di scambio di carica per un urto lontano e 
lento (velocità relativa v <« 1) di un atomo di idrogeno con uno ione di idrogeno, 
ossia con il protone (0. B. Firsov, 1951)!). 

Soluzione. Considereremo il sistema H + H* come ione molecolare del- 
l’idrogeno (vedi problema del $ 81). Lo scambio di carica consiste nella tran- 
sizione dell'elettrone dallo stato w, del primo nucleo allo stato , del secondo 
nucleo. Questi stati non sono stazionari neanche per i nuclei immobili: sono 
stazionari gli stati 


DI x 


Pe, ‘235 (Yi ww Wo). 


Le loro energie come funzioni della distanza A fra i nuclei sono U, ,, (R). Quando 
i nuclei compiono un dato moto lento (considerato come classico), queste energie 
sono funzioni lentamente variabili del tempo, e la dipendenza temporale delle 
funzioni d'onda è data dai fattori « quasi-classici rispetto al tempo » 


exp (—:i | Us. u(8) dt) 


(cfr. $ 53). La sovrapposizione di entrambi gli stati, coincidente per ft = —0c0 
con wi, è 


$ i 
P=<glteeoo(-1f U; di) + w, exp [si Udi) |. 


Per è + co questa funzione rappresenta una combinazione lineare della forma 
cip, + cao, e la probabilità dello scambio di carica è w = | cs }?. Un calcolo 
semplice dà 


w= sen? n, n=3 | (Un —Ug) di. 


1) In questo problema usiamo unità atomiche, 
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Nell’urto a grande distanza d'urto p (e con la velocità v sufficientemente piccola) 
il moto dei nuclei si può ritenere rettilineo, cioè porre R_V/p? + v?#8. Quanto 
alla differenza U, — Ug, essa è data, per A > 1, dalla formula (4) del problema 
nel $ 81. Allora 


Per p > 1, nell’integrale è essenziale la regione dei valori di R che si trova in 
prossimità del limite inferiore; ponendo R = p (1 + x), otteniamo 
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TEORIA DELLA SIMMETRIA 


$ 91. Trasformazioni di simmetria 


La classificazione dei termini di una molecola poliatomica è, 
come per una molecola biatomica, connessa in modo essenziale con 
la sua simmetria. Iniziamo perciò dallo studio dei tipi di simmetria 
di cui può godere una molecola. 

La simmetria di un solido è determinata dall’insieme degli sposta- 
menti che portano questo corpo a sovrapporsi a se stesso; questi 
spostamenti sono detti trasformazioni di simmetria. Ciascuna delle 
trasformazioni possibili di simmetria si può rappresentare come 
combinazione di una o più trasformazioni di tre tipi fondamentali. 
Questi tre tipi essenzialmente differenti di trasformazioni sono: 
rotazione del corpo di un dato angolo attorno ad un asse, rifles- 
sione speculare in un piano e traslazione. Solo un mezzo infinito 
(reticolo cristallino) può evidentemente godere di quest’ultimo 
tipo di simmetria. Un solido di dimensioni finite (in particolare, 
una molecola) può essere simmetrico solo rispetto a rotazioni e 
riflessioni. 

Se un corpo viene sovrapposto a se stesso da una rotazione di 
angolo 2n/n attorno ad un certo asse, questo asse si chiama asse 
di simmetria di ordine n. Il numero » può avere qualsiasi valore 
intero: n = 2, 3, ...; il valore n = 41 corrisponde alla rotazione 
di angolo 2x 0, che è lo stesso, di 0, cioè corrisponde alla trasforma- 
zione identica. Indicheremo con C, la rotazione di angolo 2x/n 
attorno a un asse dato. Ripetendo questa operazione due, tre, ... 
volte, otterremo rotazioni di angoli 2 (21/n), 3 (2r/n), ... che 
portano anch'esse il corpo a sovrapporsi a se stesso; indicheremo con 

2, C3,... queste rotazioni. È evidente che se nr è un multiplo di 
P, si ha 
Cî= Cnip. (91,4) 


In particolare, ripetendo la rotazione n volte, noi torneremo alla 
posizione iniziale, cioè eseguiremo la trasformazione identica; si è 
soliti indicare quest’ultima con £, si può cioè scrivere 


Cî= E. (91,2) 
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Se il solido viene sovrapposto a se stesso da una riflessione specu- 
lare in un certo piano, questo piano si dice piano di simmetria. Indi- 
cheremo con il simbolo o la riflessione in un piano. È evidente che 
due riflessioni successive in uno stesso piano danno la trasforma- 


zione identica 
0°= E, (91,3) 


L'applicazione contemporanea di queste due trasformazioni, 
una rotazione e una riflessione, porta ai cosiddetti assi di roto-rifles- 
sione. Un corpo possiede un asse di roto-riflessione di ordine n se 
esso viene sovrapposto a se stesso da 
una rotazione di angolo 2n/r attorno a 
questo asse seguita da una riflessione in 
un piano perpendicolare all'asse (fig. 32). 

facile capire che questo è un nuovo 
tipo di simmetria soltanto nel caso in 
cui n è un numero pari. Infatti, se n è 
un numero dispari, la trasformazione di 
roto-riflessione, ripetuta r volte, equiva- 
le a una semplice riflessione in un piano 
perpendicolare all’asse (poiché l’angolo 
di rotazione è uguale a 27, e un numero 

Fig. 32 dispari di riflessioni in uno stesso piano 
x è una semplice riflessione). Ripetendo 
ancora questa trasformazione » volte, troviamo infine che l’asse 
di roto-riflessione si riduce alla presenza contemporanea di un 
ssse di simmetria di ordine »” e, indipendentemente, di un piano 
di simmetria normale all’asse. Se invece n è un numero pari, n 
trasformazioni di roto-riflessione fanno ritornare il corpo alla sua 
posizione iniziale. 

Indichiamo con il simbolo $S, la trasformazione di roto-riflessione. 
Possiamo scrivere per definizione, indicando con oy la riflessione 
in un piano perpendicolare all’asse dato, 


p' 


da, (94,4) 


(l'ordine delle operazioni C, e 0, non influisce evidentemente sul 
risultato). 

Un caso di particolare importanza è quello di un asse di roto-rifles- 
sione del secondo ordine. È facile capire cne la rotazione di angolo x, 
seguita da una riflessione in un piano perpendicolare all'asse di 
rotazione, rappresenta una trasformazione d’inversione per cuì un 
punto P del corpo si sposta in un altro punto P' che giace sul pro- 
lungamento della retta che congiunge P con il punto O di interse- 
zione dell'asse con il piano e tale che le distanze OP e OP' sono ugua- 
li. Se un corpo è simmetrico rispetto a tale trasformazione, si dice 
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che esso ha un centro di simmetria. Indicheremo con il simbolo 7 
l'inversione; abbiamo 


I= Sg=C90p. (91,5) 


È evidente anche che Jon = Co, JC, = 0}; in altre parole, un asse 
del secondo ordine, un piano di simmetria perpendicolare a questo 
asse e il centro di simmetria nel punto della loro intersezione sono 
interdipendenti: la presenza di due qualsiasi di questi elementi porta 
automaticamente alla presenza anche del terzo elemento. 

Diamo qui alcune proprietà puramente geometriche inerenti alle 
rotazioni e alle riflessioni che è utile tener presente nello studio della 
simmetria dei corpi. 

Il prodotto di due rotazioni attorno a due assi che si intersecano 
in un eerto punto è una rotazione attorno a un terzo asse passante 
per lo stesso punto. Il prodotto di due riflessioni in due piani che 
si intersecano equivale a una rotazione; l’asse di questa rotazione 
coincide, evidentemente, con la retta di intersezione dei piani, e 
l’angolo di rotazione è uguale al doppio dell’angolo formato dai 
due piani, come è facile convincersene con una semplice costruzione 
geometrica. Se indichiamo con C (@) la rotazione di angolo g attorno 
a un asse e con 0, e 0,1) le riflessioni in due piani passanti per questo 
asse, possiamo scrivere l’affermazione fatta nella forma 


0,0, = C (2) ) (94 ,6) 


dove è l'angolo formato dai due piani. Occorre notare che l’ordine 
in cui si effettuano le due riflessioni non è indifferente: la trasforma- 
zione 0,0, dà una rotazione nella direzione dal piano o, al piano 
o,, ela permutazione dei fattori ci dà una rotazione nella direzione 
opposta. Moltiplicando l’uguaglianza (91,6) a sinistra per 0,, otte- 
niamo 

G,=9,C (29); (91,7) 


in altre parole, il prodotto di una rotazione e di una riflessione in 
un piano passante per l’asse è equivalente a una riflessione in un 
altro piano che si interseca con il primo formando un angolo uguale 
a metà dell'angolo di rotazione. Ne segue, in particolare, che un 
asse di simmetria del secondo ordine e due piani mutuamente per- 
pendicolari di simmetria passanti per questo asse sono interdipen- 
denti: la presenza di due di essi implica la presenza del terzo. 
Mostriamo ora che il prodotto delle rotazioni di angolo x attorno 
a due assi che si intersecano formando un angolo % (0a e Ob nella 


1) Con l’indice v si specifica di solito la riflessione in un piano passante 
per un dato asse (piano « verticale ») e con l'indice % la riflessione in un piano 
perpendicolare a questo asse (piano « orizzontale »). 
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fig. 33) è una rotazione di angolo 2g attorno a un asse perpendicolare 
ai primi due (PP’ nella fig. 33). Infatti, è a priori evidente che la 
trasformazione risultante è anch’essa una rotazione; con la prima 
rotazione (attorno ad 0a) il punto P 
va in P', e con la seconda (attorno ad 
Ob) esso torna nella posizione iniziale. 
Questo significa che la retta P?' resta 
immobile e, di conseguenza, è un asse 
di rotazione. Per determinare l’angolo 
di rotazione, è sufficiente osservare 
che nella prima rotazione l’asse Qa si 
conserva, e con la seconda occupa la 
posizione 0a' che forma con Qa l’an- 
golo 29. Allo stesso modo ci si può 
convincere che, invertendo l’ordine 
Fig. 33 delle due trasformazioni, si ottiene 

una rotazione nella direzione opposta. 

Benché, in generale, il risultato di due trasformazioni successive 
dipenda dall'ordine in cui esse sono effettuate, in alcuni casi l'ordine 
delle operazioni è inessenziale: le trasformazioni commutano. Questo 
si verifica per le trasformazioni seguenti: 

1) due rotazioni attorno a uno stesso asse; 

2) due riflessioni in piani ortogonali (sono equivalenti a una 
rotazione di angolo x attorno alla retta di intersezione dei piani); 

3) due rotazioni di angolo x attorno ad assi ortogonali (sono 
equivalenti a una rotazione dello stesso angolo attorno ad un terzo 
asse perpendicolare); 

4) rotazione e riflessione in un piano perpendicolare all'asse 
di rotazione; 

5) ogni rotazione (o riflessione) e una inversione rispetto ad un 
punto giacente sull’asse di rotazione (o nel piano di riflessione); ciò 
segue da 1 e 4. 


$ 92. Gruppi di trasformazioni 


L'insieme di tutte le trasformazioni di simmetria di un dato 
corpo è detto gruppo di trasformazioni di simmetria, o sembplice- 
mente gruppo di simmetria del corpo. Abbiamo parlato prima di 
queste trasformazioni come di movimenti geometrici del corpo. 
Nelle applicazioni della meccanica quantistica è più opportuno, 
però, considerare le trasformazioni di simmetria come trasformazioni 
delle coordinate che lasciano invariante l’hamiltoniano del sistema 
dato. È evidente che se il sistema viene sovrapposto da una certa 
rotazione o riflessione, la corrispondente trasformazione delle coor- 
dinate non altera la sua equazione di Schròdinger. Cosi, parleremo 
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del gruppo di trasformazioni rispetto alle quali è invariante l’equa- 
zione di Schròdinger considerata !). 

Nello studio dei gruppi di simmetria è opportuno far ricorso 
alla «teoria generale dei gruppi », della quale verranno esposti 
ora i fondamenti. Considereremo dapprima gruppi ciascuno dei 
quali contiene un numero finito di trasformazioni diverse (i 
cosiddetti gruppi finiti). Ogni trasformazione del gruppo si chia- 
ma elemento del gruppo. 

I gruppi di simmetria godono delle seguenti proprietà evidenti. 
Ogni gruppo contiene la trasformazione identica E (detta elemento 
unità del gruppo). Gli elementi di un gruppo si possono moltiplicare 
tra loro; per prodotto di due (o più) trasformazioni si intende il 
risultato della loro applicazione successiva. É ovvio che il prodotto 
di due elementi qualsiasi di un gruppo è un elemento dello stesso 
gruppo. Per la moltiplicazione degli elementi vale la proprietà 
associativa (48) C = A (BC), dove A, B, C sono elementi del 
gruppo. La proprietà commutativa, però, generalmente non vale; 
in generale cioè AB +4 A B. Ad ogni elemento A del gruppo corrisponde 
nello stesso gruppo l'elemento inverso A-! (trasformazione inversa) 
tale che AA7 = E. In certi casi un elemento può coincidere con 
il suo inverso, in particolare £-! = E. È evidente che gli elementi 
mutuamente inversi A e A commutano. 

L’inverso del prodotto di due elementi AB è 


(AB)-1= BA 


e analogamente per il prodotto di un numero maggiore di elementi; 
è facile convincersene eseguendo la moltiplicazione e usando la 
proprietà associativa. 


1) Tale punto di vista consente di considerare non soltanto i gruppi delle 
rotazioni e delle riflessioni, di cui qui si parla, ma anche altri tipi di trasforma- 
zioni che lasciano inalterata l’equazione di Schròdinger. Tali sono le permuta- 
zioni delle coordinate di particelle identiche che compongono il dato sistema 
(molecola o atomo). L’insieme di tutte le permutazioni possibili di particelle 
identiche in un dato sistema si chiama gruppo delle permutazioni (abbiamo già 
avuto a che fare con esse nel $ 63). Le proprietà generali dei gruppi, esposte più 
avanti, riguardano anche i gruppi delle permutazioni; non ci occuperemo qui 
di uno studio più dettagliato di questo tipo di gruppi. 

A proposito delle notazioni usate in questo capitolo occorre fare la seguente 
osservazione. Le trasformazioni di simmetria rappresentano, di fatto, gli stessi 
operatori con cui abbiamo sempre a che fare in questo libro, e bisognerebbe 
quindi indicarli con lettere munite di accento circonflesso. Non lo faremo però 
prendendo atto delle notazioni universalmente accettate e tenendo anche conto 
del fatto che in questo capitolo ciò non può causare malintesi. Per la stessa ra- 
gione, per indicare la trasformazione identica, usiamo il simbolo universalmente 
adottato E e non 1, che corrisponderebbe alle notazioni usate negli 
altri capitoli. Infine, l'operatore di inversione è indicato in questo capitolo con 
il simbolo / în luogo del simbolo P usato nel $ 30 e adottato nella letteratura mo- 
derna di meccanica quantistica. 
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Se tutti gli elementi di un gruppo commutano tale gruppo si 
chiama abeliano. I gruppi detti ciclici sono un caso particolare dei 
gruppi abeliani. Per gruppo ciclico si intende un gruppo i cui 
elementi si possono ottenere elevandone uno di essi alle potenze 
successive, cioè un gruppo costituito dagli elementi 


A; A, dA, ia A È; 


dove n è un numero intero. 

Sia G un gruppo!). Se in questo gruppo si può individuare un 
insieme di elementi H tale da costituire esso stesso un gruppo, 
H si chiama sottogruppo di G. Uno stesso elemento di un gruppo può 
appartenere a diversi suoi sottogruppi. 

Prendendo un elemento A qualsiasi di un gruppo ed elevandolo 
alle potenze successive, otteniamo infine l’elemento unità 
(poiché il numero totale di elementi nel gruppo è finito). Se n 
è l’intero positivo minimo per cui 4" = £, allora n è detto ordine 
dell’elemento A, e l’insieme di elementi A, A”, ..., A" = £ periodo 
di A. Il periodo si denota con {A }; esso stesso costituisce un gruppo, 
cioè un sottogruppo del gruppo iniziale, anzi un sottogruppo ciclico. 

Per verificare se un dato insieme di elementi di un gruppo è un 
suo sottogruppo, è sufficiente convincersi che moltiplicando due 
elementi qualsiasi si ottiene un elemento appartenente a questo 
insieme. Infatti, insieme ad ogni elemento A ci saranno anche tutte 
le sue potenze, compreso il numero A”! (n è l'ordine dell'elemento) 
che funge da inverso (poiché A"-!A = A" = £); vi sarà eviden- 
temente anche l’elemento unità. 

Il numero totale di elementi del gruppo si chiama ordine del 
gruppo. È facile vedere che l’ordine di un sottogruppo è un divisore 
dell'ordine del gruppo. A questo scopo consideriamo un sottogruppo 
H del gruppo G e supponiamo che G, sia un elemento del gruppo G 
non appartenente ad H. Moltiplicando tutti gli elementi di H per 
G;, (per esempio, a destra), otteniamo un insieme (0, come si dice 
anche, un complesso) di elementi che si indica con HG,. Tutti gli 
elementi di questo complesso appartengono, evidentemente, al 
gruppo @. Ma nessuno di essi appartiene ad H; infatti, se per due 
elementi qualsiasi H,, #7» appartenenti ad H si avesse HG; = Hb, 
seguirebbe G,=H,7!H, cioè G, apparterrebbe anche al sottogruppo H, 
contrariamente alla nostra ipotesi. Si può mostrare analogamente 
che se G, è un elemento del gruppo G non appartenente né ad H né 
ad HG,, allora tutti glielementi del complesso HG, non appartengono 
né ad H né ad _HG,. Procedendo in questo modo, noi esauriremo 
alla fine tutto il complesso di elementi del gruppo finito G. Cosi, 


1) Indicheremo simbolicamente i gruppi con lettere in corsivo grassetto. 
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tutti gli elementi risulteranno divisi in insiemi (detti laterali di 
H in G) 
Hi HG, HG), e e 07) HG,n, 


ciascuno dei quali contiene 4 elementi, dove % è l’ordine del sotto- 
gruppo 47. Ne segue che l’ordine del gruppo G è g = »m, ciò che 
prova la nostra affermazione. Il numero intero m = g/ si chiama 
indice del sottogruppo H del gruppo G. 

Se l’ordine di un gruppo è un numero primo, da quanto dimostrato. 
segue che tale gruppo non possiede alcun sottogruppo (all'infuori 
di E e del gruppo stesso). È valido anche l’inverso: per ogni gruppo 
privo di sottogruppi il suo ordine è necessariamente un numero primo 
e deve essere per ciò stesso ciclico (in caso contrario, esso avrebbe 
elementi il cui periodo costituirebbe un sottogruppo). 

- Introduciamo ora il concetto importante di elementi coniugati. 
Due elementi A e B sono detti coniugati l’uno con l’altro se 


A = CBC*, 


dove anche C è un elemento del gruppo (moltiplicando l'uguaglianza 
scritta a destra per C e a sinistra per C-!, otteniamo l’uguaglianza 
inversa B = CAC). La proprietà sostanziale della coniugazione 
è che se A è coniugato con B e B con Cc, allora A è coniugato con C; 
infatti, dato B = P AP, C = Q-BQ (dove P, Q sono elementi 
gruppo) segue che C = (PO)A (PO). Per questa ragione, si può 
parlare di un insieme di elementi del gruppo coniugati fra loro. 
Tali insiemi si chiamano classi di elementi coniugati, o semplicemente 
classi del gruppo. Ogni classe è determinata completamente da un 
suo elemento A; infatti, dato A, si ottiene tutta la classe formando 
i prodotti GAG", dove G varia su tutto il gruppo (ogni elemento. 
della classe si può ovviamente ottenere anche più volte). In tal 
modo, possiamo suddividere l’intero gruppo in classi; ogni elemento: 
del gruppo può, evidentemente, appartenere a una sola classe. 
L'elemento unità del gruppo costituisce una classe da solo, perché 
per ogni elemento del gruppo si ha GEG* = E. Se il gruppo è abe- 
liano, lo stesso vale per ogni suo elemento; infatti poiché tutti gli 
elementi di tale gruppo, per definizione, commutano fra loro, ogni 
elemento è coniugato solo con sé e costituisce una classe da solo. 
Sottolineiamo che una classe del gruppo (non coincidente con £) 
non costituisce un suo sottogruppo; questo si vede già dal fatto 
che essa non contiene l'elemento unità. 

Tutti gli elementi di una stessa classe hanno lo stesso ordine. 
Infatti, se n è l’ordine dell’elemento A (cosicché A" = £), per 
il suo coniugato B = CAC+ si ha (CAC-)" = CA"CU = E. 

Sia H un sottogruppo di G e G, un elemento di G non appartenente 
ad H. È facile convincersi che l’insieme di elementi GHG;* 
soddisfa tutte le proprietà richieste ad un gruppo, cioè è esso stesso 
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un sottogruppo del gruppo G. I sottogruppi H e G,H7G;! si dicono 
coniugati; ogni elemento di uno di essi è coniugato con uno degli 
elementi dell'altro. Facendo variare G,, otteniamo una serie di 
sottogruppi coniugati che possono risultare parzialmente coincidenti 
l'uno con l’altro. Può avvenire che tutti i sottogruppi coniugati 
con H coincidano con H. In questo caso H si chiama divisore norma- 
le (o sottogruppo invariante) del gruppo G. Così, per esempio, ogni 
sottogruppo di un gruppo abeliano è, evidentemente, un divisore 
normale del gruppo. 

Consideriamo il gruppo A con n elementi A, A’, A4”,... e il 
gruppo B con m elementi B, B', B", ... e supponiamo che tutti 
gli elementi di A (tranne l’elemento unità £) siano diversi dagli 
elementi di B e commutino con essi. Se moltiplichiamo ogni elemento 
del gruppo A per ogni elemento di 8, otteniamo un insieme di rm 
elementi che costituiscono essi stessi un gruppo. Infatti, per due 
elementi qualsiasi di questo insieme abbiamo AB-A’'B' = 
= AA'.BB' = A"B", cioè otteniamo ancora un elemento dello 
stesso insieme. Il gruppo ottenuto dell’ordine rm si indica con A x B 
e si chiama prodotto diretto dei gruppi A e B. 

Infine, introduciamo il concetto di isomorfismo di gruppi. Due 
gruppi Ae B dello stesso ordine sono detti isomorfi se fra loro elementi 
si può stabilire una corrispondenza biunivoca tale che se ad A corri- 
sponde l'elemento B e ad A' l’elemento B', allora ad A” = AA° 
corrisponde l'elemento B” = B2B'”. Due tali gruppi, considerati in 
modo astratto, posseggono evidentemente proprietà identiche, benché 
sia diverso il significato concreto dei loro elementi. 


$ 93. Gruppi puntuali 


Le trasformazioni, che concorrono a formare il gruppo di simme- 
tria di un corpo di dimensioni finite (in particolare, di una molecola), 
devono essere tali che almeno un punto del corpo resti fisso quando 
si esegue una qualsiasi di queste trasformazioni. In altre parole, 
tutti gli assi e i piani di simmetria della molecola devono avere 
almeno un punto di intersezione comune. Infatti, due rotazioni 
successive intorno a due assi non intersecantisi o la riflessione in due 
piani non intersecantisi portano il corpo a uno spostamento trasla- 
zionale, per effetto del quale il corpo non può evidentemente sovrap- 
porsi a se stesso. I gruppi di simmetria con questa proprietà si 
chiamano gruppi puntuali. 

Prima di passare alla costruzione dei tipi possibili di gruppi 
puntuali, esponiamo un modo geometrico semplice che consente 
facilmente di separare gli elementi di un gruppo in classi. Sia Oa 
un certo asse, e supponianio che l'elemento A del gruppo sia una 
rotazione di angolo determinato intorno a questo asse. Sia poi 
G una trasformazione dello stesso gruppo (rotazione o riflessione) 
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che, applicata all'asse stesso Oa, lo porta nella posizione Ob. Mo- 
striamo che l'elemento B = GAG- corrisponde allora alla rotazione 
intorno all'asse Ob di angolo uguale a quello di A. Infatti, conside- 
riamo l’azione della trasformazione GAG- sull’asse stesso Ob. La 
trasformazione G-!, inversa di G, riconduce l’asse Ob nella posi- 
zione Va, cosicché la rotazione A che segue lo lascia nella stessa posi- 
zione; infine, G lo riconduce nella sua posizione iniziale. In tal 
modo, l’asse Ob si trova alla fine al suo posto, cosicché B è una 
rotazione attorno a questo asse. Poiché A e B appartengono alla 
stessa classe, l’ordine di questi elementi deve essere lo stesso; questo 
significa che essi corrispondono ad una rotazione di angolo uguale. 

Siamo giunti quindi al risultato che due rotazioni di angolo 
uguale appartengono a una stessa classe se fra gli elementi del gruppo 
vi è una trasformazione che permette di far coincidere un asse di 
rotazione con l’altro. Si può mostrare esattamente allo stesso modo 
che anche due riflessioni in differenti piani appartengono a una 
stessa classe se c'è una trasformazione del gruppo che porta un piano 
a coincidere con l’altro. Gli assi o i piani di simmetria le cui direzioni 
possono coincidere si chiamano equivalenti. 

Occorre fare alcune osservazioni supplementari per il caso in 
cui le due rotazioni sono operate attorno ad uno stesso asse. L'ele- 
mento inverso della rotazione Cà (kK = 1, 2, ..., n — 1) attorno 
ad un asse di simmetria d'ordine n l'elemento C7* = Cn-*, vale 
a dire una rotazione di angolo (n — X) (27/n) nella stessa direzione 
o, ciò che è lo stesso, di angolo 2kx/n nella direzione opposta. Se le 
trasformazioni del gruppo contengono la rotazione di angolo x 
attorno ad un asse perpendicolare (tale rotazione inverte la dire- 
zione dell'asse considerato), allora, conformemente alla regola gene- 
rale dimostrata, le rotazioni Cà e C;* appartengono a una stessa 
classe. Anche la riflessione o, in un piano perpendicolare all'asse 
ne inverte la direzione; tuttavia, è da tener presente che la riflessione 
inverte anche la direzione della rotazione. Quindi l’esistenza di 
0, non rende C* e C- degli elementi coniugati. Quanto alla rifles- 
sione 0, in un piano passante per l’asse, essa non cambia la direzione 
dell'asse, ma cambia la direzione della rotazione e, di conseguenza, 
Cif = oyChRo,, cosicché in presenza di un tale piano di simmetria 
Cà e CF appartengono a una stessa classe. Se le rotazioni di angolo 
uguale attorno ad un asse nelle direzioni opposte sono coniugate, 
questo asse si chiama bilaterale. 

La determinazione delle classi di un gruppo puntuale è spesso 
facilitata dalla regola seguente. Sia Gun certo gruppo non contenente 
l'inversione /, e C; un gruppo di due elementi: / ed £. Allora il 
prodotto diretto G x C; è un gruppo contenente il doppio di elementi 
rispetto a G; la metà di essi coincide con gli elementi di G, mentre 
gli altri si ottengono moltiplicando questi ultimi per /. Poiché / 
commuta con qualsiasi altra trasformazione del gruppo puntuale, 
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è chiaro che il gruppo G x €; contiene il doppio di classi rispetto 
a G; a ogni classe A del gruppo G corrispondono due classi nel gruppo 
G x C;: Ae AI. In particolare, l'inversione / costituisce sempre 


una classe da sola. 
5 n, 


Fig. 34 


Gy Cso 


Veniamo ora ad elencare tutti i gruppi puntuali possibili; li 
costruiremo partendo dai più semplici ed aggiungendo nuovi elementi 
di simmetria. Indicheremo i gruppi puntuali con lettere latine in 
grassetto munite di indici corrispondenti. 


I.Gruppi ©, 


Il tipo più semplice di simmetria contiene un solo asse di sim- 
metria di ordine n. C, è il gruppo delle rotazioni attorno ad un asse 
di simmetria di ordine nr. Questo gruppo è evidentemente ciclico. 
Ciascuno dei suoi » elementi costituisce una classe da solo. Il gruppo 
C, contiene solo la trasformazione identica £ e corrisponde a un'as- 
senza totale di simmetria. 


II. Gruppi Son 


È il gruppo delle rotazioni attorno ad un asse di roto-riflessione 
di ordine pari 2r. Esso contiene 2n elementi ed è, evidentemente, 
ciclico. In particolare, il gruppo $, contiene in tutto due elementi: 
E e I; questo gruppo si indica anche con C;. Notiamo anche che se 
l'ordine del gruppo è un numero del tipo 2n = 4p + 2, allora fra 
i suoi elementi c’è l'inversione; è evidente che ($,p+3)?? #1 = C,0, = 
= I. Tale gruppo può essere scritto sotto forma del prodotto diretto: 
Skp+2 = Capti X Ci; lo si indica anche con C,41,;- 
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III. Gruppi Car 


Questi gruppi si ottengono aggiungendo ad un asse di simmetria 
di ordine rn un piano di simmetria perpendicolare a questo asse. 
Il gruppo Cn, contiene 2n elementi: n rotazioni del gruppo C, ed n 
trasformazioni di roto-riflessione CRo, (k = 1, 2, ..., n) (com- 
presa la riflessione Co, = ox). Tutti gli elementi del gruppo com- 
mutano, cioè il gruppo è abeliano; il numero di classi è uguale al 
numero di elementi. Se n è pari (nr = 2p), il gruppo ha un centro 
di simmetria (poiché C£,0, = C20, = /). Il gruppo elementare 
Cin contiene in tutto due elementi: E e 04; esso si indica anche 
con Ci. 


IV. Gruppi Cn 


Aggiungendo ad un asse di simmetria di ordine n un piano di 
simmetria passante per questo asse, si ottengono ancora (n — 1) 
piani intersecantisi lungo l’asse formando un angolo n/r (questo 
segue direttamente dal teorema geometrico (941,7))!). Il gruppo 
ottenuto C',, contiene quindi 2n elementi: n rotazioni attorno all'asse 
di ordine r ed r riflessioni o, in piani verticali. 

Nella fig. 34 sono rappresentati a titolo di esempio i sistemi di 
assi. e di piani di simmetria dei gruppi C3, e Cup 

Per determinare le classi, osserviamo che, grazie alla presenza 
dei piani di simmetria assiale, l’asse è bilaterale. La suddivisione 
effettiva degli elementi in classi è differente a seconda che n è pari 
o dispari. 

Se n è dispari (n = 2p + 1), le rotazioni successive C,,+, fanno 
coincidere successivamente ogni piano con gli altri 2p piani, cosicché 
tutti i piani di simmetria sono equivalenti e le riflessioni in questi 
piani appartengono a una stessa classe. Fra le rotazioni intorno 
all'asse ci sono 2p operazioni, differenti dalla trasformazione iden- 
tica, che sono coniugate a due a due e formano p classi con due elemen- 
ti ciascuna (CR,,, e Cai X = 1, 2, ..., p); inoltre, E costituisce 
una classe da solo. In tal modo, ci sono in tutto p + 2 classi. 

Se n è pari (n = 2p), allora con rotazioni successive C,p si può 
far coincidere i piani solo alternativamente; due piani successivi 
non si possono sovrapporre. In tal modo, ci sono due combinazioni 
di p piani equivalenti e, rispettivamente, due classi con p elementi 
(riflessioni) ciascuna. Per quanto riguarda le rotazioni intorno 


1) In un gruppo finito non vi possono essere due piani di simmetria inter- 
secantisi che formano un angolo che non sia uguale a una frazione razionale di 
2n. L'esistenza di tali piani comporterebbe un numero infinito di altri piani di 
simmetria intersecantisi lungo una stessa retta e ottenuti con un'infinità di 
riflessioni di un piano in un altro. In altre parole, la presenza di due piani di 
questo genere conduce immediatamente alla simmetria assiale completa. 
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all'asse, Cî2 = E e CB, = CC, costituiscono ciascuna una classe, 
e le altre 2p — 2 rotazioni sono coniugate a due a due e formano 
ancora p — 1 classi con due elementi ciascuna. Il gruppo Cp,» 
ha quindi in tutto p + 3 classi. | 


V.Gruppì D, 


Se a un asse di simmetria di ordine ” viene aggiunto un asse 
perpendicolare del secondo ordine, si ottengono ancora (n — 1) 
assi di questo genere, cosicché si avranno in tutto n assi orizzontali 
del secondo ordine intersecantisi secondo un angolo n/r. Il gruppo 
D, cosi ottenuto contiene 2n elementi: n rotazioni attorno all'asse 
di ordine r ed r. rotazioni di angolo n attorno agli assi orizzontali 
(conveniamo di indicare quest'ultime con U,, riservando la nota- 
zione C, per la rotazione di angolo n attorno all’asse verticale). 
Nella fig. 34 sono rappresentati a titolo di esempio i sistemi di assi 
dei gruppi D; e D.. 

Analogamente al caso precedente, possiamo convincerci che 
l'asse di ordine r è bilaterale e che gli assi orizzontali del secondo 
ordine sono tutti equivalenti se n è dispari, o formano due combina- 
zioni non equivalenti se nè pari. Quindi, il gruppo D,p ha le seguenti 
p + 3 classi: E, 2 classi con p rotazioni UV, ciascuna, la rotazione 
C, e (p — 1) classi con due rotazioni attorno all’asse verticale. 
Il gruppo D3p+1 ha invece p + 2 classi: E, 2p + 1 rotazioni U, 
e p classi con due rotazioni attorno all'asse verticale. 

Un caso particolare importante è quello del gruppo D,. Il suo 
sistema di assi è costituito da tre assi mutuamente perpendicolari 
del secondo ordine. Questo gruppo si indica anche con YV. 


VI. Gruppi Dar 


Se al sistema di assi del gruppo D, viene aggiunto un piano di 

simmetria orizzontale passante per n assi del secondo ordine, si 
ottengono automaticamente n piani verticali ciascuno dei quali 
passa per un asse verticale e per uno degli assi orizzontali. Il gruppo 
D,, che si ottiene allora contiene 4r elementi; oltre a 2» elementi 
del gruppo D,, di esso fanno parte ancora nr riflessioni 0, ed n tra- 
sformazioni di roto-riflessione CRon. Nella fig. 35 è rappresentato 
il sistema di assi e di piani del gruppo D;,. 
La riflessione o, commuta con tutti gli altri elementi del gruppo; 
si può quindi scrivere D,, sotto forma del prodotto diretto D,, = 
= Dn X Cg, dove C, è il gruppo dei due elementi E e o. Per n 
pari, fra gli elementi del gruppo c'è l'inversione, e si può scrivere 
anche Dop, h= Dip Xx Ci;. 
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Ne segue che il numero di classi nel gruppo Dn, è uguale al 
doppio del numero di classi nel gruppo D,. La metà di esse coincide 
con le classi del gruppo D, (rotazioni attorno agli assi) e le altre 


Fig. 35 


si ottengono da esse moltiplicando per cy. Le riflessioni o, nei 
piani verticali appartengono tutte a una stessa classe (se n è dispari) 
o costituiscono due classi (se n è pari). Le trasformazioni di roto- 
riflessione o,C% e 0,C;} sono coniugate a coppia. 


VII. Gruppi D,; 


Esiste ancora un altro modo di aggiungere piani di simmetria 
al sistema di assi del gruppo D,. E precisamente si tratta dei 
piani verticali bisecanti l’angolo formato da due assi orizzontali 
contigui del secondo ordine. Aggiungere un tale piano comporta 
la comparsa di altri (n — 1) piani. Il sistema di assi e di piani 
di simmetria ottenuto determina il gruppo D,; (nella fig. 35 sono 
rappresentati gli assi ed i piani dei gruppi D.)g @ Dja). 

Il gruppo D,g contiene 4n elementi. Ai 2n elementi del gruppo 
D, si aggiungono r riflessioni nei piani verticali (indicati con gu: 
piani « diagonali ») ed n trasformazioni della forma G = U;04. 
Per chiarire il carattere di quest'ultime, osserviamo che la rota- 
zione VU, si può scrivere, secondo la (94,6), nella forma U, = 0400, 
dove o, è la riflessione nel piano verticale passante per il dato asse 
del secondo ordine; allora G = 0,004 (è ovvio che le trasformazioni 
Co, O, come tali non figurano fra gli elementi del gruppo). Poiché 
i piani di riflessione 0, e gg si intersecano lungo un asse di ordine r 
formando l’angolo (1/2n) (24 + 1), dove kK=1,..., (n 1) 
(poiché l'angolo fra i piani contigui è qui uguale a /2r), allora, 
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secondo la (91,6), abbiamo 0,04 = C2à4!. Troviamo così che G = 
= OCpC2k+1 — S2kH1, cioè questi elementi rappresentano trasfor- 
mazioni di roto-riflessione attorno all'asse verticale, che risulta 
quindi non un semplice asse di simmetria di ordine nr, bensi, un 
asse di roto-riflessione di ordine 2n. 

I piani diagonali riflettono l’uno nell'altro due assi binari oriz- 
zontali contigui; quindi nei gruppi considerati tutti gli assi binari 
sono equivalenti (sia per n pari che per n dispari). Analogamente, 
sono equivalenti tutti i piani diagonali. Le trasformazioni di roto- 
riflessione $28+1! ed S72%-! sono coniugate a coppie !). 

Applicando queste considerazioni al gruppo D.p, a, troviamo che 
esso contiene le seguenti 2p + 3 classi: E, la rotazione C, attorno 
all’asse di ordine n, (p — 1) classi con due rotazioni coniugate attorno 
allo stesso asse, una classe di 2p rotazioni U,, una classe di 2p rifles- 
sioni og e p classi con due trasformazioni di roto-riflessione ciascuna. 

Per n dispari (n = 2p + 1), fra gli elementi del gruppo c'è 
l'inversione (ciò risulta dal fatto che uno degli assi orizzontali 
è allora perpendicolare al piano verticale). Quindi si può scrivere 
Dop+1,da = Dap+1 X Ci, cosicché il gruppo D,p+1,a Contiene 2p + 4 
classi che si ottengono direttamente dalle p + 2 classi del gruppo 
D.p41. 


VIII. Gruppo 7 (gruppo del tetraedro) 


Il sistema di assi di questo gruppo è il sistema di assi di simme- 
tria del tetraedro. Esso può essere ottenuto aggiungendo al sistema 
di assi del gruppo VW quattro assi obliqui ternari, le rotazioni attorno 
ai quali trasformano l’uno nell'altro i tre assi binari. È opportuno 


Fig. 36 


rappresentare questo sistema di assi identificando i tre assi binari 
con le perpendicolari abbassate dai centri delle facce opposte del cubo 
e gli assi ternari con le diagonali spaziali di questo cubo. Nella 
fig. 36 è rappresentata la disposizione di questi assi nel cubo e nel 
tetraedro (un asse per ogni tipo). 


1) Si ha, infatti, 
2h+1 2h+1 2h+1 —2h-1 -2hR-1 
CaSîn a= 090nC2în 0a= On0dC2n Ca= Cn = 
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I tre assi binari sono equivalenti tra loro. Gli assi ternari sono 
pure equivalenti, poiché si trasformano l'uno nell'altro con rota- 
zioni C,, ma non sono assi bilaterali. Ne segue che i 12 elementi 
del gruppo 7' sono suddivisi in quattro classi: £, tre rotazioni C., 
quattro rotazioni C3$ e quattro rotazioni C?. 


IX. Gruppo Ti; 


Questo gruppo contiene tutte le trasformazioni di simmetria del 
tetraedro. Si può ottenerne il sistema dei suoi assi e dei suoi piani 
aggiungendo agli assi del gruppo T' dei piani di simmetria ciascuno dei 
quali passa per un asse binario e per due assi ternari. Gli assi binari 
diventano allora assi di roto-riflessione del quarto ordine (come ciò 
avviene nel gruppo Da). È comodo rappresentare questo sistema 


Fig. 37 


disegnando i tre assi di roto-riflessione come passanti per i centri 
delle facce opposte del cubo, i quattro assi ternari come diagonali spa- 
ziali, i sei piani di simmetria come passanti per ogni coppia di spi- 
voli opposti (nella fig. 37 è rappresentato un asse e un piano per 
ogni tipo). 

Poiché i piani di simmetria sono verticali rispetto agli assi 
ternari, questi ultimi sono assi bilaterali. Tutti gli assi e i piani 
di ciascun tipo sono equivalenti. Quindi, i 24 elementi del gruppo 
sono suddivisi nelle 5 classi seguenti: £, otto rotazioni C3 e Ci, 
sei riflessioni nei piani, sei trasformazioni di roto-riflessione $, 

2 


3 î 1 Si 
e Si, tre rotazioni C, = $3, 


X. Gruppo T, 


Questo gruppo si deduce da T aggiungendo un centro di sim- 
metria: T,= 7 x C;. Come risultato, si ottengono tre piani di 
simmetria mutuamente perpendicolari passanti per ogni coppia di 
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assi binari, e gli assi ternari diventano assi di roto-riflessione del 
sesto ordine (la fig. 38 rappresenta un asse e un piano di questo 
genere). 

Il gruppo contiene 24 elementi suddivisi in 8 classi che si dedu- 
cono direttamente dalle classi del gruppo 7. 


XI. Gruppo O (gruppo dell’ottaedro) 


Il sistema di assi di questo gruppo è quello degli assi di simmetria 
del cubo: tre assi del quarto ordine passano per i centri delle facce 
opposte, quattro assi ternari per i vertici opposti e sei assi binari 
per i punti di mezzo degli spigoli opposti (fig. 39). 


N 


) 


lio Co c 


N 


e RA 


Fig. 39 


È facile vedere che tutti gli assi dello stesso ordine sono equiva- 
lenti, e ciascuno di essi è bilaterale. Quindi i 24 elementi sono sud- 
divisi nelle 5. classi seguenti: £, otto rotazioni C3 e Cî, sei rota- 
zioni C4 e Ci, tre rotazioni Ci; e sei rotazioni C,. 


XII. Gruppo Ox 


È il gruppo di tutte le trasformazioni di simmetria del cubo!). 
Esso si deduce aggiungendo al gruppo O un centro di simmetria O, = 
= O xC:. Gli assi ternari del gruppo O si trasformano allora in 
assi di roto-riflessione del sesto ordine (diagonali spaziali del cubo); 
compaiono inoltre ancora sei piani di simmetria passanti per ciascuna 
coppia di spigoli opposti e tre piani paralleli ai lati del cubo (fig. 40). 
Il gruppo contiene 48 elementi ripartiti in 10 classi che si possono 
dedurre direttamente dalle classi del gruppo O. E precisamente, 
5 classi coincidono con le classi del gruppo O e le altre sono: /; 
otto trasformazioni di roto-riflessione Sg é St; sei trasformazioni 
di roto-riflessione C.0n, Cio, attorno agli assi del quarto ordine; 


1) I gruppi 7, Tar Th. O, On sì chiamano gruppi cubici. 
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tre riflessioni 0, nei piani orizzontali rispetto agli assi del quarto 
ordine; sei riflessioni o, nei piani verticali rispetto a questi assi. 


XIII, XIV. Gruppi Y, Y, (gruppi dell'’icosaedro) 


Questi gruppi sono realizzati in natura come gruppi di simmetria 
delle molecole solo in casi straordinari. Limitiamoci quindi a notare 
qui che Y è un gruppo di 60 rotazioni at- 
torno agli assi di simmetria dell’icosaedro 
(poliedro a 20 facce triangolari) o del do- 


74 


decaedro pentagonale (poliedro regolare a fé ZSZSNN 
12 facce pentagonali); si hanno allora 6 =_= = XÒ 
assi del quinto ordine, 10 del terzo e 15 EP 


) 


del secondo. Il gruppo Y, si deduce ag- 
giungendo un centro di simmetria: Y, = 
-3 Y X €;, e rappresenta il gruppo com- 


l 
| 


» Ue [Sa 


pleto delle trasformazioni di simmetria dei __-- 
poliedri menzionati. 0, 
Con questo sono esauriti tutti i tipi pos- Fig. 40 


sibili di gruppi puntuali contenenti un nu- 

mero finito di elementi. Per completare, occorre considerare i 
gruppi puntuali cosiddetti continui contenenti un numero infi- 
nito di elementi. Questo sarà fatto nel $ 98. 


$ 94. Rappresentazioni dei gruppi 


Consideriamo un gruppo di simmetria qualunque, e sia w, una 
certa funzione monodroma delle coordinate (nello spazio delle con- 
figurazioni del sistema fisico dato). Nella trasformazione del sistema 
di coordinate corrispondente all'elemento G del gruppo, questa 
funzione si trasforma in un’altra funzione. Applicando successiva- 
mente tutte le g trasformazioni del gruppo (g è l’ordine del gruppo), 
ricaviamo da w,, in generale, g funzioni diverse. Per determinate 
scelte di w, alcune di queste funzioni possono, però, risultare linear- 
mente dipendenti. Si ottiene cosi un certo numero f(f<g) di 
funzioni linearmente indipendenti w,, w,, ..., wr che si trasfor- 
mano linearmente l’una nell’altra nelle trasformazioni di simmetria 
del gruppo considerato. In altre parole, per la trasformazione G 
ciascuna delle funzioni w; (s = 1, 2, ..., f) diventa una combina- 
zione lineare della forma 


i 
È GriPr, 
h=1 
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dove Gy; sono costanti dipendenti dalla trasformazione G. L'insieme 
di queste costanti si chiama matrice di trasformazione). 

In questo contesto è opportuno considerare gli elementi del 
gruppo G come operatori agenti sulle funzioni y;, cosicché si potrà 
scrivere 


Gyp;= 3, GriPr (94,1) 


È sempre possibile scegliere le funzioni w; tali che siano mutua- 
mente ortogonali e normalizzate. Allora il concetto di matrice di 
trasformazione coincide con il concetto di matrice di un operatore 
nella forma definita nel $ 411: 


Cie { piÉwa da. (94,2) 


Al prodotto di due elementi G e H# del gruppo corrisponde la 
matrice determinata mediante le matrici di G e Y dalla regola 
ordinaria di moltiplicazione delle matrici (411,12) 


(GH);x= Di GuH up. (94,3) 


I 


L'insieme delle matrici di tutti gli elementi del gruppo si chiama 
rappresentazione del gruppo. Le funzioni stesse W,, . . ., ); mediante 
le quali sono determinate queste matrici costituiscono la base della 
rappresentazione. Il numero f di queste funzioni è la dimensione 
della rappresentazione. 

Consideriamo gli integrali | piva dg. Poiché l’integrazione è 
estesa a tutto lo spazio, è evidente che per qualsiasi rotazione o rifles- 
sione del sistema di coordinate i valori degli integrali non variano. 
In altre parole, le trasformazioni di simmetria non violano l’orto- 
gonalità e la condizione di normalizzazione delle funzioni della 
base, ciò significa (vedi $ 12) che gli operatori G sono unitari?). 
Ne consegue che sono parimente unitarie le matrici che determinano 
gli elementi del gruppo nella rappresentazione in base ortonormale. 

Eseguendo sulle funzioni w;, . . ., wr una trasformazione lineare 
unitaria 


pi= Sw, (94,4) 


1) Poiché le funzioni ‘|; sono supposte monodrome, a ciascun elemento del 
gruppo corrisponde una matrice ben determinata. Ì 

) Nel nostro ragionamento ha un'importanza essenziale il fatto che gli 
integrali o sono nulli (per i 4 X) o sono diversi da zero a priori (per i = k), 
poiché l’espressione da integrare | p; |? è positiva. 
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otteniamo un nuovo sistema di funzioni w,, - . -, yy che saranno 


anch'esse ortonormali (vedi $ 12)!). Prendendo come base della 


: rappresentazione le funzioni pi, avremo una nuova rappresentazione 


‘ della stessa dimensione. Tali rappresentazioni che si deducono l'una 
‘ dall’altra per via di una trasformazione lineare delle funzioni della 
‘base si chiamano rappresentazioni equivalenti; esse non sono, eviden- 


tomente, sostanzialmente differenti. 
Le matrici delle rappresentazioni equivalenti sono legate fra 
esse da una semplice relazione: secondo la (12,7), la matrice dell’ ope- 


ratore G nella nuova rappresentazione è uguale alla matrice del- 
l'operatore 


G=S+G$ (94,5) 


nella vecchia rappresentazione. 

La somma degli elementi diagonali (cioè la traccia) della matrice 
che rappresenta l'elemento G del gruppo, è detta carattere della 
matrice; indicheremo i caratteri con yY (G). Un fatto di particolare 
importanza è che i caratteri delle matrici delle rappresentazioni 
equivalenti coincidono (vedi la (12,11)). Questa circostanza rende 
estremamente importante la descrizione della rappresentazione di 
un gruppo mediante l’assegnazione dei suoi caratteri; essa permette 
di distinguere immediatamente le rappresentazioni sostanzialmente 
diverse dalle rappresentazioni equivalenti. In seguito, noi chiame- 
remo diverse soltanto le rappresentazioni non equivalenti. 

Se con S si intende nella (94,9) un elemento del gruppo che lega 
gli elementi coniugati G e G”, si arriva al risultato che, in ogni 
rappresentazione data del gruppo, i caratteri delle matrici che rap- 
presentano gli elementi di una stessa classe sono uguali. 

All’elemento unitario £ del gruppo corrisponde la trasformazione 
identica. Quindi la matrice che la determina è diagonale in ogni 
rappresentazione, e gli elementi diagonali sono uguali all’unità. 
TI carattere y(£) è quindi uguale semplicemente alla dimensione 
della rappresentazione 


Consideriamo una certa rappresentazione di dimensione f. Può 
avvenire che in seguito ad una trasformazione lineare appropriata 
(94,4) le funzioni della base si separino in insiemi di f,, fa, ... 
funzioni (fi + fa + . ..= f) in modo tale che sotto l’azione di 
tutti gli elementi del gruppo le funzioni di ogni insieme si trasfor- 
tnano esclusivamente tra loro, senza coinvolgere le funzioni di 
altri insiemi. Si dice allora che la rappresentazione data è riducibile. 


1) Ricordiamo (vedi la (12,12)) che, essendo le trasformazioni unitarie, la 
somma dei quadrati dei moduli delle funzioni di base è invariante. 
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Se invece il numero delle funzioni di base, che si trasformano tra 
di loro, non può essere diminuito mediante alcuna trasformazione 
lineare, la rappresentazione realizzata con queste funzioni è detta 
irriducibile. Ogni rappresentazione riducibile può essere decomposta 
in rappresentazioni irriducibili. Ciò significa che, con una trasfor- 
mazione lineare appropriata, le funzioni di base si suddividono in 
più insiemi ciascuno dei quali, sotto l’azione degli elementi del 
gruppo, si trasforma secondo una rappresentazione irriducibile. 
Può anche accadere che insiemi diversi si trasformino secondo una 
stessa rappresentazione irriducibile; si dice allora che questa rap- 
presentazione irriducibile è contenuta più volte nella rappresenta- 
zione riducibile. 

Le rappresentazioni irriducibili rappresentano una caratteristica 
fondamentale del gruppo e hanno una parte essenziale in tutte le 
applicazioni della teoria dei gruppi nella meccanica quantistica. 
Diamo le proprietà principali delle rappresentazioni irriducibili). 
— Si può mostrare che il numero di rappresentazioni irriducibili 
diverse di un gruppo è uguale al numero r delle classi del gruppo. 
Indicheremo con indici superiori i caratteri delle diverse rappresen- 
tazioni irriducibili; i caratteri delle matrici dell’elemento G nelle 
diverse rappresentazioni si scrivono Yl (G), x (G), . .., x (G). 

Gli elementi di matrice delle rappresentazioni irriducibili sod- 
disfano delle relazioni di ortogonalità. Prima di tutto, per due rap- 
presentazioni irriducibili diverse valgono le relazioni 


> RG = 0, (94,7) 


dove a -£ È distingue due rappresentazioni irriducibili, e la somma 
è estesa a tutti gli elementi del gruppo. Per ogni singola rappresen- 
tazione irriducibile valgono le relazioni 


di GE GIN" mo=0 6:15xm» (94,8) 
G 


cioè sono diverse da zero soltanto le somme dei quadrati dei moduli 
degli elementi di matrice 


( g 
di | GR [? == Fa . 
G 
Le relazioni (94,7) e (94,8) si possono scrivere nella forma compatta 


® 
2 EGR = =% dapd;10nm. (94,9) 
1) La dimostrazione di queste proprietà si può trovare in ogni corso speciale 


di teoria dei gruppi, per esempio: Smirnov, Corso di matematica superiore, 
vol. III, parte I, Editori Riuniti-Edizioni Mir, 1976. 
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In particolare, si può dedurre da qui un'importante relazione 
di ortogonalità per i caratteri delle rappresentazioni; sommando 
i due membri dell'uguaglianza (94,9) secondo coppie di indici i, k 
e l, m, otteniamo 


| z x) (G) X® (G)* = 2800. (94,10) 


| Por a = p, abbiamo 
2 |x® (6) P=£ 


‘ cioè la somma dei quadrati dei moduli dei caratteri della rappresen- 
tazione irriducibile è uguale all’ordine del gruppo. Osserviamo 
‘ Che si può usare questa relazione come criterio di irriducibilità della 
‘rappresentazione: per una rappresentazione riducibile questa somma 
:@è in ogni caso superiore a g (e precisamente, è uguale a ng, dove 
‘in è il numero di rappresentazioni irriducibili contenute in questa 
 fappresentazione). 

Dalla (94,10) risulta anche che l'uguaglianza dei caratteri di due 
‘rappresentazioni irriducibili è non solo una condizione necessaria, 
ima ancora una condizione sufficiente della loro equivalenza. 
Poiché i caratteri relativi agli elementi della stessa classe sono 
. uguali, nella somma (94,10) ci sono in realtà soltanto r termini indi- 
i pendenti, e si può riscriverla nella forma 


2 BcX9 (C) X9 (0)*= gdapy (94,11) 


.dove la somma è estesa alle r classi del gruppo (indicate convenzio- 

nalmente con C), e gc è il numero di elementi nella classe C. 
Dato che il numero delle rappresentazioni irriducibili coincide 

icon il numero di classi, le grandezze fac = V £c/£x (C) formano 

È una matrice quadrata con r? grandezze. 

Dalle relazioni di ortogonalità rispetto al primo indice (Dfachte = 


ò,p) seguono allora automaticamente le relazioni di ortogonalità 
un al secondo indice: di facito: = Scc-. Di conseguenza, accanto 


alla (94,11), Valgono le formule 


2: x(® (C) yx(® (C')"* = È Sco». (94,12) 


Fra le rappresentazioni irriducibili di ogni gruppo ce n'è sempre 
una banale, realizzata da una sola funzione di base, invariante rispetto 
a tutte le trasformazioni del gruppo. Questa rappresentazione unidi- 
inensionale si dice unità: in essa tutti i caratteri sono uguali all’unità. 
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Facciamo infine qualche osservazione sulle rappresentazioni irri- 
ducibili di un gruppo che è il prodotto diretto di due altri gruppi 
(non confondere con il prodotto diretto di due rappresentazioni di 
uno stesso gruppo!). Se le funzioni pi? realizzano la rappresentazione 
irriducibile del gruppo A e le funzioni yH realizzano quella del 
gruppo B,i prodotti pd yl® saranno allora la base della rappresen- 
tazione di dimensione fx fs delgruppo A x B, essendo questa rappresen- 
tazione irriducibile. I caratteri di questa rappresentazione si otten- 
gono moltiplicando i caratteri corrispondenti delle rappresentazioni 
iniziali (cfr. deduzione della formula (94,21)); all’elemento C = 
= AB del gruppo A x B corrisponde il carattere 


x (C)= x (A) x® (8). (94,24) 


Moltiplicando così fra loro tutte le rappresentazioni irriducibili 
dei gruppi A e B, otterremo tutte le rappresentazioni irriducibili 
del gruppo A x B. 


$ 95. Rappresentazioni irriducibili dei gruppi puntuali 


Passiamo ora alla determinazione concreta delle rappresenta- 
zioni irriducibili dei gruppi puntuali. La maggior parte delle molecole 
posseggono solo gli assi di simmetria del secondo, terzo, quarto e 
sesto ordine. Non considereremo perciò i gruppi dell’icosaedro 
Y, Y,; considereremo i gruppi C,, Cnn C no Dan Dany soltanto con 
i valori n=1, 2, 3, 4, 6, e i gruppi Sgn, Dna con i valori n = 
=1:Z; 0: 

I caratteri delle rappresentazioni di questi gruppi sono dati 
nella tabella 7. I gruppi isomorfi che hanno rappresentazioni identiche 
sono dati in una stessa tabella. I numeri che precedono i simboli 
degli elementi del gruppo nelle prime righe sono i numeri degli 
elementi delle classi corrispondenti (vedi $ 93). Nelle prime colonne 
sono indicati i simboli convenzionali usati per le rappresentazioni. 
Le rappresentazioni unidimensionali sono indicate con A, B, quelle 
bidimensionali con £, quelle tridimensionali con F (non confondere 
la notazione £ per la rappresentazione bidimensionale con la nota- 
zione E dell’elemento unità del gruppo!)!). Le funzioni di base delle 
rappresentazioni 4 sono simmetriche e quelle delle rappresenta- 
zioni B antisimmetriche rispetto alle rotazioni attorno all'asse prin- 
cipale di ordine n. Le funzioni con diversa simmetria rispetto alla 
riflessione 0, si differenziano per il numero di apici (uno o due), 
e gli indici g ed u determinano la simmetria rispetto all’inversione. 
Accanto alle notazioni delle rappresentazioni, si indica con 2, y, 2 


1) La ragione per cui due rappresentazioni unidimensionali complesse con- 
iugate sono indicate come una rappresentazione bidimensionale sarà precisata 
nel $ 96. 
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la somma dei quadrati deile dimensioni delle rappresentazioni irri- 
iducibili del gruppo è uguale al suo ordine!). Ne segue, in partico- 
‘lare, che nei gruppi abeliani (dove r = g) tutte le rappresentazio- 
i ni irriducibili sono unidimensionali (fj = fo = ...= fr = 1). 
Enunciamo anche, senza dimostrazione, il seguente risultato: le 
‘ dimensioni delle rappresentazioni irriducibili di un gruppo sono di- 
visori dell'ordine del gruppo. 

Lo sviluppo effettivo di una rappresentazione regolare in parti 

‘ irriducibili è dato dalla formula 


pote 5 GR*Cy. (94,18) 
G 


. È facile verificare che le funzioni pi” (i=1,2,..., fa) definite 
‘da questa formula per un dato % si trasformano fra loro secondo 


pio — = Gi i pi, 


cioè sono la base della a-esima rappresentazione irriducibile. Asse- 
gnando a $ valori diversi, otteniamo così f, insiemi diversi di fun- 
zioni di base w°° per una stessa rappresentazione irriducibile, 
ciò che corrisponde al fatto che ogni rappresentazione irriducibile 
entra /, volte nella rappresentazione regolare. 

Una funzione arbitraria w si può rappresentare sotto forma di 
somma di funzioni che si trasformano secondo le rappresentazioni 
irriducibili del gruppo. Questo problema si risolve con le formule 


=D De, = Doe (94,19) 


l’er la dimostrazione sostituiamo la seconda formula nella prima e, 
sommando su i, otteniamo 


= DI fax©* (6) Gv. (94,20) 


Osserviamo che le dimensioni f, coincidono con i caratteri y@ (£) 
dell'elemento unità del gruppo, e, servendoci della relazione di 


ortogonalità (94,12), troviamo che la somma Y}fyx®* (G) è diversa 
a 

da zero (e uguale a g) soltanto se G è l'elemento unità del gruppo. 

Quindi il secondo membro della (94,20) coincide identicamente 

con Y. 


1) Notiamo che per i gruppi puntuali l'equazione (94,17) per r e g dati può 
di po essere soddisfatta da una scelta di numeri interi f,, . . ., fr in un solo 
modo 
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Se nella relazione di ortogonalità (94,10) o (94,11) una delle rappre- 
sentazioni è unità, si ottiene allora per l’altra 


D y() (G) = d, Ley (C)=0, (94,13) 


cioè la somma dei caratteri di tutti gli elementi del gruppo per 
ogni rappresentazione non unità è uguale a zero. 

La relazione (94,10) permette di decomporre in modo molto 
semplice ogni rappresentazione riducibile in rappresentazioni irridu- 
cibili, se si conoscono i caratteri delle une e delle altre. 

Siano %(G) i caratteri di una rappresentazione riducibile di 
dimensione f, esiano a, al, ... ainumeri che indicano quante 
volte sono contenute in essa lo rappresentazioni irriducibili corri 


spondenti, cosicché 


ù alOfp sà f (94,14) 


(fe sono le dimensioni delle rappresentazioni irriducibili). Allora i 
caratteri Y(G) si possono scrivere nella forma 


cT 


X(G)= dI ay 8 (G). (94,15) 
p=1 


Moltiplicando questa uguaglianza per x‘® (G)* e sommando su 
tutti i G, otteniamo, in virtù della (94,10), 


= Xi x (6) x (0)*. (a, 
G 


Consideriamo la rappresentazione di dimensione f = g, realiz- 
zata con g funzioni Gw, dove w è una certa funzione delle coordinate 


di forma generale (cosicché tutte le g funzioni Gw che se ne ottengono 
sono linearmente indipendenti); tale rappresentazione si dice regolare. 
È chiaro che tutte le matrici di questa rappresentazione non conten- 
gono elementi diagonali, tranne la matrice corrispondente all’ele- 
mento unità; quindi si ha y (G) = 0 per G #£ e x(E) = g. Scom- 
ponendo questa rappresentazione in rappresentazioni irriducibili, 
otteniamo, secondo la (94,16), per i numeri a i valori a = 
= (1/g) gf(@ = f(®, cioè ogni rappresentazione irriducibile è con- 
tenuta in quella riducibile considerata un numero di volte uguale 
alla sua dimensione. Sostituendo questo nella (94,14), troviamo 


la relazione 


fi+fit...+f=g; (94,17) 
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Per determinare i caratteri del prodotto simmetrico, scriviamo 


G (iva + dad) = DI GriGma (PiPm + mA) = 


I, m 


4 
= 7 Di (GriGmk t GmiGin) (Pm ca WmPr) ul 


i,m 


Da qui per il carattere troviamo 


[x] (G) = 3 > (G:;Gun + GinGrui): 
i, h 
Ma 
2 Gi=%(G), i GinGn;=% (62); 


così, otteniamo finalmente la formula 
4 i 
DX] (6) = {lx (G)}?+x (65), (94,22) 


che permette di determinare i caratteri del prodotto simmetrico 
‘della rappresentazione con essa stessa a partire dai caratteri della 
rappresentazione iniziale. In modo del tutto analogo troviamo la for- 
mula per i caratteri del prodotto antisimmetrico!) 


{x2} (6)= {lx (©}°—x(09)}. (94,23) 


Se le funzioni w; e @; coincidono, si può evidentemente deter- 
minare mediante queste funzioni soltanto il prodotto simmetrico 
realizzato dai quadrati wî e dai prodotti w;w, (î 4%). Nelle appli- 
cazioni si incontrano anche prodotti simmetrici di grado più elevato; 
i loro caratteri si possono ottenere allo stesso modo. 

Notiamo una proprietà dei prodotti diretti, importante per 
l'esposizione successiva. La scomposizione del prodotto diretto di 
«due diverse rappresentazioni irriducibili in parti irriducibili non con- 
tiene mai la rappresentazione unità; questa è contenuta (una volta sola) 
nel prodotto di rappresentazioni irriducibili complesse coniugate. Nel 
caso di rappresentazioni reali, la rappresentazione unità è contenuta 
soltanto nel prodotto diretto di una rappresentazione irriducibile con 
essa stessa (evidentemente, nella sua parte simmetrica). Infatti, per 
sapere se la rappresentazione unità è contenuta nella (94,21), occorre 
(secondo la (94,16)) sommarne semplicemente i caratteri su G (e divi- 
dere la somma per l’ordine del gruppo g). L'affermazione fatta segue 
nllora direttamente dalle relazioni di ortogonalità (94,10). 


1) E opportuno osservare che per le rappresentazioni di dimensione 2 i 
‘aratteri {y?} (G) coincidono con i determinanti delle trasformazioni lineari G, 
»iò che è facile provare con un calcolo diretto. 
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Consideriamo due sistemi di funzioni differenti p”, . .., pio 


yl® ASS 17 che realizzano due rappresentazioni irriducibili de 


gruppo. Formando il prodotto pA yP, otteniamo un sistema d 
fafa nuove funzioni che possono servire da base per una nuova rap 
presentazione di dimensione f.fs. Questa rappresentazione è dette 
prodotto diretto (o prodotto di Kronecker) delle due prime; essa è irri: 
ducibile se almeno una delle f, o fr è uguale all’unità. È facile 
vedere che i caratteri del prodotto diretto sono uguali ai prodotti 
dei caratteri delle due rappresentazioni componenti. Infatti, se 


Gy DIP, CP TMP, 


I m 
allora 
GR =D COGI 
, m 


da cui per caratteri, che indichiamo con (y9 x x) (G), otte- 
niamo 


(Xx x19) (G)= D GER = NG LG, 
i, h E 


i 
ossia 
(x Xx x) (G) = x® (6) XP. (G). (94,21) 


Le due rappresentazioni irriducibili che si moltiplicano possono, 
in particolare, coincidere; in questo caso, abbiamo due diversi insiemi 
di funzioni w;;} . .., we ®,, - . ., g; Cherealizzano una stessa rap- 
presentazione, mentre il prodotto diretto della rappresentazione per 
essa stessa è realizzato da f? funzioni W;@x, e i suoi caratteri sono 


(X x X) (G)= [X (G)]?. 


Questa rappresentazione riducibile si può decomporre immediata- 
mente in due rappresentazioni di dimensione minore (ma, in generale, 
ancora riducibili). Una di esse è realizzata da f (f + 1)/2 funzioni 
Pipa + wa@:; l’altra da f (f — 1)/2 funzioni pipa — wa@i (i #4) 
(è evidente che le funzioni di ciascuno di questi insiemi si trasfor- 
mano esclusivamente fra di loro). La prima si chiama prodotto 
simmetrico della rappresentazione con essa stessa (i suoi caratteri 
si indicano con [x?] (G)), la seconda prodotto antisimmetrico (i suoi 
caratteri si indicano con {X?} (G)). 
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ila rappresentazione secondo la quale si trasformano le coordinate 
iatesse; l’asse z è scelto ovunque come l’asse di simmetria principale. 
‘Le lettere e e ® indicano: 


e= egni/I, = e2mi/6 — — mi, 
e+e= —-1, 0—-o0= —1. 


I La più semplice da determinare è la rappresentazione irriduci- 
i bile per i gruppi ciclici (gruppi Cn, Sn). Un gruppo ciclico, cosi 
i come un qualsiasi gruppo abeliano, ammette le sole rappresenta- 
i zioni unidimensionali. Sia G elemento generatore del gruppo (cioè 
i un elemento che, elevato alle potenze successive, dà tutti gli ele- 
i menti del gruppo). Poiché GS = £ (g è l'ordine del gruppo), è 
| chiaro che sotto l’azione dell'operatore G sulla funzione di base w 


| quest'ultima può venir moltiplicata solo per CA, cioè 1) 
Gp= e2ritiey, k=1,2,..., 2. 


Il gruppo C., (come anche i gruppi isomorfi con esso C,, e D,) 
è abeliano, cosicché tutte le sue rappresentazioni irriducibili sono 
nnidimensionali, e i caratteri possono essere uguali solo a +1 (poiché 
il quadrato di ogni elemento è £). 

Consideriamo poi il gruppo Cp. Rispetto al gruppo C', si aggiun- 
gono qui le riflessioni 0, nei piani verticali (appartenenti tutti a una 
stessa classe). Una funzione invariante rispetto a una rotazione 
intorno all’asse (funzione di base della rappresentazione A del 
yruppo €'3) può essere simmetrica o antisimmetrica rispetto alle 
riflessioni o,. Quanto alle funzioni che nella rotazione C3 vengono 
moltiplicate per e e e? (funzioni di base delle rappresentazioni coniu- 
mate complesse £), esse si trasformano l’una nell'altra in una rifles- 
sione?). Da queste considerazioni segue che il gruppo C,,, (e il gruppo 
isomorfo D,;) ha due rappresentazioni irriducibili unidimensionali 
« una bidimensionale con i caratteri dati nella tabella. Possiamo 
convincerci di aver trovato effettivamente tutte le rappresentazioni 
irriducibili dal fatto che la somma 1° + 1° + 2° = 6 è uguale 
all'ordine del gruppo. 

Con ragionamenti analoghi si trovano i caratteri delle rappre- 
sentazioni degli altri gruppi di questo tipo (Co, Ceo). 

Il gruppo 7 si ottiene dal gruppo D,= VW aggiungendo le rota- 
zioni intorno a quattro assi obliqui ternari. Una funzione, invariante 
rispetto alle trasformazioni del gruppo V (base della rappresenta- 
zione A), può essere moltiplicata nella rotazione C; per 1, £ o e°. 


1) Per il gruppo puntuale €, si possono, per esempio, prendere come fun- 
zioni w le funzioni p = e'R® (k = 1, 2,..., n), dove pè l’angolo di rotazione 
attorno all’asse, calcolato a partire da una direzione determinata. 

?) Si possono prendere queste funzioni, per esempio, nella forma y, = e9, 
Wo = e *?. Per riflessione in un piano verticale @ cambia di segno. 
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Tabella 7 
Caratteri delle rappresentazioni irriducibili dei gruppi puntuali 


Ci i E I C3 | E Cz GC} 
Co E Co ) 
Cs 
Ag A; 3 | A’: X.Y 
Auì Ti Yi 2 Bi x,y |A"; 2 
Con | 
Cao 
Ag A; Z A 1 1 1 1 
Au} 3 As B;; 3 1 41 -1 -1 
Bu; xy |Byix Ba; y 1 -1 1 +1 
D3 E 2C3 3U, S, E Sq Ca Si 
Ajj 2 Ai 1 1 1 Aj 3 A 1 1 1 1 
Ag Ao; 2 1 41 -1 B B;z 1 1 1 -1 
E; x,y E;xy|2 -1 0 E;xz+iy Eiastiy] 1 i -1 i 


Ce E Ce C3 Ca C3 Cè 
A; z 1 1 1 1 4 1 
B 4 -1 1 i iI i 
E { 1 02 — © 1 0° — 
a 1 —% w3 1 —@ 2 
. 1 ® 02 -1 —@0 —@02 
Ex tiy { 41 -0° —o0 —-1 02 @ 
Civ E Co 2C4 200 20), 
Di E Cs, 2C, 2U, 2U; 
Doa E Co 254 2U è, 204 
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Tabella 7 (segue) 


È 
A; z A A 1 1 1 1 1 
| Aa Ag; 2 Ag A 1010-0411 
i Bi B, Bi 4A 1041 1041 
By B, Bs; z 1 1 -1 —-1 1 
E; z,y | E;z,y E; x, Y 2 -—-2 0 0] 0 
De E Cy 2C3 2C6 3U 9 3U4 
Ceo E Cs 2C3 2C6 300 30 5 
Dszn E on 2C3 253 3U, 30, 
Agi 2 A) Ag 1 1 1 1 -1 -1 
B, By i 1 1 1 -1 1 1 
B, B, A»; z 1 1 1 -1 -1 1 
Es Ea E'; x, Y 2 2 -—1 1 0 0 
E; 2, Y E, x,y E” 2 -2 1 1 0 0 
T E  3C, 4C3 4C3 O E 8C3 3C, 6C, 6C, 
Ta E 8C, 3C, 6bog 65, 
A 1 41 1 1 A Ai 1 1 1 1 1 
{ 1 1 e e | A, Ao 1 1 1 1 +1 
É 4 1 e e ||E E 2 1 2 0 0 
Fjz,Y,3z 3 —1 0 0 Fg Fo; x,Y,2|3 O -1 1 1 
Fi; z,Y,2| Fi 3 O —-—1 -1 1 


Quanto! alle funzioni di base delle tre rappresentazioni unidimen- 
rionali B,, B.,, B; del gruppo V, esse si trasformano fra loro nelle 
rotazioni attorno agli assi ternari (ciò si vede se si prendono, per 
esempio, in qualità di funzioni le coordinate stesse zz, y, z). Si 
ottengono così tre rappresentazioni irriducibili unidimensionali e una 
tridimensionale (41% + 1? + 1° + 3° = 12). 

Consideriamo infine i gruppi isomorfi O e T;. Il gruppo Tj 
si ottiene dal gruppo 7” aggiungendo le riflessioni o; nei piani cia- 
scuno dei quali «contiene due assi ternari. La funzione di base della 
rappresentazione unità A del gruppo T' può essere simmetrica o anti- 
simmetrica rispetto a queste riflessioni (appartenenti tutte a una 
stessa classe), ciò che dà due rappresentazioni unidimensionali del 
gruppo 7". Le funzioni che vengono moltiplicate per e o £? nella 
rotazione attorno ad un asse ternario (base delle rappresentazioni 
complesse coniugate £ del gruppo 7°), nella riflessione nel piano 
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passante per questo asse si trasformano l’una nell’altra, cosicché 
si ottiene una rappresentazione unidimensionale. Infine, fra le tre 
funzioni di base della rappresentazione F del gruppo T' una sì tra- 
sforma nella riflessione in se stessa (può restare immutata o cambiare 
segno), e le due altre si trasformano l’una nell’altra. Otteniamo, cosi, 
in tutto due rappresentazioni unidimensionali, una bidimensionale 
e due tridimensionali!). 

Per quanto concerne gli altri gruppi puntuali che ci interessano, 
le loro rappresentazioni si possono ottenere direttamente da quelle 
già scritte osservando che questi gruppi sono i prodotti diretti dei 
gruppi già considerati per il gruppo €; (o C;). E precisamente 


Crn=C3X Cs Dor=Dy,XC;, Dza=D3xC0On=0XC; 
Cin=CaXC, Din=Dy4XC; Den=DgXC; 
Cen=CaxX €; Se=C3X C; T=TxC;. 


Ciascuno di questi prodotti diretti ha il doppio di rappresenta- 
zioni irriducibili rispetto al gruppo iniziale, e la metà di esse sono 
simmetriche (si indicano con l’indice g) e l’altra metà antisimme- 
triche (indice u) rispetto all’inversione. I caratteri di queste rappre- 
sentazioni si ricavano dai caratteri delle rappresentazioni del gruppo 
iniziale moltiplicando per + 1 conformemente alla regola (94,24). 
Per esempio, per il gruppo D3g otteniamo le seguenti rappresenta- 
zioni: 


D3g E | 203 | 3Uo I | 256 30, 
Ag | 1 1 1 1 4 4 
Agi A AL 1 1 4| A 
Eg > | 0 Dl ei 0 
Au | 1 n e 
Agg | 1 EI La 

Eu 00 E° ol —2 ] 0 


$ 96. Rappresentazioni irriducibili e classificazione dei termini 


Le applicazioni quantistiche della teoria dei gruppi si fondano 
sul fatto che l’equazione di Schròdinger per un sistema fisico (atomo, 
molecola) è invariante rispetto alle trasformazioni di simmetria di 
questo sistema?). Da questo fatto segue direttamente che, appli- 
cando gli elementi del gruppo a una funzione che soddisfa l’equa- 


1) Ricordiamo che rappresentazioni irriducibili di dimensione maggiore 
(4 e 5) esistono per i gruppi dell’icosaedro. 

2) I metodi della teoria dei gruppi sono stati introdotti originariamente 
nella meccanica quantistica da E. P. Wigner (1926). 


TEORIA DELLA SIMMETRIA 449 


«gione di Schriidinger per un certo valore dell'energia (autovalore), 
isi devono ottenere di nuovo soluzioni della stessa equazione con 
‘gli stessi valori dell'energia. In altre parole, nella trasformazione 
.di simmetria le funzioni d'onda degli stati stazionari del sistema 
appartenenti a uno stesso livello energetico si trasformano tra loro, 
‘realizzano cioè una rappresentazione del gruppo. È importante il 
fatto che questa rappresentazione è irriducibile. Infatti, le funzioni, 
che si trasformano necessariamente tra loro nelle trasformazioni di 
‘simmetria, devono corrispondere in ogni caso a uno stesso livello 
‘energetico; per quel che concerne la coincidenza degli autovalori 
‘ dell'energia relativi a più gruppi di funzioni (nelle quali si può 
scomporre la base della rappresentazione riducibile) che non si trafor- 
mano tra di loro, questo sarebbe un caso del tutto improbabile!). 
| Quindi ad ogni livello energetico del sistema corrisponde una 
i zappresentazione irriducibile del suo gruppo di simmetria. La 
‘dimensione di questa rappresentazione determina l’ordine di dege- 
nerazione del dato livello, cioè il numero di stati diversi con la stessa 
energia. Con l’assegnazione della rappresentazione irriducibile ven- 
gono determinate tutte le proprietà di simmetria del dato stato, vale 
a dire il suo comportamento rispetto alle diverse trasformazioni 
di simmetria. 

Le rappresentazioni irriducibili con dimensione maggiore di uno 
si trovano solo nei gruppi contenenti elementi non commutanti 
(i gruppi abeliani hanno solo rappresentazioni irriducibili unidimen- 
sionali). È opportuno ricordare a questo proposito che il legame della 
degenerazione con la presenza di operatori non commutanti tra loro 
(ma commutanti con l’hamiltoniano) è stato già messo in luce prece- 
dentemente partendo da considerazioni non connesse alla teoria dei 
gruppi ($ 10). 

Relativamente a tutte queste affermazioni è necessario fare una 
riserva importante. Come è stato già notato a suo tempo ($ 48), la 
simmetria rispetto al cambiamento di segno del tempo (che ha luogo 
in assenza di campo magnetico), nella meccanica quantistica porta al 
fatto che le funzioni d'onda complesse coniugate devono appartenere 
a uno stesso autovalore dell’energia. Ne segue che se un insieme di 
funzioni e un altro insieme di funzioni complesse coniugate con le 
prime realizzano diverse (non equivalenti) rappresentazioni irridu- 
cibili di un gruppo, queste due rappresentazioni complesse coniugate 
vanno considerate insieme come una sola rappresentazione « fisica- 
mente irriducibile » con dimensione doppia (questo verrà sottinteso 
ovunque in seguito). Nel paragrafo precedente abbiamo avuto esempi 
di rappresentazioni di questo genere. Per esempio, il gruppo C; 


1) A meno che non ci siano ragioni particolari. Ricordiamo a questo prc- 
posito la degenerazione « casuale » dovuta al fatto che l’hamiltoniano di un 
sistema può avere una simmetria più elevata della simmetria puramente geome- 
trica considerata in questo capitolo (cfr. fine del $ 36). 
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ha solo rappresentazioni unidimensionali; tuttavia due di esse sono 
complesse coniugate e corrispondono fisicamente a livelli energetici 
doppiamente degeneri. (In presenza di campo magnetico la simmetria 
rispetto al cambiamento del segno del tempo non esiste, e alle 
rappresentazioni complesse coniugate corrispondono perciò livelli 
energetici diversi!)). 

Supponiamo che un sistema fisico sia sottoposto all’azione di una 
certa perturbazione (cioè il sistema si trovi in un campo esterno). 
Si pone la domanda: in che misura la perturbazione può portare 
ad una separazione dei livelli degeneri? Il campo esterno ha di per 
sé una certa simmetria propria*). Se questa simmetria è uguale o 
maggiore di quella del sistema imperturbato*), allora la simmetria 
dell’hamiltoniano perturbato H = Hj + V coincide con la sim- 
metria dell'operatore imperturbato H,. È chiaro che nessuna separa- 


zione dei livelli degeneri può avvenire in questo caso. Se invece 
la simmetria della perturbazione è inferiore alla simmetria del sistema 


imperturbato, la simmetria dell’hamiltoniano /7 coinciderà con 


quella della perturbazione V. Le funzioni d’onda che realizzavano la 
rappresentazione irriducibile del gruppo di simmetria dell'operatore 


H, realizzeranno anche una rappresentazione del gruppo di simme- 


tria dell’operatore perturbato H, ma questa rappresentazione può 
risultare riducibile, il che significa la separazione del livello 
degenere. Mostriamo con un esempio in che modo l’apparato mate- 
matico della teoria dei gruppi permetta di risolvere in modo con- 
creto il problema della separazione di un livello. 

Supponiamo che un sistema imperturbato goda della simmetria 7 4. 
Consideriamo un livello tre volte degenere, corrispondente alla 
rappresentazione irriducibile F, di questo gruppo; i caratteri di 
questa rappresentazione sono 

E 8C3 3C, boa 6, 

3_0 41 1 — 1 
Supponiamo che il sistema venga sottoposto all’azione di una per- 
turbazione con simmetria C'3, (con l’asse ternario corrispondente 


1) Rigorosamente parlando, il fatto che i caratteri siano reali (vale a dire 
l'equivalenza delle rappresentazioni complesse coniugate) non è una condizione 
sufficiente perché sia garantita la possibilità di scegliere funzioni reali di base 
della rappresentazione del gruppo. Questo però avviene per le rappresentazioni 
irriducibili dei gruppi puntuali (ma non avviene più per i gruppi puntuali 
«doppi »; vedi $ 99). 

2) Si può trattare, per esempio, dei livelli energetici degli strati d ed f di 
ioni in un reticolo cristallino interagenti debolmente con gli atomi circostanti. 
La perturbazione (campo esterno) è allora il campo con il quale gli atomi agi-. 
scono sullo ione. 

3) Se il gruppo di simmetria HH è un sottogruppo del gruppo G, si dice allora 
che 77 corrisponde a una simmetria minore di quella, maggiore, del gruppo G. 
E evidente che la simmetria della somma di due espressioni di cui una ha la 
simmetria G e l’altra H coincide con la simmetria inferiore di H. 


e. esca 
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ad uno degli assi di questo tipo del gruppo 7’). Le tre funzioni 
d'onda del livello degenere realizzano la rappresentazione del gruppo 
Cs (che è un sottogruppo di 7 a), e icaratteri di questa rappresenta- 
zione sono semplicemente uguali ai caratteri degli stessi elementi 
nella rappresentazione iniziale del gruppo 7a, cioè 


E 2C3 30y 
30 i 


Ma questa rappresentazione è riducibile. Conoscendo i caratteri 


delle rappresentazioni irriducibili del gruppo C',;, è facile scomporla 


in parti irriducibili (secondo la regola generale (94,16)). Troviamo 
cosi che essa si scompone nelle rappresentazioni A; ed £ del gruppo 
Cs. Il livello F, triplemente degenere si separa quindi in un livello 
non degenere A, e in un livello doppiamente degenere £. Se lo 
Stesso sistema viene sottoposto all’azione di una perturbazione con 
simmetria C,, (che è anch'esso un sottogruppo di 7 4), le funzioni 


d'onda dello stesso livello F, daranno una rappresentazione con 
‘| caratteri 


E C, 0, 0; 


v 


3 11 10° 


Scomponendola in parti irriducibili, troviamo che essa contiene 
le rappresentazioni A4y, B,, 82. Cosî, in questo caso si ha una sepa- 
razione completa del livello in tre livelli non degeneri. 


$ 97. Regole di selezione per gli elementi di matrice 


La teoria dei gruppi permette non soltanto di classificare i ter- 
mini di un sistema fisico simmetrico qualsiasi, ma fornisce anche un 
metodo semplice per trovare le regole di selezione per gli elementi 
di matrice delle varie grandezze che caratterizzano il sistema. 


Questo metodo è basato sul teorema generale seguente. Sia y° 
una delle funzioni di base di una rappresentazione irriducibile 
(non unità) del gruppo di simmetria del sistema. Allora il suo 


integrale su tutto lo spazio!) si annulla identicamente: 
| 49 dg=0. (97,1) 


La dimostrazione è basata sul fatto evidente che l’integrale preso 
su tutto lo spazio è invariante rispetto a una qualsiasi trasforma- 
zione del sistema di coordinate, compresa ogni trasformazione di 
simmetria. Quindi 


| vl ag= | Cul dg= | DI CPN dg. 
kh 


1) S'intende lo spazio delle configurazioni del sistema fisico dato. 
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Sommiamo questa uguaglianza su tutti gli elementi del gruppo. 
L'’integrale del primo membro viene moltiplicato semplicemente 


per l’ordine del gruppo g, e si ottiene 


e } vi dg= D | 9° XGI9 da. 
R G 
Ma per ogni rappresentazione irriducibile diversa dalla rappresen- 
tazione unità si ha identicamente DIG = 0 (è un caso particolare 


G 
delle relazioni di ortogonalità (94,7) in cui una delle rappresenta- 
zioni irriducibili è la rappresentazione unità). Jl teorema è cosi 


dimostrato. 
Se w è una funzione relativa alla base di una certa rappresenta- 


zione riducibile del gruppo, l’integrale fw dq sarà allora diverso 


da zero soltanto se questa rappresentazione contiene la rappresen- 
tazione unità. Questo teorema segue direttamente dal teorema 
precedente. 

Gli elementi di matrice di una grandezza fisica f sono dati dagli 
integrali 


(BElf |a) = | SOT de, (97,2) 


dove gli indici a, f distinguono i diversi livelli energetici del 
sistema, e gli indici i, %X numerano ie funzioni d'onda relative 
a uno stesso livello degenere!). Indichiamo con i simboli D@ e D(68) 
le rappresentazioni irriducibili del gruppo di simmetria del sistema 


fisico dato, realizzate rispettivamente dalle funzioni pia e yi. 
Con il simbolo D; indichiamo invece una rappresentazione corri- 
spondente alla simmetria delia grandezza f; questa rappresentazione 
dipende dal carattere tensoriale di f. Cosî, se f è un vero scalare, 
il suo operatore f è invariante rispetto a tutte le trasformazioni 
di simmetria, cosicché D,; è la rappresentazione unità. Lo stesso 
vale per una grandezza pseudoscalare se il gruppo contiene solo gli 
assi di simmetria; se il gruppo contiene anche le riflessioni, D; è 
allora una rappresentazione unidimensionale, ma non è la rappre- 
sentazione unità. Se f è una grandezza vettoriale, D; è una rappresen- 
tazione realizzata dalle tre componenti del vettore che si trasformano 
tra di loro; questa rappresentazione è, in generale, differente per 
i vettori polari e assiali. 

I prodotti fp realizzano la rappresentazione del gruppo 
espressa dal prodotto diretto Dà x D, x D‘@. Gli elementi di 
matrice sono diversi da zero se questa rappresentazione contiene 


1) Dato che dopo il passaggio alle rappresentazioni « fisicamente irriduci- 
bili » le funzioni di base si possono scegliere reali, non facciamo distinzione 
mella (97,2) fra le funzioni d’onda e le loro complesse coniugate. 
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a rappresentazione unità o, ciò che è lo stesso, se il prodotto diretto 
(5) x D@ contiene D;. Dal punto di vista pratico, è opportuno 
pcomporre il prodotto D‘@ x D,; in parti irriducibili, ciò che ci 
mermette di conoscere immediatamente tutti i tipi D‘® di stati per 
e transizioni nei quali (da stati di tipo D‘@) gli elementi di matrice 
no diversi da zero. 
Nel caso più semplice di una grandezza scalare in cui D; è la 
#appresentazione unità, segue direttamente che sono diversi da zero 
solo gli elementi di matrice per le transizioni fra stati di uno stesso 
#$jpo (infatti, il prodotto diretto D‘® x D‘® di due rappresentazioni 
grriducibili diverse non contiene la rappresentazione unità, ma 
‘quest’ultima è contenuta sempre nel prodotto diretto di una rappre- 
entazione irriducibile per se stessa). Questa è la formulazione più 
igenerale del teorema di cui abbiamo già incontrato più volte casi 
particolari 
‘*. Un esame particolare richiedono gli elementi di matrice diago- 
‘nali rispetto all'energia, vale a dire gli elementi per le transizioni 
i stati relativi a uno stesso termine (contrariamente alle transizioni 
ra stati relativi a due termini diversi di uno stesso tipo). In questo 
goso abbiamo in tutto un solo sistema (e non due differenti) di 
funzioni y(®, p@, ... Le regole di selezione derivano dal compor- 
tamento della grandezza f nell’inversione temporale.. 
Consideriamo lo stato descritto da una funzione d’onda della 


forma | = Dica”. Il valore medio della grandezza f in questo 


er 


î 
stato è dato dalla somma 
= Di che (ak|f|ai). 
1, 
In uno stato con la funzione d’onda complessa coniugata y* = 
a 
:* Dciw® abbiamo 
= 2 cnei (ak|f|ai)= >. cich (ai | f|ck). 
i, i, 
Se la grandezza f è invariante rispetto all’inversione del tempo, i due 
stati sono relativi a uno stesso livello energetico ed, inoltre, devono 
nvere anche lo stesso valore f. Questo significa, essendo i coefficienti 
c; arbitrari, che 
(ak|f|ai)=(ai|f|ak). 
Per trovare le regole di selezione, occorre quindi considerare non 
tutto il prodotto diretto D‘© Xx D‘ bensi solo la sua parte simme- 
trica [D(®2]; gli elementi di matrice non nulli esistono se [D‘®2] 
contiene Dj). 
1) Il prodotto [D‘®*] contiene sempre la rappresentazione unità, cosicché gli 


clementi diagonali (cosi come non diagonali fra gli stati di uno stesso tipo) di una 
grandezza scalare sono diversi da zero. 
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Se invece la grandezza f cambia segno nell’inversione del tempo, 
la sostituzione pf + w* va accompagnata dal cambiamento del 


segno di f. Da cui allo stesso modo si trova 
(ak|f|ai)= —(ai|f|ak). 


Di conseguenza, le regole di selezione sono determinate in questo 
caso dalla decomposizione della parte antisimmetrica del prodotto 
diretto: {D(®2}, 


PROBLEMI 


4. Trovare le regole di selezione Der gli elementi di matrice del momento di 
dipolo elettrico d e del momento di dipolo magnetico u in presenza della sim- 
metria O. 
Soluzione. Il gruppo O non contiene riflessioni; quindi i vettori polari (d) 
e assiali (p) si trasformano secondo una stessa rappresentazione irriducibile: F,. 
Le scomposizioni dei prodotti diretti di F, con le altre rappresentazioni del 
gruppo O sno: 
FiXAx=Fy, FiXAg=F, F1xXE=F,+Fa, 
F\XFx=Ay+E+ Fi+ Fa, FiXFa=Agt+E+F1+ Fa. 
Sono perciò diversi da zero gli elementi di matrice non diagonali (rispetto 
all'energia) per le transizioni 
Fie> A, E, Fy, Fai Fr > Ag, E, Fo. 
I prodotti simmetrici ed antisimmetrici delle rappresentazioni irriducibili 
del gruppo O sono 
[(Aî]= [43] =41,, [£°]=>A4;+5, [Ff]=[F3]}=A;+E+ Fa, 
(E9)= A, {F={F3}=F. 
I prodotti simmetrici non contengono /,; quindi gli elementi di matrice diagona- 
li (rispetto all’energia) del vettore d (invariante rispetto all’inversione del tem- 
po) mancano. Il momento magnetico invece (che cambia il segno nell’inversione 
del tempo) ha gli elementi di matrice diagonali per gli stati F, e Fa. 


2. Lo stesso problema per la simmetria Dgg- 
Soluzione. Le leggi di trasformazione dei vettori d e p sono differenti nel 


gruppo Dgg: 


(1) 


(2) 


dx d, - Eu, d, > Azu, 
Mx, Hy Eg uz — Aog 
(qui e più avanti il segno — nei problemi sta a significare « si trasforma secondo 
la rappresentazione »). Abbiamo 
Eu X Aig= Eu X Agg= Eu Eu X Ayyu= Eu X Agu= Egr (3) 
Quindi sono diversi da zero gli elementi di matrice non diagonali di d,, d, 
per le transizioni E, +» Aig, Azg: Egi Eg +> Aiur Aay- Troviamo allo stesso 
modo le regole di selezione | 
per dz: Aig «> Au; Arg — Alu; Eg «> Ev; 
per Hx, by: Ege> Agr Aog, E gi Ey > Au Az Éui 
per Pz: Ag <> Arg; Aju <> Agu; Eg > Egì Eu <>» Ei 
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I prodotti simmetrici ed antisimmetrici delle rappresentazioni irriducibili 
:del gruppo Dsg sono 

[4:,]=[4,]=[4},]=(A2,]=4Ayg [E9]=([E2]}=Ey+Ag (A) 


Da qui si vede che gli elementi di matrice diagonali (rispetto all'energia) man- 

cano in tutte le componenti di d; per il vettore u gli elementi di matrice diagonali 

pi hanno per p, per le transizioni fra stati relativi al livello degenere del tipo 
O Eu- 

£ 3. Trovare le regole di selezione per gli elementi di matrice del tensore del 

momento di quadrupolo elettrico Q;, supponendo presente la simmetria O. 
Soluzione. Le componenti del tensore Q;x (tensore simmetrico con la somma 

Q;; uguale a zero) si trasformano rispetto al gruppo O secondo le leggi: 


Qxy Qu Qyz dl Fo, 

Qxx+20yy +80, Qxx+e2Qyy +02 — E (e=e070/9), 
Scomponendo i prodotti diretti F, e E con tutte le rappresentazioni del gruppo, 
troviamo le regole di selezione per gli elementi di matrice non diagonali: 

per Qxyo Qxz, Qyz: Fie> An, E, Fi, Faj Fo o>Ax, E, Fa, Fa; 
per Qxxr Quy Quai E> Any Agg Ei Fio F, Foj Fg u> Fo. 


Gli elementi di matrice diagonali si trovano (come si vede dalla (2)) per 


gli stati seguenti: 
per Qxya Qxz Qyz: Fi, Fo, 
per Qxxs Quyo Qz:: E, Fy, Fo. 


4. Lo stesso problema per la simmetria Dyg. 
Soluzione. Le leggi di trasformazione delle componenti di Q;x rispetto al 
gruppo Dj SOno: 


Qxz — Agi Qux—Quyy Qxy Fe. E gi Qxz Qy: sa Eg. 


0;, si comporta come uno scalare. Scomponendo i prodotti diretti di E, con 
tutte le rappresentazioni del gruppo, troviamo le regole di selezione per gli 
elementi di matrice non diagonali delle altre componenti di Q;y: 


Ego Ag Arg: E gi Eu > Au, Asus Eu: 


Gli elementi diagonali sono diversi da zero (come si vede dalla (4)) soltanto per 
yuli stati £, e Zu 


$ 98. Gruppi continui 


Oltre ai gruppi puntuali finiti, elencati nel $ 93, esistono gruppi 
puntuali continui con un numero infinito di elementi. Questi sono 
i gruppi di simmetria assiale e di simmetria sferica. 

Il più semplice dei gruppi di simmetria assiale è C+ costituito 
dalle rotazioni C () di angolo arbitrario @ attorno all’asse di sim- 
metria (detto gruppo delle rotazioni bidimensionale). Si può consi- 
derare questo gruppo come caso limite dei gruppi C, per nr +00. 
Analogamente, come casi limite dei gruppi Cnn Cnv Dan Dih 
si ottengono i gruppi continui Con, Cor De, Don. 
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Una molecola gode di simmetria assiale soltanto se è costituita 
da atomi allineati su una stessa retta. Se, in questo caso, essa non 
è simmetrica rispetto al suo punto di mezzo, il suo gruppo puntuale 
sarà Co, contenente, oltre alle rotazioni attorno all’asse, anche le 
riflessioni 0» in qualsiasi piano passante per l’asse. Se invece la 
molecola è simmetrica rispetto al suo punto di mezzo, il suo gruppo 
puntuale sarà Don = Co X C;. Quanto ai gruppi C,, Cwoh Do, 
essi non possono essere realizzati come gruppi di simmetria di una 
molecola. 

Il gruppo della simmetria sferica completa contiene le rotazioni 
di angolo arbitrario attorno ad un asse qualsiasi passante per il centro 
e le riflessioni in un piano qualsiasi passante per questo punto; 
questo gruppo (che indicheremo con K ,) è il gruppo di simmetria di 
un atomo singolo. Esso contiene come sottogruppo il gruppo K 
di tutte le rotazioni spaziali (esso si chiama gruppo delle rotazioni 
tridimensionale o semplicemente gruppo delle rotazioni). Il gruppo 
K ; può essere ottenuto da K ‘aggiungendovi un centro di simmetria 
(Ky, = K x Ci). 

Gli elementi di un gruppo puntuale continuo si possono indivi- 
duare con uno o più parametri suscettibili di valori continui. Per 
esempio, nel gruppo delle rotazioni i parametri possono essere i tre 
angoli di Eulero che determinano la rotazione del sistema di 
coordinate. 

Le proprietà generali dei gruppi finiti descritte nel $ 92 e i 
concetti ad essi relativi (ossia i concetti di sottogruppo, di elementi 
coniugati, di classi, ecc.) si generalizzano direttamente ai gruppi 
continui. Perdono evidentemente senso le affermazioni connesse 
direttamente con l’ordine del gruppo (per esempio, l'affermazione 
secondo la quale l’ordine di un sottogruppo è un divisore dell’ordine 
del gruppo). 

Nel gruppo Cx., tutti i piani di simmetria sono equivalenti, 
cosicché tutte le riflessioni 0, costituiscono una sola classe con un 
insieme continuo di elementi; l’asse di simmetria è bilaterale, cosicché 
si ha un insieme continuo di classi contenenti ciascuna due elementi 
C (+). Le classi del gruppo Dx, si ottengono direttamente dalle 
classi del gruppo Dwn, poiché Den = Co X Ci. 

Nel gruppo delle rotazioni K tutti gli assi sono equivalenti 
e bilaterali; quindi le classi di questo gruppo sono le rotazioni di 
angolo dato in valore assoluto | | attorno ad un asse qualsiasi. 
Le classi del gruppo K, si ottengono direttamente dalie classi del 
gruppo K. 

Anche il concetto di rappresentazioni — riducibili e irriduci- 
bili — si generalizza direttamente al caso dei gruppi continui. Ogni 
rappresentazione irriducibile contiene una serie continua di matrici, 
ma il numero delle funzioni di base (dimensione della rappresenta- 
zione), che si trasformano tra di loro, è finito. Queste funzioni si 
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possono scegliere sempre in modo tale che la rappresentazione sia 
‘unitaria. Il numero di rappresentazioni irriducibili diverse di un 
‘i gruppo continuo è infinito, ma esse costituiscono una serie discreta, 
‘cioè possono essere numerate. Per gli elementi di matrice e i 
‘caratteri di queste rappresentazioni valgono relazioni di ortogonalità 
che generalizzano le relazioni analoghe per i gruppi finiti. In luogo 
della (94,9) abbiamo ora 


{crema = basddim | dito» (98,1) 
e in luogo della (94,10): 
| x (6) XA (6)* dro = da | dro. (98,2) 


L'integrazione in queste formule è la cosiddetta integrazione inva- 
riante rispetto al gruppo; l’elemento d’integrazione dtg è espresso 
dai parametri del gruppo e dai loro differenziali in modo tale che, 
sottoponendolo a tutte le trasformazioni del gruppo, si ottiene di 
nuovo l’elemento d’integrazione'). Cosî, nel gruppo delle rotazioni si 
può scegliere dtg = sen f da df dy, dove a, B, y sono gli angoli 
di Eulero che determinano la rotazione del sistema di coordinate 


($ 56); allora si ha | dig = 8a. 


Abbiamo già trovato di fatto le rappresentazioni del gruppo delle 
rotazioni tridimensionale (senza ricorrere alla terminologia della 
teoria dei gruppi), quando abbiamo definito gli autovalori e le 
autofunzioni del momento angolare totale. Gli operatori delle com- 
ponenti del momento angolare coincidono (a meno di un fattore 
costante) con gli operatori delle rotazioni infinitesime?), e gli autova- 
lori del momento angolare caratterizzano il comportamento delle 
lunzioni d’onda rispetto alle rotazioni spaziali. Al valore j del 
momento angolare corrispondono 2j + 1 diverse autofunzioni Wjm 
‘he si differenziano per i valori della proiezione m del momento 
angolare che corrispondono a uno stesso livello energetico (2j + 1) 
rolte degenere. Nelle rotazioni del sistema di coordinate queste 
unzioni si trasformano tra di loro realizzando cosi le rappresenta- 
sioni irriducibili del gruppo delle rotazioni. Di conseguenza, dal 
yunto di vista della teoria dei gruppi, i numeri j numerano le rap- 


1) Le affermazioni fatte sulle proprietà delle rappresentazioni irriducibilì 
.e1 gruppi continui valgono sotto la condizione che gli integrali (98,1) e (98,2) con- 


‘ergano; in particolare, deve essere finito il « volume del gruppo » | duc. Per i 


ruppi puntuali continui questa condizione è soddisfatta (essa non è soddisfat- 
h, per esempio, per il cosiddetto gruppo di Lorentz che incontreremo nella teoria 
elativistica). 

2) Nella terminologia matematica questi operatori si chiamano generatori 
el gruppo delle rotazioni. 
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presentazioni irriducibili del gruppo delle rotazioni, e a ogni j 
corrisponde una rappresentazione con (2j + 1) dimensioni. Il numero 
j prende i valori interi e seminteri, cosicché la dimensione 2} + 1 
delle rappresentazioni prende tutti i valori interi 1, 2, 3, ... 

Le funzioni di base di queste rappresentazioni sono state di 
fatto già studiate nei $$ 56, 57 (e le matrici delle rappresentazioni 
sono state determinate nel $ 58). La base delle rappresentazioni 
con un dato j è costituita dalle 2} + 1 componenti indipendenti 
dello spinore simmetrico di rango 2j (cui è equivalente l’insieme 
di 2j + 1 funzioni W;m). 

Le rappresentazioni irriducibili del gruppo delle rotazioni, cor- 
rispondenti a valori seminteri dij, si distinguono per una particolarità 
importante. Il fatto è che in una rotazione di angolo 21 le loro 
funzioni di base (componenti di uno spinore di rango dispari) cam- 
biano segno. Ma poiché la rotazione di 2 coincide con l’elemento 
unità del gruppo, si arriva alla conclusione che le rappresentazioni 
con j seminteri sono, come si dice, a due valori: a ogni elemento del 
gruppo (a ogni rotazione intorno ad un certo asse di angolo g, 0 < 
<P< 2a) corrisponde in tale rappresentazione non una ma due 
matrici con carattere avente segno contrario!). 

Un atomo isolato possiede, come è stato già notato, la simmetria 
K,=KXC;:. Quindi, dal punto di vista della teoria dei gruppi, 
a ogni termine dell’atomo corrisponde una certa rappresentazione 
irriducibile del gruppo di rotazioni K (essa determina il valore del 
momento totale Y dell'atomo) e una rappresentazione irriducibile 
del gruppo C; (ciò che determina la parità dello stato)?). 

Sottoponendo l'atomo a un campo elettrico esterno, i suoi livelli 
energetici si separano. Il numero dei diversi livelli che compaiono 
e la simmetria degli stati corrispondenti si possono determinare 
con il procedimento descritto nel $ 96. A questo scopo occorre decom- 
porre la rappresentazione riducibile con 2j + 1 dimensioni del 


1) Occorre specificare che le rappresentazioni a due valori del gruppo non 
sono rappresentazioni nel vero senso della parola, poiché sono realizzate da 
funzioni di base non monodrome; vedi anche $ 99. 

2) Inoltre, l’hamiltoniano dell’atomo è invariante rispetto allo scambio 
degli elettroni. Nell’approssimazione non relativistica, le funzioni d'onda delle 
coordinate e degli spin si separano, ed è possibile parlare delle rappresentazioni 
del gruppo delle permutazioni realizzate dalle funzioni delle coordinate. L'as- 
segnazione di una rappresentazione irriducibile del gruppo delle permutazioni 
determina lo spin totale S dell'atomo ($ 63). Se invece si tiene conto delle in- 
terazioni relativistiche, la separazione delle funzioni d'onda in funzione delle 
coordinate e funzione dello spin è impossibile. La simmetria rispetto alle per- 
mutazioni delle coordinate e degli spin delle particelle simultaneamente non 
conduce ad alcuna caratteristica del termine perché il principio di Pauli ammette 
soltanto le funzioni d'onda totali antisimmetriche rispetto a tutti gli elettroni. 
Ciò corrisponde al fatto che se si tiene conto delle interazioni relativistiche, lo 
Do rigorosamente parlando, non si conserva (si conserva solo il momento 
totale J). 
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gruppo di simmetria del campo esterno (realizzata dalle funzioni 
w,x) in rappresentazioni irriducibili di questo gruppo. Sorge allora 
la necessità di conoscere i caratteri della rappresentazione realizzata 
dalle funzioni wym. 

Poiché i caratteri delle rappresentazioni irriducibili degli ele- 
menti di una sola classe sono uguali, è sufficiente considerare le rota- 
zioni attorno ad un solo asse: l’asse z. Nella rotazione di angolo @ 
attorno all’asse z le funzioni d’onda wyxm vengono moltiplicate, 
come sappiamo, per eiM®, dove M è la proiezione del momento ango- 
lare sull'asse dato. La matrice della trasformazione delle funzioni 
w,x sarà quindi diagonale e il suo carattere sarà 


J i i 
; _ Si e'(3+1)@ _ 159 
=: 
m=-J 
ossia!) 
x (Q) = sen (J-+1/2) p_ (98,3) 


sen (@/2) 

Rispetto all’inversione /, tutte le funzioni wWym con M diverse 
si comportano nello stesso modo: vengono moltiplicate per +1 
o per —1a seconda che lo stato dell’atomo sia pari o dispari. Quindi 
il carattere è 


xD (I)=+(2754-1). (98,4) 


Infine, i caratteri corrispondenti alla riflessione o in un piano 
e alla roto-riflessione di angolo @ vanno calcolati scrivendo queste 
rappresentazioni di simmetria nella forma 


o=/C, S(9=/C(1+9). 


Soffermiamoci ancora sulle rappresentazioni irriducibili del 
gruppo di simmetria assiale C »,. Questa questione è stata di Îatto 
già risolta quando abbiamo esplicitato la classificazione dei termini 
elettronici della molecola biatomica che gode appunto della sim- 
inetria C », (se i due atomi sono diversi). Ai termini 0* e 07 (termini 
con £ = 0) corrispondono due rappresentazioni unidimensionali: 
la rappresentazione unità A, e la rappresentazione A, in cui la 
funzione di base è invariante rispetto a tutte le rotazioni e cambia 
segno nelle riflessioni nei piani 0,. Quanto ai termini doppiamente 
degeneri con £ = 1, 2, ..., ad essi corrispondono le rappresenta- 


1) A scanso di equivoci sottolineiamo che questa formula corrisponde alla 
purametrizzazione degli elementi del gruppo differente dalla parametrizzazione 
con gli angoli di Eulero; la trasformazione è data dalla direzione dell’asse di 
rotazione e dall'angolo di rotazione attorno a questo asse. Si può mostrare che 
con tale parametrizzazione l’integrazione, per esempio nella formula (98,2), 
deve essere fatta in 2 (1 — cos ) dg do, dove do è l'elemento dell’angolo solido 
per la direzione dell’asse di rotazione. 
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zioni bidimensionali che si indicano con £,, E, ... Le loro fun- 
zioni di base vengono moltiplicate per e+i8® in una rotazione di q 
attorno all’asse, mentre in una riflessione nei piani 0, esse si tra- 
sformano tra di loro. I caratteri di tutte queste rappresentazioni 


SONO. 


Co|E 2C(9) 000, 
A |A 1 1 (98,5) 
Ax |1 1 A 


E, |2 2coskg 0 


Le rappresentazioni irriducibili del gruppo Don = Co X Ci 
sì ottengono direttamente dalle rappresentazioni del gruppo Co» 
(e corrispondono alla classificazione dei termini di una molecola 
biatomica con nuclei uguali). 

Se si prendono per £ valori seminteri, le funzioni e+'%? realiz- 
zano allora rappresentazioni irriducibili a due valori del gruppo 
C», che corrispondono ai termini di una molecola con spin semin- 


tero!). 


$ 99. Rappresentazioni a due valori dei gruppi puntuali finiti 


Agli stati di un sistema con spin semintero (e quindi con momento 
totale semintero) corrispondono rappresentazioni a due valori del 
gruppo puntuale di simmetria di questo sistema. Questa è una 
proprietà generale degli spinori che è valida perciò per i gruppi pun- 
tuali sia continui che finiti. Ne segue la necessità di trovare rappre- 
sentazioni irriducibili a due valori deì gruppi puntuali finiti. 

Come è stato già rilevato, le rappresentazioni a due valori non 
sono di fatto rappresentazioni vere e proprie di un gruppo. Per 
esse non valgono, in particolare, le relazioni di cui si è parlato nel 
$ 94, e quando in queste relazioni (per esempio, nella relazione 
(94,17) per la somma dei quadrati delle dimensioni delle rappresen- 
tazioni irriducibili) si trattava di tutte le rappresentazioni irridu- 
cibili, abbiamo preso in considerazione soltanto le vere rappresen- 
tazioni a un valore. 


1) Contrariamente al gruppo delle rotazioni tridimensionale, si potrebbe 
ottenere qui, con una scelta appropriata dei valori frazionari di £, non soltanto 
rappresentazioni a uno e due valori, ma anche a tre valori e oltre. Ma gli auto- 
valori fisicamente possibili del momento angolare come operatore di una 
rotazione infinitesima tridimensionale sono determinati dalle rappresentazioni 
appunto del gruppo delle rotazioni tridimensionale. Quindi, anche se possono 
essere determinate matematicamente, le rappresentazioni a tre (e più) valori del 

uppo delle rotazioni bidimensionale (così come di un gruppo di simmetria 
inito qualsiasi) non hanno senso fisico. 
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+ Per trovare le rappresentazioni a due valori, è opportuno appli- 
are il procedimento artificiale seguente (7. A. Bethe, 1929). Intro- 
gduciamo in modo puramente formale il concetto di nuovo elemento 
del gruppo (indichiamolo cori Q) che sarà la rotazione di angolo 
È" attorno ad un asse arbitrario; questo elemento differisce dall’ele- 
mento unità ma coincide con E se applicato due volte di seguito 
Q* = E. Conformemente a ciò, le rotazioni Cn attorno ad assi di 
simmetria di ordine n daranno trasformazioni identiche soltanto 
se sono applicate 2r volte (e non n volte): 


Ch = Q, n° — Lo. (99,4) 


L’inversione /, come elemento che commuta con ogni rotazione, 
deve dare sempre, se applicata due volte, E. Ma la doppia riflessione 
in un piano sarà uguale a Q, anziché ad £: 


0-0, 04=E (99,2) 


(ciò segue dal fatto che una riflessione può essere scritta nella forma 
0, = IC»). Otteniamo per risultato un insieme di elementi che 
costituiscono un gruppo di simmetria puntuale fittizio il cui ordine 
è doppio dell’ordine del gruppo iniziale; questi gruppi li chiameremo 
gruppi puntuali doppi. Le rappresentazioni a due valori di un vero 
gruppo puntuale saranno evidentemente a un valore, cioè le vere 
rappresentazioni del gruppo doppio corrispondente, cosicché per 
trovarle si possono applicare i metodi soliti. 

Il numero di classi nel gruppo doppio è più grande che nel gruppo 
iniziale (ma in generale non il doppio). L'elemento Q commuta 
con tutti gli altri elementi del gruppo!) e, di conseguenza, costituisce 
sempre una classe da solo. Se l’asse di simmetria è bilaterale, questo 
significa nel gruppo doppio che gli elementi Cà e C22-% = QCn-* 
seno coniugati. Ne segue che in presenza di assi del secondo ordine 
la ripartizione degli elementi in classi dipende anche dal fatto 
che questi assi sono bilaterali (nei gruppi puntuali ordinari questo 
è inessenziale, poiché Cs, coincide con l’inverso C3!). 

Così, nel gruppo 7 gli assi del secondo ordine sono equivalenti 
e ciascuno di essi è bilaterale, mentre gli assi del terzo ordine sono 
equivalenti ma non bilaterali. Quindi i 24 elementi del gruppo 
doppio 7 ’?) sono distribuiti in 7 classi: £, Q, una classe di tre 
rotazioni C, e di tre C,0, le classi 4C,, 4C2, 4C30, 4C30. 

Del numero di tutte le rappresentazioni irriducibili del gruppo 
puntuale doppio fanno parte, primo, le rappresentazioni coincidenti 
con le rappresentazioni a un valore del gruppo semplice (all’elemento 


1) Questo è evidente per le rotazioni © l’inversione; per la riflessione in 
un piano questo risulta dal fatto che una riflessione si può rappresentare sotto 
forma di prodotto di un'inversione e di una rotazione. 

ii ?) Distingueremo i gruppi doppi ponendo un apice al simbolo del gruppo 
ordinario. . 
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O, cosi come ad £, corrisponde allora la matrice unità), e, secondo, 
le rappresentazioni a due valori del gruppo semplice, corrispondendo 
la matrice unità negativa all'elemento Q proprio quest’ultime rap- 
presentazioni ci interessano ora. I gruppi doppi C, (n = 1, 2, 3, 
4, 6) e S|, cosi come i gruppi semplici corrispondenti, sono gruppi 
ciclici!). Tutte le loro rappresentazioni irriducibili sono unidimen- 
sionali e possono essere trovate, come si è visto nel $ 95. 

Le rappresentazioni irriducibili dei gruppi D, (o dei gruppi 
isomorfi C;,) si possono trovare con lo stesso procedimento che per 
i gruppi semplici corrispondenti. Queste rappresentazioni sono 
realizzate da funzioni della forma e+**?, dove © è l’angolo di rota- 
zione attorno all’asse di ordine r e si prendono per X valori seminteri 
(i valori interi corrispondono alle rappresentazioni ordinarie a un 
valore). Le rotazioni attorno agli assi orizzontali del secondo 
ordine trasformano queste funzioni tra loro, e in una rotazione Cn 
vengono moltiplicati per e+ 2rik/n, 

Un po’ più difficile è trovare le rappresentazioni dei gruppi 
doppi cubici. I 24 elementi del gruppo 7’ sono ripartiti in sette 
classi. Ci sono quindi in tutto sette rappresentazioni irriducibili 
di cui quattro coincidono con le rappresentazioni del gruppo sempli- 
ce T. La somma dei quadrati delle dimensioni delle restanti tre rap- 
presentazioni deve essere uguale a 12 da cui troviamo che sono 
tutte bidimensionali. Poiché gli elementi C, e C,0Q appartengono 
alla stessa classe, si ha Y(C2) = x (C,0) = —Y (Ce), da cui con- 
cludiamo che in tutte e tre le rappresentazioni Y (C.) = 0. Inoltre, 
tra le tre rappresentazioni almeno una deve essere reale, poiché le 
rappresentazioni complesse devono essere coniugate a coppia. Con- 
sideriamo questa rappresentazione e supponiamo che la matrice 
dell'elemento C; sia ridotta alla forma diagonale (siano a,, agì 


suoi elementi diagonali). Poiché Cî=Q0, si ha af= dî = —1. Perché 
XY (C3) = a, + a, sia reale, occorre porre a, = e''3, a, = en, 
Da cui troviamo che x (C3) = 1, x (C?) = ai + a} = —1. Abbiamo 


cosi trovato una delle rappresentazioni cercate. Componendo i suoi 
prodotti diretti con due rappresentazioni unidimensionali coniugate 
complesse del gruppo 7, troviamo le altre due rappresentazioni. 

Con ragionamenti analoghi sui quali non insisteremo qui si 
possono trovare le rappresentazioni del gruppo ©’. Nella tabella 
riassuntiva 8 si danno i caratteri delle rappresentazioni dei gruppi 
doppi citati (sono date solo le rappresentazioni corrispondenti alle 
rappresentazioni a due valori dei gruppi ordinari). I gruppi doppi 
isomorfi hanno le stesse rappresentazioni. 

Gli altri gruppi puntuali o sono isomorfi ai gruppi considerati 
o si ottengono moltiplicando gli ultimi per il gruppo C;, cosicché 


2) I gruppi Sa = C;, Sg = Ci, contenenti l'inversione / sono gruppi abe- 
liani ma non ciclici. 
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Tabella 8 
Rappresentazioni a due valori dei gruppi puntuali 

EQ ce Cw cPQ 

co Ccwo  CcpQ 
2 —2 0 0 0 
E @ Ca € 3U, 3U,Q 

CO C:Q ve 
1 — 1 —_1 1 i — i 
1 — 1 — 1 1 — i i 
2 —2 1 —1 0 


E Q Ca C3 C3 Cs Ci 3U, IU; 
C,Q C3Q C3Q CO Ce 3U,Q 3U:9Q 
2 SE, 0 4 a Vi —V3 0 0 
2 n, 0 4 <=t 4003 vV3 0 0 
2 _2 0 2 2 0 O 0 0 
È 0 Co Ci C3 2U, 2U; 
C,0  Cì C4Q 2U,0Q = 2UQ 


ha 3C 

T E 4C 4C2 4C 4C% 2 
Q 3 3 30 30 3C,Q 

E' 2 —_2 1 — 1 — 1 1 0 

c' { 2 259 E — e? — e e? 0 

2 4, e? — e —-e? € 0 


4C3 463 3C3 3C, 3C3 6C, 
4C39  4C39  3C? 3CîQ  3C,0 6C,0 
E; 2 O. 1 -1 0 vV2 —V2 0 


Ej 2 =D 1 —1 0 —V2 Vi 0 
G 4 —4 1 1 0 0 0 0 


9 
ty 
S 


le loro rappresentazioni non necessitano di un calcolo particolare. 

Per le stesse ragioni che per le rappresentazioni ordinarie, due 
rappresentazioni a due valori complesse coniugate devono essere 
considerate dal punso di vista fisico come una rappresentazione 
dirriducibile con dimensione doppia. Le rappresentazioni a due valoi 
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unidimensionali vanno raddoppiate anche se i loro caratteri sono reali. 
Il fatto è che (vedi $ 60) nei sistemi con spin semintero le funzioni 
d’onda complesse coniugate sono linearmente indipendenti. Quindi, 
se abbiamo una rappresentazione a due valori unidimensionale con 
caratteri reali!) (realizzata da una certa funzione w), anche se la 
funzione complessa coniugata w# si trasforma secondo la stessa 
rappresentazione, si può affermare che w e y* sono linearmente indi- 
pendenti. Poiché, d’altra parte, le funzioni d’onda complesse 
coniugate devono corrispondere a uno stesso livello energetico, si vede 
che nelle applicazioni fisiche una tale rappresentazione deve essere 
raddoppiata. 

Tutto quanto detto nel $ 97 sul modo di determinare le regole 
di selezione per gli elementi di matrice delle diverse grandezze 
fisiche f resta valido anche per gli stati del sistema con spin semin- 
tero, salvo una modifica che riguarda solo gli elementi di matrice 
diagonali (rispetto all’energia). Ripetendo le considerazioni esposte 
alla fine del $ 97 e applicando ora le formule (60,2) e (60,3), troviamo 
che se la grandezza f è pari o dispari rispetto all’inversione del 
tempo, per trovare le regole di selezione occorre considerare il 
prodotto antisimmetrico {D‘®°} o simmetrico [D‘(®?] della rappre- 
sentazione D‘@, contrariamente alla regola formulata nel $ 97 che 
vale per i sistemi con spin intero?). 


PROBLEMA 


Determinare in che modo sono separati i livelli di un atomo (con dati 
valori del momento totale J) che si trova in un campo che gode di simmetria 
cubica 03). 

Soluzione. Le funzioni d’onda degli stati dell'atomo con momento J e 
con valori M ; diversi realizzano una rappresentazione riducibile con (24 + 1) 
dimensioni del gruppo Q i cui caratteri sono determinati dalla formula (98,3). 
Scomponendo questa rappresentazione in parti irriducibili (a un valore per J 
intero o a due valori per J semintero), determiniamo cosi la separazione cercata 
(vedi $ 96). Elenchiamo le parti irriducibili delle rappresentazioni corrispon- 
denti ad alcuni fra i primi valori di J: 


J=0 1/2 1 3/2 2 5/2 3 
Ac E Pi 6 Exch ELG ASELE 


1) I gruppi C,, con » dispari hanno tali rappresentazioni; i loro caratteri 
sono x (Ch) = (4)f. 

2) Circa l’applicazione di queste regole osserviamo che nel caso delle rap- 
presentazioni a due valori la rappresentazione unità è contenuta nel prodotto 
antisimmetrico, e non in quello simmetrico, della rappresentazione per sé stes- 
sa. Per una rappresentazione a due valori con dimensione 2 il prodotto {D2) 
coincide semplicemente con la rappresentazione unità. 

3) Si può trattare, per esempio, di un atomo in un reticolo cristallino. 
Osserviamo che la presenza o l'assenza di un centro di simmetria nel gruppo 
di simmetria del campo esterno non ha importanza per la questione considerata, 

oiché il comportamento della funzione d’onda in un'inversione (parità ‘del 
ivello) non ha relazione con il momento /. 


Capitolo XIII 


MOLECOLE POLIATOMICHE 


$ 100. Classificazione delle oscillazioni molecolari 


L'applicazione della teoria dei gruppi alle molecole poliatomiche 
permette anzitutto di risolvere il problema della classificazione dei 
loro termini elettronici, cioè dei livelli energetici per una data con- 
figurazione dei nuclei. Essi vengono classificati in base alle rappre- 
sentazioni irriducibili del gruppo di simmetria puntuale di cui 
gode la configurazione dei nuclei considerata. Occorre però sottoli- 
neare il fatto evidente che la classificazione cosi ottenuta si riferisce 
appunto alla precisa configurazione dei nuclei considerata, perché ia 
simmetria della configurazione si altera in generale, in seguito ad 
uno spostamento dei nuclei. Di solito si considera una configurazione 
corrispondente alla posizione di equilibrio dei nuclei. In questo 
caso, la classificazione continua ancora ad avere un certo senso anche 
per piccole oscillazioni dei nuclei, ma ovviamente perde senso se le 
oscillazioni non si possono considerare come piccole. 

. Nella molecola biatomica non abbiamo incontrato questo pro- 
blema poiché la sua simmetria assiale si conserva ovviamente in 
ogni spostamento dei nuclei. Una situazione analoga si ha anche 
per le molecole triatomiche. I tre nuclei si trovano sempre in uno 
stesso piano che è piano di simmetria della molecola. Quindi la 
classificazione dei termini elettronici di una molecola triatomica 
rispetto a questo piano (simmetria o antisimmetria delle funzioni 
d'onda rispetto alla riflessione nel piano) è sempre possibile. 

Per i termini elettronici fondamentali delle molecole poliato- 
miche vale una regola empirica secondo la quale, nella maggior 
parte delle molecole, la funzione d’onda dello stato elettronico 
fondamentale gode di simmetria completa (questa regola è stata 
già ricordata nel $ 78 per le molecole biatomiche). In altre parole, 
essa è invariante rispetto a tutti gli elementi del gruppo di simmetria 
della molecola, cioè appartiene alla rappresentazione irriducibile 
unità del gruppo. 

L'applicazione dei metodi della teoria dei gruppi è particolar- 
mente significativa nello studio delle oscillazioni molecolari (E. Wig- 
ner, 1930). Allo studio quantistico di questo problema bisogna pre- 
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mettere una considerazione puramente classica delle oscillazioni di 
una molecola, come sistema costituito da un certo numero di 
particelle interagenti (nuclei). 

Come è noto dalla meccanica (vedi vol. I, Meccanica, $$ 23, 24), 
un sistema di N particelle (non allineate su una retta) possiede 
3N — 6 gradi di libertà d’oscillazione; del numero totale 3N di 
gradi di libertà, tre corrispondono al moto traslazionale e tre al 
moto rotazionale del sistema in blocco!). L’energia di un sistema 
di particelle che compiono piccole oscillazioni può essere scritta 


come segue: 


E= 3 Si min U;Ux + 3 » kinU;Un; (100,1) 
i, k , iù 


dove m;x, ki sono coefficienti costanti, e u; le componenti dei 
vettori degli spostamenti delle particelle dalla loro posizione di 
equilibrio (gli indici i, X numeràno sia le componenti dei vettori 
che le particelle stesse). Con una trasformazione lineare appropriata 
delle grandezze u; si possono escludere dalla (100,1) le coordinate 
corrispondenti al moto traslazionale e rotazionale del sistema, e si 
possono scegliere le coordinate del moto oscillazionale in modo tale 
che ambedue le forme quadratiche nella (100,1) si riducano ad una 
somma di quadrati.{ Normalizzando queste coordinate in modo tale 
da uguagliare all'unità tutti i coefficienti nell'espressione dell’ener- 
gia cinetica, otteniamo l’energia oscillazionale nella forma 


E=35 Di Cit 3 Do D Qu (100,2) 


Ù 


Le coordinate oscillazionali Q,; si dicono normali; @y sono le 
frequenze delle oscillazioni indipendenti corrispondenti a queste 
coordinate. Può avvenire che a talune coordinate normali corri- 
sponda una stessa frequenza (che è detta allora multipla); l’indice a 
della coordinata normale corrisponde al numero della frequenza, 
e l’indice è = 1, 2, ..., fa numera le coordinate relative a una 
stessa frequenza (f, è la molteplicità della frequenza). 

L'espressione (100,2) per l'energia della molecola deve essere 
invariante rispetto alle trasformazioni di simmetria. Questo signi- 
fica che, in ogni trasformazione del gruppo di simmetria puntuale 
della molecola, le coordinate normali Qui, î = 1, 2, . ..;: fa (per 
ogni dato a) si trasformano linearmente tra di loro, e in modo tale 
che la somma dei quadrati Si dai resti invariata. In altre parole, 


Y 


1) Se tutte le particelle sono allineate su una retta, il numero di gradi di 
libertà d’oscillazione è 3N — 5 (alla rotazione corrispondono allora due coor- 
dinate in tutto, perché non ha senso parlare della rotazione di una molecola 


lineare attorno al suo asse). 


MOLECOLE POLIATOMICHE 467 


le coordinate normali relative a ogni data frequenza propria delle 
oscillazioni della molecola realizzano una certa rappresentazione irri- 
ducibile del suo gruppo di simmetria; la molteplicità della frequenza 
determina la dimensione della rappresentazione. L’irriducibilità segue 
dalle stesse considerazioni fatte nel $ 96 a proposito delle soluzioni 
dell'equazione di Schrédinger. La coincidenza delle frequenze corri- 
spondenti a due rappresentazioni irriducibili diverse sarebbe un 
fatto casuale improbabile. È necessario fare qui di nuovo una riserva: 
poiché le coordinate fisiche normali sono, per la loro natura, gran- 
dezze reali, due rappresentazioni complesse coniugate corrispondono 
allora a una frequenza propria con molteplicità doppia. 

Queste considerazioni consentono di classificare le frequenze 
proprie di una molecola senza risolvere il difficile problema 
della determinazione concreta delle sue coordinate normali. A que- 
sto scopo bisogna prima trovare (con un procedimento che verrà 
dato più avanti) la rappresentazione realizzata contemporanea- 
mente da tutte le coordinate oscillazionali (la chiameremo rap- 
presentazione oscillazionale totale), questa rappresentazione è ridu- 
cibile e, scomponendola in parti irriducibili, determineremo così 
la molteplicità delle frequenze proprie e le proprietà di simmetria 
delle oscillazioni corrispondenti. È possibile allora che una stessa 
rappresentazione irriducibile entri più volte nella rappresentazione 
totale; questo significa che esistono più frequenze diverse della 
stessa molteplicità con oscillazioni di uguale simmetria. 

Per trovare la rappresentazione oscillazionale totale, partiamo'dal 
fatto che i caratteri della rappresentazione sono invarianti rispetto 
al una trasformazione lineare delle funzioni di base. Per calcolarli, 
si possono perciò usare come funzioni di base non le coordinate 
normali, ma semplicemente le componenti u; degli spostamenti 
dei nuclei dalla loro posizione di equilibrio. 

Prima di tutto è evidente che nel calcolare il carattere di un 
elemento G del gruppo puntuale occorre considerare solo i nuclei 
che (o meglio, le cui posizioni di equilibrio) restano fissi nella tra- 
sformazione di simmetria considerata. Infatti, se nella rotazione consi- 
derata o nella riflessione G il nucleo 1 va ad occupare una nuova 
posizione dove prima si trovava il nucleo identico 2, questo significa 
che nell'operazione G lo spostamento del nucleo 4 si trasforma me- 
diante lo spostamento del nucleo 2. In altre parole, non ci saranno 
ovviamente elementi diagonali nelle righe della matrice G;x cor- 
rispondenti a questo nucleo (cioè al suo spostamento u;). Per quanto 
riguarda le componenti dello spostamento del nucleo la cui posi- 
zione di equilibrio non subisce l’operazione G, esse si trasformano 
fra di loro, cosicché possono essere considerate indipendentemente 
dai vettori di spostamento degli altri nuclei. 

Consideriamo prima la rotazione C (©) di angolo attorno ad un 
certo asse di simmetria. Siano u,, u,, u, le componenti dello spo- 
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stamento di un nucleo la cui posizione di equilibrio si trova sull’asse 
stesso e, di conseguenza, non è toccata dalla rotazione. Nella rota- 
zione queste componenti si trasformano come anche le componenti 
di qualsiasi vettore ordinario (polare) secondo le formule (l’asse 
z coincide con l’asse di simmetria) 


Ux = Ux COSP+u, sen 9, 
U)= —UxSenQ+uycosg, 


Uz = Uz. 


Il carattere, ossia la somma dei termini diagonali della matrice 
di trasformazione, è uguale a 1-2 cos q. Se si hanno in tutto Nc 
nuclei sul dato asse, il carattere totale è 


Nc(1+2c05 9). (100,3) 


Ma questo carattere corrisponde alla trasformazione di tutti 
i 3N spostamenti w;; occorre perciò separare la parte corrispondente 
alle trasformazioni dello spostamento traslazionale e della rota- 
zione (piccola) della molecola in blocco. Lo spostamento traslazionale 
è determinato dal vettore di spostamento U del centro di inerzia 
della molecola; la parte corrispondente del carattere è quindi uguale 
a 1+ 2cos@. Quanto alla rotazione della molecola in blocco, 
essa è determinata dal vettore 60 dell’angolo di rotazione!). Il 
vettore 8Q è un vettore assiale; ma nei confronti delle rotazioni 
del sistema di coordinate un vettore assiale si comporta come un 
vettore polare. Quindi al vettore 88 corrisponde pure lo stesso carat- 
tere 1 X 2 cos q. Di conseguenza, dobbiamo sottrarre in tutto dalla 
(100,3) la grandezza 2 (1 X 2 cos q). In tal modo, troviamo final- 
mente il carattere Y (C) della rotazione C (@) nella rappresentazione 


oscillazionale totale: 


x(C)=(Nc—2)(1+2c0s 9). (100,4) 


Il carattere dell'elemento unità £ è, evidentemente, uguale al 
numero totale di gradi di libertà oscillazionali: x(£) = 3N — 6 
(ciò che si ottiene anche dalla {100,4) per Nc=N, p=0). 
Calcoliamo in modo analogo il carattere della trasformazione 
di roto-riflessione $S (@) (rotazione di angolo @ attorno all'asse z 
e riflessione nel piano xy). In questa trasformazione il vettore si 


1) Come è noto, un angolo di rotazione piccola può essere considerato come 
vettore 6£ uguale in valore assoluto all’angolo di rotazione e diretto lungo l’as- 
se di rotazione nella direzione determinata dalla regola della vite. Il vettore 
6L così definito è evidentemente assiale. 
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trasforma secondo le formule 
Uz=UxC0SQ + uy Sen gp, 


uy=" — Ux Sen Q - Uy COS p, 


Uz= —Uz, 


‘cui corrisponde il carattere uguale a (—1+2 cos g). Quindi il 
‘carattere della rappresentazione realizzata da tutti i 3N sposta- 
menti u; è uguale a _, 

b Ns(-1+2cosg), (100,5) 


‘dove Ns è il numero dei nuclei non toccati dall'operazione S (©) 
{questo numero può, evidentemente essere zero o uno). Al vettore 
FU di spostamento del centro di inerzia corrisponde il carattere 
(—1 X 2 cos q). Quanto al vettore è £, esso, essendo un vettore 
‘assiale, non cambia nell’inversione del sistema di coordinate; d’altra 
parte, la trasformazione di roto-riflessione S (q) può essere rappresen- 
fata nella forma 


S(9)=C(9)0,=C(p)C1=C(1+9)/Z, 


tossia come una rotazione di angolo x + @ seguita da un’inversione. 
‘Quindi il carattere della trasformazione S (q) applicata al vettore 
‘89 è uguale al carattere della trasformazione C (x + @) applicata 
‘a un vettore ordinario, cioè uguale a 1-2 cos X (x + p) = 
js= 1 — 2 cos g. La somma (—1 + 2 cos g) + (1 — 2 cos gp) è uguale 
ia zero, cosicché siamo giunti al risultato che l’espressione (100,9) 
:$ direttamente uguale al carattere y (.$) cercato della trasformazione 
idi roto-riflessione S (g) nella rappresentazione oscillazionale totale: 


X(S)=Ns(—1+2cosqg). (100,6) 


In particolare, il carattere della riflessione in un piano (@ = 0) 
è uguale a x (0) = N, eil carattere dell’inversioneè (fp = n): x(1= 
RE A 

Dopo aver determinato i caratteri y della rappresentazione oscil- 
lazionale totale non resta che scomporla in rappresentazioni irridu- 
cibili, ciò che si può fare, secondo la formula (94,16), mediante 
le tabelle dei caratteri date nel $ 95 (vedi problemi di questo para- 
rafo). 
; Per la classificazione delle oscillazioni di una molecola lineare 
non c’è bisogno di ricorrere alla teoria dei gruppi. Il numero totale 
di gradi di libertà oscillazionali è 3N — 5. Fra le oscillazioni vanno 
distinte quelle per cui gli atomi restano su una retta da quelle per 
cui questa condizione non è realizzata!). Il numero di gradi di 


1) Se la molecola è simmetrica rispetto al suo punto di mezzo, si ha una 
nuova caratteristica supplementare delle oscillazioni sulla quale ritorneremo 
nel problema 10 di questo paragrafo. 
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libertà nel moto di N particelle lungo una retta è uguale a N; fra 
questi gradi uno corrisponde allo spostamento traslazionale della 
molecola in blocco. Quindi il numero delle coordinate normali delle 
oscillazioni che lasciano gli atomi su una retta, è N — 1; ad esse 
corrispondono, in generale, NN — 1 frequenze proprie diverse. Le 
altre (3N — 5) — (N — 1) = 2N — 4 coordinate normali si rife- 
riscono alle oscillazioni che alterano la linearità della molecola; 
ad esse corrispondono N — 2 frequenze doppie diverse (a ogni fre- 
quenza corrispondono due coordinate normali corrispondenti ad 
oscillazioni identiche in due piani ortogonali)!) 


PROBLEMI 


1. Classificare le oscillazioni normali della molecola NH3 (piramide 
regolare con atomo N al vertice e atomi H agli angoli della base; fig. 41). 
Soluzione. Il gruppo di simmetria puntuale della molecola è Cp. Le rota- 
zioni attorno all’asse ternario lasciano fisso un solo atomo (N), e le riflessioni 


H 
Fig. 44 


nei piani due atomi (N è uno degli atomi H). Mediante le formule (100,4) e 
(100,6) troviamo i caratteri della rappresentazione oscillazionale totale: 


6 0° 2° 


Scomponendo questa rappresentazione in parti irriducibili, troviamo che essa 
contiene due volte la rappresentazione A; e due volte E. Cosi, ci sono due fre- 
quenze semplici, corrispondenti alle oscillazioni del tipo A, che conservano la 
simmetria totale della molecola (le cosiddette oscillazioni completamente sim- 
metriche), e due frequenze doppie, corrispondenti alle coordinate normali che 
si trasformano fra di loro secondo la rappresentazione E. 

2. Lo stesso problema per la molecola H,0 (fig. 42). 

Soluzione. Il gruppo di simmetria è C-,. La trasformazione C+ lascia fisso 
l'atomo 0, la trasformazione op (riflessione nel piano della molecola) tutti i tre 
atomi, e la riflessione 07 soltanto l'atomo O. Ì caratteri della rappresentazione 
totale sono 


E C, 0 05 


3 1 341° 


1) Usando le notazioni delle rappresentazioni irriducibili del gruppo C.oo 
($ 98), si può dire che ci sono N — 1 oscillazioni del tipo A, ed N — 2 oscilla- 
zioni del tipo £,. 
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Questa rappresentazione si scompone in rappresentazioni irriducibili: 241, 
1B,, cioè due oscillazioni completamente simmetriche e una con simmetria 
determinata dalla rappresentazione B1; tutte le frequenze sono semplici (nella 
fig. 42 sono rappresentate le oscillazioni normali corrispondenti). 

3. Lo stesso problema per la molecola CHCl; (fig. 43,). 

Soluzione. Il gruppo di simmetria della molecola è Csp. Troviamo allo stes- 
so modo che ci sono tre oscillazioni completamente simmetriche A, e tre oscil- 
lazioni doppie del tipo £. , l 

4. Lo stesso problema per la molecola CH, (l'atomo C si trova al centro e 
gli atomi H si trovano ai vertici del tetrae- 

ro; fig. 43,0). 

Soluzione. La simmetria della molecola 
è Ty. Le oscillazioni sono 1A1, 1E e 2F.. 

5. Lo stesso problema per la molecola 
CeHe (fig. 43,c). 

Soluzione. La simmetria della molecola 


ZN i 
è Den. Le oscillazioni sono: 
2A1g» 1A2g 1A2u 1Big 1Biu» 1B2g, 3B2u» À, 
1E.g, FE1u0 4E2g, 2E2u- 
6. Lo stesso problema per la molecola OsFg 
(l'atomo Os si trova al centro, gli atomi F si 
trovano ai vertici del cubo, fig. 43,d). 
Pi ù 
ZN, 


Soluzione. La simmetria della molecola è 
On. Le oscillazioni sono: 


1Aig 1Aou, 1E gr 1Eu 2Fiu» 2Fog, 1Foy. 


7. Lo stesso problema per la molecola UFg 
(l'atomo U si trova al centro, gli atomi Fsi 
trovano ai vertici dell’ottaedro, fig. 43,e). 

Soluzione. La simmetria della molecola è 
Op. Le oscillazioni sono: 


1Aig, 1Eg 2Fiu 1Fog, 1Fou- 
8. Lo stesso problema per la molecola C.Hx 


(fig. 43,f). 
Soluzione. La simmetria della molecola è D3j. Le oscillazioni sono: 


Fig. 42 


3A 1g, 1Atu ZA IE g, IE u 


. 9. Lo stesso problema per la molecola C,H;, (fig. 43,g; tutti gli atomi sono 
in uno stesso piano). 
Soluzione. La simmetria della molecola è Do. Le oscillazioni sono: 


3Aigs 1A 2Big, 1Biu, 2B3u, 1Bog, 2Bou 


(gli assi delle coordinate sono stati scelti come è rappresentato nella figura). 
. 10. Lo stesso problema per una molecola lineare di N atomi, simmetrica 
rispetto al suo punto di mezzo. 

Soluzione. Alla classificazione delle oscillazioni di una molecola lineare 
considerata nel testo si aggiunge la classificazione secondo il comportamento 
DO IA VAzIone rispetto al centro. Occorre distinguere i casi in cui N è pari o 

ispari. 

_ Se Nè pari (N = 2p), non c’è nessun atomo al centro della molecola. Dando 
aì p atomi di una metà della molecola spostamenti indipendenti lungo la retta, 
e agli altri p atomi gli spostamenti uguali ma opposti, troviamo che p delle 
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oscillazioni che lasciano gli atomi sulla retta sono simmetriche rispetto al centro, 
le altre (2p — 1) — p= p— 1 oscillazioni di questo tipo sono antisimmetriche 
rispetto al centro. Inoltre, p atomi hanno 2p gradi di libertà per movimenti in 
cui gli atomi non restano su una retta. Dando agli atomi simmetricamente di- 
sposti spostamenti uguali ed opposti, otterremo 2p oscillazioni simmetriche; 
bisogna sottrarre, però, da questo numero due oscillazioni corrispondenti alla 


Cl 

a) c 
H H 
d) F 


Fig. 43 


rotazione della molecola. In tal modo, ci sono p — 1 frequenze doppie delle 
oscillazioni che fanno uscire gli atomi dalla retta e simmetriche rispetto al 
centro e altrettante oscillazioni antisimmetriche {(2p — 2) — (p — 1) = 
= p — 1). Usando le notazioni delle rappresentazioni irriducibili del gruppo 
Dwn (vedi fine del $ 98), si può dire che ci sono p oscillazioni del tipo Ag © 
(p — 1) oscillazioni di ciascuno dei tipi A;u, £1g) É1u- 

Se N è dispari (N = 2p + 1), da considerazioni analoghe segue che ci sono 
p oscillazioni di ciascuno dei tipi: A1g, Ai,» Z1u ® (p — 1) oscillazioni del ti- 
po £ig- 
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$ 101. Livelli energetici oscillazionali 


Lo studio dell'energia oscillazionale di una molecola nella mec- 
canica quantistica si effettua determinando gli autovalori dell’'ha- 


miltoniano 


SI 


RO =3 S (È (Pai +040%)» (104,4) 
a i=i 
dove P.: = —ih0/90i sono operatori delle quantità di moto, cor- 


rispondenti alle coordinate normali Qi. Poiché questo hamiltoniano 
si scompone nella somma di termini indipendenti (espressione fra 
parentesi), i livelli energetici. sono rappresentati dalle somme 


EO=hS 0a x (va;+3)= Y) fia (va+2) , (101,2) 


dove vg = ZUai, efa è la molteplicità della frequenza wy. Le fun- 


1 
zioni d’onda sono rappresentate dai prodotti delle funzioni d’onda 
corrispondenti di oscillatori lineari armonici 


v=ll Pas (101,3) 


dove 


Ya = costante - exp ( si ca, dI O) II Hu,;(caQai); (101,4) 


H, indica un polinomio di Hermite di ordine v e ca = V 0g/È. 

Se fra le frequenze ©, ce ne sono di multiple, i livelli energetici 
oscillazionali sono, in generale, degeneri. L’energia (101,2) dipende 
solo dalle somme v, = >) vai. Quindi la molteplicità di degenerazione 


î 
del livello è uguale al numero di modi in cui si può ottenere l’insie- 
me dato di numeri v, a partire dai numeri v,;. Per un solo numero 


UV, esso è uguale al!) 
(vat fa —1)! 
Va! (fa 1)! ° 
L'ordine totale di degenerazione è quindi uguale a 


(vatfa—1)! 
MH vata DI Sr (101,5) 


1) Questo è il numero di modi in cui si possono distribuire vg sferette in 
fa caselle. 
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Per le frequenze doppie i fattori di questo prodotto sono va + 1, 
e per le frequenze triple 5 (a +1)(a +2). 

È da tener presente che questa degenerazione si verifica soltanto 
se si considerano le oscillazioni puramente armoniche. Se nell’ha- 
miltoniano si tiene conto dei termini di grado superiore secondo le 
coordinate normali (anarmonicità delle oscillazioni), la degenera- 
zione viene, in generale, rimossa, anche se non completamente (per i 
particolari, vedi il $ 104). 

Le funzioni d’onda (101,3) relative a uno stesso termine oscilla-. 
zionale degenere realizzano una certa rappresentazione (in generale 
ciducibile) del gruppo di simmetria della molecola. Ma le funzioni 
relative a frequenze diverse si trasformano indipendentemente le une , 
dalle altre. Quindi la rappresentazione realizzata da tutte le fun- 
zioni (101,3) è il prodotto delle rappresentazioni realizzate dalle: 
funzioni (101,4), cosicché è sufficiente considerare soltanto queste ul 
time. 

Il fattore esponenziale nella (101,4) è invariante rispetto a tutte 
le trasformazioni di simmetria. Nei polinomi di Hermite i termini 
di ogni grado dato si trasformano solo tra di loro (la trasformazione 
di simmetria non cambia, evidentemente, il grado di ogni termine). 
Poiché, d'altra parte, ogni polinomio di Hermite è completamente 
determinato dal suo termine di grado superiore, scrivendo 


2 V_4 0 v_f . 5 
Il Ho, (caQai) = costante + Qgi!0g8 ... ai + termini di grado 
{=1 
inferiore, è sufficiente considerare solo il termine di grado più 
elevato. 
Le funzioni per cui la somma v, = SI Vai ha lo stesso valore si 


1 

riferiscono a uno stesso termine. In tal modo, abbiamo una rappre- 
sentazione realizzata da prodotti di v, grandezze Qui; questo non 
è altro che il prodotto simmetrico (vedi $ 94) v, volte per se stessa 
della rappresentazione irriducibile realizzata dalle grandezze Qui 
(L. Tisza, 1933). | 

Per le rappresentazioni unidimensionali, la ricerca dei caratteri 
dei loro prodotti simmetrici v volte per se stesse è banale!): 


X (G)=[x(G))°. 


Per le rappresentazioni a due e tre dimensioni è opportuno ricorrere 
al procedimento matematico seguente’). La somma dei quadrati 
delle funzioni di base di una rappresentazione irriducibile è inva- 
riante rispetto a tutte le trasformazioni di simmetria. Si può quindi 
considerarle formalmente come componenti di un vettore bi- o tri- 


1) Usiamo qui la notazione più concias Yo (G) in luogo di [Y®] (G). 
2) Introdotto a questo scopo da A. S. Kompaneets (1940). 
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imensionale, e le trasformazioni di simmetria come rotazioni 
o riflessioni) applicate a questi vettori. Sottolineiamo che queste 
fotazioni e riflessioni non hanno, in generale, niente in comune con 
e trasformazioni di simmetria effettive e dipendono (per ogni dato 
lemento G del gruppo) anche dalla rappresentazione concreta con- 
iderata. 
: Consideriamo più nei dettagli le rappresentazioni bidimensionali. 
Bia Y (G) il carattere di un certo elemento del gruppo nella rappre- 
pentazione bidimensionale data, e sia y (G) #0. La somma degli 
plementi diagonali della matrice di trasformazione delle componenti 
&, y di un vettore bidimensionale è uguale, in una rotazione nel 
piano di angolo @, a 2 cos gp. Uguagliando 


) 2cosp=%(G), (101,6) 


tteniamo l’angolo di rotazione che corrisponde formalmente all’ele- 
ento G nella rappresentazione irriducibile considerata. Il prodotto 
immetrico della rappresentazione v volte per se stessa è una rap- 
presentazione la cui base è costituita da v + 1 grandezze x”, x°-1y, 
bo ., y”. I caratteri di questa rappresentazione sono!) 
i 
f 


__ sen (D+ 1) 
Jl caso in cui y(G)=0 richiede uno studio particolare, poiché 
fin carattere nullo corrisponde sia a una rotazione di angolo x/2 
phe a una riflessione. Se y (G?) = —2, si ha a che fare con una rota- 
gione di 1/2 e si ottiene per %, (G) 
è 


1+(—1)9 
vo (= (101,8) 


Bo invece X (G?) = 2, occorre considerare Y (G) come carattere della 
tiflessione (cioè della trasformazione z +z, y — —y); allora 


1 — 1)? 
(EL. (101,9) 


In modo analogo si possono ottenere le formule per i prodotti 
bimmetrici delle rappresentazioni tridimensionali. È facile trovare 
la rotazione (o la riflessione) corrispondente formalmente all’elemento 
del gruppo nella rappresentazione considerata mediante la tabella 7. 


1) Per il calcolo è opportuno scegliere funzioni di base della forma 
(2 + iy)o, (cr +iy)t-! (2 — iy), .... (2 iy)?; 


\llora la matrice di rotazione è diagonale e la somma degli elementi diagonali 
issume la forma 


e'0® 4 gil072)9 LL... + ei, 
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Questa sarà la rappresentazione corrispondente al dato Y(G) in 
quello dei gruppi isomorfi in cui le coordinate si trasformano secondo 
questa rappresentazione. Cosi, per la rappresentazione f, dei gruppi 
O eT.va presa la trasformazione del gruppo O, e per la rappresenta- 
zione’ F, del gruppo Ta. Non ci fermiamo qui a ricavare le formule 
corrispondenti per i caratteri %, (G). 


$ 102. Stabilità delle configurazioni simmetriche della molecola 


Quando la disposizione dei nuclei è simmetrica il termine elet- 
tronico della molecola può essere degenere, e questo avviene se fra 
le rappresentazioni irriducibili del gruppo di simmetria ve ne sono 
con dimensione maggiore di uno. Si pone il problema se tale confi- 
gurazione simmetrica può essere una configurazione di equilibrio 
stabile della molecola. Trascureremo allora ogni effetto dello spin 
(se esso esiste), poichè nelle molecole poliatomiche è, in generale, 
molto piccolo. La degenerazione dei termini elettronici, di cui par- 
leremo, è quindi una degenerazione esclusivamente orbitale, non 
legata allo spin. 

Perché una configurazione data sia stabile, l'energia della mole- 
cola, come funzione delle distanze fra i nuclei, deve avere, per 
questa configurazione dei nuclei, un minimo. Questo significa che 
la variazione dell’energia per spostamenti piccoli dei nuolei non 
deve contenere termini lineari rispetto agli spostamenti. 

Sia H l’hamiltoniano dello stato elettronico della molecola 
in cui le distanze fra i nuclei sono considerate come parametri. 


Indichiamo con H, questo hamiltoniano per la configurazione 
simmetrica data. Come grandezze determinanti piccoli spostamenti 
dei nuclei si possono usare le coordinate oscillazionali normali Qi. 


Lo sviluppo di 7 secondo le potenze di Q,; ha la forma 


H=Ho+ Y VoiQai + È, Wai onQa:Qon +... (102,1) 
a, 1 A, P, 2, 


I coefficienti V, W, ... dello sviluppo sono funzioni solo delle 
coordinate degli elettroni. In una trasformazione di simmetria le 
grandezze Q.,; si trasformano tra di loro. Le somme nella (102,1) 
si trasformano allora in somme dello stesso tipo. Possiamo perciò 
considerare formalmente la trasformazione di simmetria come tra- 
sformazione dei coefficienti in queste somme, Q.; essendo immutate. 
Allora, in particolare, i coefficienti V,; (per ogni dato a) si trasfor- 
meranno secondo la stessa rappresentazione del gruppo di simmetria 
secondo la quale si trasformano le coordinate corrispondenti Qui. 
Ciò segue direttamente dal fatto che, data l’invarianza dell’hamil- 
toniano rispetto a tutte le trasformazioni di simmetria, lo stesso 
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deve verificarsi per l'insieme dei termini di ogni dato ordine nel 
suo sviluppo, in particolare per i termini lineari dello sviluppo!). 

Consideriamo un termine elettronico degenere (per una configu- 
razione simmetrica) E,. Lo spostamento dei nuclei, che viola la 
simmetria della molecola, porterà, in generale, alla separazione 
del termine. Il valore della separazione sarà dato, fino ai termini 
del primo ordine rispetto allo spostamento dei nuclei, dall’equazione 
secolare formata dagli elementi di matrice del termine lineare 


nello sviluppo (102,1) 
Voo= Î Qui \ woVao dg, (102,2) 


dove wo, +; sono le funzioni d'onda degli stati elettronici relativi 
al dato termine degenere (queste funzioni sono scelte reali). La 
stabilità della configurazione simmetrica richiede che manchi la 
separazione lineare rispetto a Q, richiede cioè che tutte le radici 
dell'equazione secolare si annullino identicamente, il che significa 
che deve annullarsi anche l’intera matrice V,;. É beninteso allora 
che dobbiamo considerare soltanto quelle fra le oscillazioni normali 
che violano la simmetria della molecola, cioè dobbiamo trascurare 
le oscillazioni completamente simmetriche (corrispondenti alla rap- 
presentazione unità del gruppo). 

Essendo le Q,; arbitrarie, gli elementi di matrice (102,2) si 
annullano se si annullano tutti gli integrali 


\ poVa:to da. (102,3) 


Sia D‘% la rappresentazione irriducibile secondo la quale si 
trasformano le funzioni d'onda elettroniche w, e Dx io stesso per le 
grandezze V,;; come è stato già rilevato, le rappresentazioni D, 
coincidono con quelle secondo cui si trasformano le coordinate nor- 
mali corrispondenti Q;. In accordo con i risultati del $ 97 gli inte- 
grali (102,3) sono diversi da zero se il prodotto [De 2] x Da contiene 
la rappresentazione unità o se, ciò che è lo stesso, [D‘4) 2] contiene D,,. 
In caso contrario, tutti gli integrali si annullano. 

In tal modo, la configurazione simmetrica è stabile se la rappre- 
sentazione [D‘%?] non contiene nessuna (tranne la rappresentazione 
unità) delle rappresentazioni irriducibili D, che caratterizzano le 
oscillazioni della molecola. Questa condizione è sempre soddisfatta 
per gli stati elettronici non degeneri, poiché il prodotto simmetrico 


1) Rigorosamente parlando, le grandezze Vxi devono trasformarsi secondo la 
rappresentazione che è complessa coniugata della rappresentazione secondo la 
quale si trasformano le Q,;. Ma, come è stato rilevato, se due rappresentazioni 
complesse coniugate non coincidono, fisicamente occorre considerarle ugual- 
mente insieme come una rappresentazione sola di dimensione doppia. Quindi la 
riserva fatta è inessenziale. 
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di una rappresentazione unidimensionale con se stessa è la rappresen- 
tazione unità. 

Consideriamo, per esempio, una molecola del tipo CH, in cuì 
un atomo (C) si trova nel centro e quattro atomi (H) si trovano nei 
vertici di un tetraedro. Tale configurazione gode della simmetria T';. 
I termini elettronici degeneri corrispondono alle rappresentazioni 
E, F,, Fydi questo gruppo. La molecola ha un’oscillazione normale 
A, (oscillazione completamente simmetrica), una doppia £ e due 
triple F, (vedi problema 4, $ 100). I prodotti simmetrici delle rap- 
presentazioni E, F,, F. con se stesse sono 


[E]=A4+E, [IF)=[F]=A+E+7. 


Si vede che ciascuno di essi contiene almeno una delle rappresen- 
tazioni E, F, e, di conseguenza, la configurazione tetraedrica con- 
siderata risulta instabile negli stati elettronici degeneri. 

Questo risultato è una regola generale che costituisce il contenuto 
del cosiddetto teorema di Jahn-Teller (1937): per uno stato elettro- 
nico degenere ogni configurazione simmetrica dei nuclei (eccetto 
l'allineamento su una retta) è instabile. In seguito a questa insta- 
bilità i nuclei si spostano in modo da violare la simmetria della 
loro configurazione a tale punto che la degenerazione del termine 
risulta interamente eliminata. In particolare, si può affermare che 
solo un termine non degenere può essere il termine elettronico 
fondamentale di una molecola simmetrica (non lineare)!). 

Un’eccezione, come è stato già notato, è costituita solo dalle 
molecole lineari. È facile convincersene anche senza ricorrere alla 
teoria dei gruppi. Uno spostamento del nucleo per cui quest’ultimo 
lascia l’asse della molecola rappresenta un vettore ordinario con 
componenti È e n (l’asse & è diretto secondo l’asse della molecola). 
Abbiamo visto nel $ 87 che tali vettori hanno elementi di matrice 
solo per le transizioni con variazione del momento angolare A 
rispetto all'asse di un’unità. Ora, ad un termine degenere di una 
molecola lineare corrispondono stati con momenti angolari A e —A 
rispetto all’asse (A = 1). La transizione fra questi stati è accom- 
pagnata da una variazione del momento angolare almeno di 2 unità, 
e quindi gli elementi di matrice si annullano in ogni caso. In tal 
modo, la configurazione rettilinea dei nuclei in una molecola può 
essere stabile anche per uno stato elettronico degenere. 

La dimostrazione generale costruttiva del teorema è basata 
sull'osservazione seguente (£. Auch, 1957). 


1) L'idea fisica della distruzione della simmetria in uno stato elettronico 
degenere in forza di questa stessa simmetria è stata avanzata da L. D. Landau 
(1934). Il teorema è stato dimostrato da Jahn e Teller attraverso lo studio di 
tutti i tipi possibili di disposizione simmetrica dei nuclei nella molecola, studio 
fatto per ogni tipo nel modo indicato. 
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La degenerazione degli stati elettronici connessa con la confi- 
gurazione simmetrica dei nuclei può aver luogo solo in quei gruppi 
puntuali di simmetria della molecola che contengono almeno un asse 
di rotazione (C,) o di roto-riflessione ($£,) di ordine n > 2. In questo 
caso, fra le funzioni d’onda degli stati degeneri (cioè fra le funzioni 
di base della rappresentazione corrispondente Dl) vi è almeno una 
funzione per cui la densità elettronica p= | p |°= wp? non è invarian- 
te rispetto alle rotazioni attorno a questo asse; insieme con la densità 
elettronica, non sarà simmetrico rispetto all'asse anche il campo elet- 
trico generato dagli elettroni. Nello stesso tempo nella molecola (non 
lineare) esistono nuclei equivalenti disposti fuori dell’asse, cioè nuclei 
che si trasformano fra di loro in rotazioni C, (o S,). Risulta quindi 
che i nuclei equivalenti giacciono nei punti non equivalenti del 
campo elettrico. Ma l’equivalenza delle posizioni di equilibrio delle 
particelle cariche, non richiesta dalla simmetria del campo, è impos- 
sibile in questo campo nel senso che essa potrebbe essere dovuta a 
una casualità improbabile. 

Una dimostrazione rigorosa rappresenta la realizzazione matema- 
tica di questa situazione fisica. Mostriamo come è costruita tale 
dimostrazione (E. Ruch, A. Schonhofer, 1965). 

Consideriamo (nella molecola non lineare) un nucleo qualsiasi 
(indichiamolo con a) che giace fuori del « centro » della molecola 
(cioè fuori di un punto fisso di trasformazioni del suo gruppo di sim- 
metria) e non sull’asse di simmetria principale, se questo esiste’). 
Sia H l’insieme delle trasformazioni di simmetria della molecola 
che lasciano fisso il nucleo a; H è uno dei sottogruppi del gruppo di 
simmetria totale & della molecola e può essere uno dei gruppi pun- 
tuali C,, Cs, Cn, Cno. Le trasformazioni di G, non appartenentì 
ad H, trasformano ec in altri nuclei equivalenti a’, a”, ...; sia 
s il numero dei nuclei di questo insieme. È evidente, che l'ordine del 
sottogruppo H è g/s, dove g è l’ordine dell’intero gruppo G (cioè s 
l'indice del sottogruppo H del gruppo G)?). 

Si ha a priori s = 3, poiché per poter supporre l’esistenza di una 
rappresentazione irriducibile non unidimensionale D() è necessaria 
(come è stato già rilevato) la presenza di almeno un asse di simmetria 
di ordine superiore a 2 e, per ipotesi, il nucleo a non si trova su 
questo asse. 

La rappresentazione D(‘ del gruppo G@ è, in generale, riducibile 
rispetto al gruppo H di simmetria inferiore. Supponiamo che nella 
sua decomposizione in rappresentazioni irriducibili del gruppo H 
vi sia una rappresentazione unidimensionale; indichiamola con d(l00. 


1) Con asse principale si intende (nei gruppi di simmetria non cubici e non 
icosaedrici) l’asse C, 0 Sn di ordine n> 2. 

2) Tutti gli elementi di G si possono suddividere in s classi laterali di H, 
G'H,G" H . + +, dove G', G” sono gli elementi del gruppo che spostano il nucleo 
a in a’, a”, ... 
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Essa è realizzata dalla funzione d'onda elettronica w, una delle 
funzioni di base della rappresentazione D‘%. Poiché la rappresen- 
tazione dl€0) è unidimensionale, il quadrato p = w? è invariante 
rispetto a tutte le trasformazioni di H, cioè realizza la rappresenta- 
zione irriducibile unità di questo gruppo. 

La stessa rappresentazione del gruppo H si può realizzare pren- 
dendo come base uno degli spostamenti Q, dell’atomo a: lo sposta- 
mento nella direzione lungo il raggio vettore tracciato dal centro 
della molecola al nucleo a. 

Applicando ora a questo spostamento tutte le operazioni del 
gruppo (G, otteniamo la base di una rappresentazione (in generale, 
riducibile) di questo gruppo; indichiamola con Dog. Poiché ogni 
trasformazione di G, non appartenente ad H, trasforma lo sposta- 
mento O, nello spostamento di uno degli altri s —1 nuclei equivalenti 
a', a", ..., mentre gli spostamenti dei nuclei diversi sono, ovvia- 
mente, linearmente indipendenti, è chiaro che la dimensione di 
Dy è s. Inoltre, gli spostamenti Q, Qa, . . ., costituenti la base 
Dy non possono corrispondere a priori né a una traslazione né a una 
rotazione della molecola in blocco: in presenza di tre o più nuclei 
equivalenti non è possibile comporre tali movimenti mediante i loro 
spostamenti radiali. 

In modo analogo si può ottenere una rappresentazione del gruppo 
G applicandone tutte le trasformazioni alla funzione p = w?; indi- 
chiamo con D, questa rappresentazione. La dimensione di D, può 
essere uguale ad s, ma può anche risultare minore, poiché non c’è 
ragione di ritenere a priori che siano linearmente indipendenti tutte 
le s funzioni g, Gp, G'0,... Si può, però, affermare che la rappresen- 
tazione D,, anche se non coincide con Do, in ogni caso sarà contenuta 
interamente in Dy'). Inoltre, essa non è la rappresentazione unità, 
poiché il quadrato w? è a priori non invariante rispetto a tutto il 
gruppo G (è invariante solo la somma dei quadrati di tutte le fun- 
zioni di base della rappresentazione irriducibile non unidimen- 
sionale Dl). 

Le proprietà delle rappresentazioni Dg e Dy cosi stabilite danno 
immediatamente il risultato richiesto. Infatti, Do è parte della 
rappresentazione oscillazionale totale, e D, parte della rappresen- 
tazione [D‘], che non contiene, tra l’altro, la rappresentazione 
unità. Il fatto che D, è contenuta in Dy significa quindi che [Dl ?] 


1) L'affermazione si motiva nel modo seguente. Supponiamo che una 
stessa rappresentazione (di dimensione f) del sottogruppo # sia realizzata da 
diversi insiemi di funzioni di base e che uno di questi insiemi, applicando ad 
esso tutte le trasformazioni del gruppo G, generi una rappresentazione di questo 
gruppo di dimensione sf (dove s è l'indice del sottogruppo H del gruppo G). Si 
può allora affermare che una rappresentazione del gruppo G generata allo stesso 
modo da un altro degli insiemi di funzioni di base o coincide con la prima o è 
interamente contenuta in essa. La dimostrazione rigorosa di questa affermazione 
è data nell’articolo di E. Ruch, A. Schrònhofer, Theoret. chim. acta 3, 291 (1965). 
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contiene almeno una delle rappresentazioni oscillazionali non unità 
D,, come dovevasi dimostrare. 

Nei ragionamenti esposti è stato, però, supposto ancora che 
nella decomposizione della rappresentazione D‘' in rappresenta- 
zioni irriducibili del sottogruppo H vi fosse una rappresentazione 
unidimensionale. Questa ipotesi è soddisfatta nella stragrande mag- 
gioranza dei casi. Per esempio, essa è valida a priori se H = C1 
Cs, Cs, Cx (poiché tutte le rappresentazioni irriducibili di 
questi gruppi sono unidimensionali). Essa è valida a priori anche 
per H =C,, Cn, con n >2, se la dimensione di DE!) è dispari 
(poiché i gruppi C,, Cn, hanno solo le rappresentazioni irriducibili 
uni- o bidimensionali). L'esame delle tabelle dei caratteri delle rap- 
presentazioni irriducibili dei gruppi puntuali mostra che fanno ecce- 
zione le rappresentazioni bidimensionali dei gruppi cubicì G = 
= O, Ta, ’,, rispetto ai sottogruppi H = C,, C,,. 

Per fissare le idee, parleremo del gruppo G = O e del sotto- 
gruppo H =: €, (ciò che influisce solo sulle notazioni delle rappre- 
sentazioni). Le due funzioni elettroniche w,, ws realizzano la rappre- 
sentazione D@5 = E del gruppo €, e incltre realizzano la rap- 
presentazione dle = £ del sottogruppo €C,. La rappresentazione 
del sottogruppo ©, realizzata invece dai prodotti ywî, wì, Pit: è 
[E°] = A + Z£. La stessa rappresentazione del sottogruppo €; 
è realizzata prendendo come base le tre componenti dei vettori di 
spostamento arbitrario @, del nucleo a. La rappresentazione Do 
del gruppo @ è in questo caso D, = [D©0 2] = A, + £; essa non 
contiene la rappresentazione F, corrispondente al vettore di trasla- 
zione o di rotazione della molecola in blocco, e contiene (accanto 
alla rappresentazione unità) anche un’altra rappresentazione. Quindi 
la presenza di D, (per le stesse ragioni di prima) nella rappresenta- 
zione Dy (che ha in questo caso la dimensione 3s) dimostra l'insta- 
bilità della molecola anche in questo caso!). 

Conformemente alla riserva fatta all’inizio di questo paragrafo, 
in tutta l'esposizione precedente era sottinteso che la degenerazione 
degli stati elettronici era di natura puramente orbitale. Avvertiamo, 
però, che il teorma di Jahn-Teller è valido anche se si tiene 
conto dell» interazioni spin-orbita e spin-spin, con la sola 
differenza che nelle molecole (non lineari) con spin semintero la 
degenerazione doppia di Kramers non implica un’instabilità, ciò 
che è in accordo con il teorema generale dimostrato nel $ 60. A 
quest’ultimo caso corrispondono le rappresentazioni irriducibili bidi- 
mensionali a due valori dei gruppi puntuali doppi. In questo caso, 
possiamo convincerci dell'assenza di instabilità con il metodo for- 
male seguente. Per determinare le regole di selezione degli elementi 


1) Un'eccezione è costituita dalle rappresentazioni quadridimensionali dei 
gruppi icosaedrici. Questo caso va considerato in modo analogo e porta allo 
stesso risultato. 
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di matrice (102,3) nel caso delle rappresentazioni a due valori D(e), 
bisogna considerare non i prodotti simmetrici, bensi, i prodotti 
antisimmetrici {Dt 2} (vedi $ 99). Ma per tutte le rappresentazioni 
irriducibili a due valori di dimensione 2 questi prodotti coincidono 
con la rappresentazione unità, cioè non contengono a priori rappre- 
sentazioni che corrispondano a oscillazioni non completamente sim- 


metriche della molecola. 


$ 103. Quantizzazione della rotazione di una trottola 


Lo studio dei livelli rotazionali di una molecola poliatomica 
è spesso reso difficile dalla necessità di considerare la rotazione con- 
temporaneamente alle oscillazioni. Come problema preliminare con- 
sideriamo la rotazione di una molecola censiderata come un corpo 
solido, cioè con gli atomi «rigidamente fissi » (frotfola). 

Sia En$& un sistema di coordinate con assi diretti secondo i tre 
assi di inerzia della trottola e rotante insieme con essa. L’hamilto- 
niano corrispondente si ricava sostituendo le componenti Jr, Jn, Jt 
del suo momento di rotazione nell’espressione classica dell’energia 


con gli operatori corrispondenti: 

- nil di 

berto ti (103,1) 
dove Z,, Zg; Zc sono i momenti di inerzia principali della trottola. 

Le regole di commutazione per gli operatori Jr, Jn, Jr delle 

componenti del momento angolare nel sistema di coordinate rotante 
sono evidenti, poiché la deduzione usuale delle regole di commu- 
tazione riguarda le componenti /,, Jy 7, in un sistema di coor- 
dinate immobile. Tuttavia, queste regole si possono facilmente sta- 
bilire usando la formula 


(Ta) (Jb) — (Jb) (Ja)= — iJ [ab], (103,2) 


dove a, b sono due vettori arbitrari che caratterizzano il solido 
dato (e che commutano tra di loro). È facile verificare questa for- 
mula calcolando il primo membro dell'uguaglianza in un sistema 
di coordinate fisso xyz mediante le regole generali di commutazione 
delle componenti del momento angolare fra di loro e con le compo- 
nenti di un vettore arbitrario. 

Siano a e bi vettori unitari lungo gli assi È e n. Allora [ab] 
è il vettore unitario lungo l’asse &, e la (103,2) dà 


iliidi= it (103,3) 
Analogamente si ottengono le altre due relazioni. In tal modo, 


le regole di commutazione per gli operatori delle componenti del 
momento angolare in un sistema di coordinate rotante si differenziano 
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dalle regole di commutazione in un sistema di riferimento fisso solo 
per il segno del secondo membro dell’uguaglianza!). Ne segue che 
tutti i risulati dedotti precedentemente dalle regole di commutazione 
per gli autovalori e gli elementi di matrice valgono anche per Jk, 
Tn, Jr con la sola differenza che tutte le espressioni vanno sostituite 
con le loro coniugate complesse. In particolare, gli autovalori di 
J; (che indicheremo in questo paragrafo con X per distinguerli dagli 
autovalori 7, = M) assumono i valori KX = —J, ..., +4, dove 
J (numero intero!) è la grandezza del momento angolare della trot- 
tola. 


Trottola sferica 


La determinazione degli autovalori dell’energia della trottola 
rotante è più semplice per il caso in cui tutt'e tre i suoi momenti di 
inerzia principali sono uguali: Za = Zg = /c=/. Questo si veri- 
fica per una molecola nei casi in cui essa gode della simmetria di 
uno dei gruppi puntuali cubici. L’hamiltoniano (103,1) assume la 
forma 


A h2 - 
H = I J?, 
e i suoi autovalori sono uguali a 
h2 
E=-73J(J+1). (103,4) 


Ciascuno di questi livelli energetici è degenere rispetto alle 2J + 1 
direzioni del momento angolare riferito alla trottola stessa (cioè 
secondo i valori J; = k)?). 


Trottola simmetrica 


Non presenta nessuna difficoltà nemmeno il calcolo dei livelli 
energetici nel caso in cui solo due dei momenti di inerzia della trot- 
tola coincidono: Z, = ZJg # Ic. Questo si verifica per una mole- 
cola che ha un asse di simmetria di ordine superiore a due. L’hamil- 
toniano (103,1) assume la forma 


= ho 30 fa R$ h co, BA 15 
f=gr- (t+i0+37-Ît=3r- 3+(1--7-)it (103,5) 


1) Questa circostanza esprime il fatto che la rotazione del sistema zyz è 
equivalente, per quanto riguarda l’azione sulla funzione d’onda della trottola, 
alla rotazione inversa del sistema Enb. 

2) Qui e in seguito facciamo astrazione dalla degenerazione fisicamente 
inessenziale di ordine (27 + 1) che si verifica sempre nelle direzioni del momen- 
to angolare rispetto al sistema di coordinate fisso. Se si tiene conto di essa, l’or- 
dine totale della degenerazione dei livelli energetici della trottola sferica è 


(24 + 1)? 
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Si vede da qui che in uno stato con valori determinati di J e £ 
l'energia è uguale a 


E=57-J(7+1)+5- - (7-_ 7) (103,6) 


ciò che determina i livelli energetici della trottola simmetrica. 

La degenerazione rispetto ai valori di %, che si verificava per 
la trottola sferica, è qui parzialmente rimossa. I valori dell'energia 
coincidono solo per i valori di % che si differenziano solo per il segno, 
ciò che corrisponde alle direzioni mutuamente opposte del momento 
angolare rispetto all'asse della trottola. Quindi i livelli energetici 
della trottola simmetrica sono doppiamente degeneri per % + 0. 

Gli stati stazionari della trottola simmetrica sono quindi carat- 
terizzati da tre numeri quantici: dal momento J e dalle sue proie- 
zioni sull’asse della trottola (J; = X) e sull’asse 2 (7, = MY) fisso 
nello spazio; l'energia della trottola non dipende dall'ultimo numero 
quantico. Notiamo a questo proposito che il fatto stesso che siano 
contemporaneamente misurabili il momento angolare e le sue proie- 
zioni sull'asse fisso nello spazio e sull'asse rigidamente solidale con 


il sistema fisico!) segue dal fatto che gli operatori J? e 7, commutano 


non soltanto tra di loro, ma anche con l'operatore J. = = Jn (nè un 
vettore unità lungo l’asse t). Questa circostanza si verifica facil- 
mente con un calcolo diretto, ma essa è evidente anche a priori. 
L’operatore del momento angolare si riduce all'operatore di rota- 
zione infinitesima, mentre il prodotto scalare Jn dei due vettori 
legati alla trottola è invariante rispetto a qualsiasi rotazione del 
sistema di coordinate. 

Il problema della determinazione delle funzioni d’onda degli 
stati stazionari della trottola simmetrica si riduce quindi alla ricerca 


delle autofunzioni comuni degli operatori J?, J,, Jr. A sua volta, 
questa questione è matematicamente legata strettamente con la 
legge di trasformazione delle autofunzioni del momento angolare 
nelle rotazioni finite. Modificando la notazione dei numeri quantici. 
scriviamo questa legge (58,7) nella forma 


Wrm = 2: Dim (a, B, v) wra- (103,7) 


Intenderemo con w,;y la funzione d’onda dello stato della trottola 
descritto rispetto agli assi coordinati fissi 7Yz, e con w x le funzioni 
d'onda degli stati descritti rispetto agli assi En© solidali con la 
trottola. Ma nelle coordinate rigidamente solidali con un sistema 
fisico (trottola) le grandezze wp, hanno valori determinati che non 
dipendono dall’orientazione del sistema nello spazio; indichiamo 


1) Non confondere con le proiezioni (non misurabili contemporaneamente) 
su due assi fissati nello spazio! 
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questi valori con y$. La formula (103,7) darà invece la dipendenza 
angolare delle funzioni pym. Supponiamo ora che lo stato | JM ) 
abbia anche un valore determinato % della proiezione del momento 
angolare sull’asse Z. Questo significa che fra tutte le grandezze 
w% sarà diversa da zero soltanto la grandezza con il valore dato k. 
Allora la somma nella (103,7) si riduce a un solo termine: 

boma = YA DEA (a, Bi v)- 

Abbiamo trovato cosi la dipendenza delle funzioni d'onda degli 
stati |JMK) dagli angoli di Eulero che determinano la rotazione 
degli assi della trottola rispetto agli assi fissi. Normalizzando la 
funzione d’onda con la condizione 


| | yyrma | send da dpdy=1, 


otteniamo 


aL 
Van = VO o DIM (a, B, 7); (103,8) 
il fattore di fase è scelto in modo tale che per X = 0 la funzione 
(103,8) diventi un’autofunzione del momento J libero con valori 
interi (non legato in nessun modo con l’asse è) e avente la proiezione 
M, cioè una funzione ordinaria (sferica) (cfr. (58,25)!). 


Trottola asimmetrica 


Per J, #Ig # Ic il calcolo dei livelli energetici è impossibile 
in forma generale. La degenerazione rispetto alle direzioni del 
momento angolare riferito alla troitola è qui completamente rimossa, 
cosicché a un dato J corrispondono 2J + 1 diversi livelli non degeneri. 
Per calcolare questi livelli (per / dato), occorre partire dall’equazione 
di Schròdinger scritta in forma matriciale (0. Klein, 1929), ciò 
che si fa nel modo seguente. 

Le funzioni d'onda yy, degli stati della trottola con determinati 
valori di J e della proiezione del momento angolare sull'asse È sono 
le funzioni (103,8) determinate sopra (per brevità, omettiamo l'indice 
della proiezione del momento angolare 7 sull'asse z dalla quale 
l'energia non dipende); in questi stati l'energia della trottola asim- 
metrica non ha valori determinati. Viceversa, negli stati stazionari 
non ha valori determinati la proiezione J;, cioè non si possono attri- 


1) Per la deduzione diretta dell'espressione (103,8), senza ricorrere alla 
teoria delle rotazioni finite, vedi problema 1 di questo paragrafo. Sul calcolo 
degli elementi di matrice delle diverse grandezze secondo le funzioni d’onda 
(103,8) vedi $$ 140, 87 (le formule corrispondenti si differenziano dalle formule 
per la molecola biatomica (senza spin) solo per la notazione dei numeri quantici; 
vedi nota alla pag. 377). 
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buire valori determinati % ai livelli energetici. Cerchiamo le fun- 
zioni d'onda di questi stati sotto forma di combinazioni lineari 


dy= 2 caPyh (103,9) 


(è sottinteso che tutte le funzioni hanno lo stesso M). La sostituzione 


di Hw,y = Ex; nell’equazione di Schròdinger porta ad un sistema 
di equazioni 


ì ((Jk|H|Jk")-- ES) cw=0, (103,10) 


mentre la condizione di compatibilità di questo sistema è data 
dall’equazione secolare 


|(Jk|H|Jk)—ESmw:|=0. (103,11) 


Le radici di questa equazione determinano i livelli energetici della 
trottola, dopo di che il sistema di equazioni (103,10) permetterà 
di trovare le combinazioni lineari (103,9) che diagonalizzano l’hamil- 
toniano, cioè le funzioni d’onda degli stati stazionari della trottola 
con determinati valori Y (ed M). Il calcolo degli elementi di matrice 
di una grandezza fisica rispetto a queste funzioni d’onda si riduce 
quindi agli elementi di matrice della trottola simmetrica. 


Gli operatori Jz, Jn hanno elementi di matrice solo per le tran- 


sizioni con variazione di % di un'unità, e Jr ha soltanto elementi 
diagonali (vedi le formule (27,13) in cui bisogna scrivere J, % in 
luogo di ZL, M). Quindi gli- operatori Jî, Jî, Jt, e con essi anche 7, 
hanno elementi di matrice soltanto per le transizioni con % + È, 
k = +2. L’assenza di elementi di matrice per le transizioni fra gli 
stati con $ pari e dispari fa sf che l’equazione secolare di grado 2J + 1 
si scinde immediatamente in due equazioni indipendenti di grado J 
e J { 1. Una di esse è composta dagli elementi di matrice per le 
transizioni fra gli stati con valori pari di È, l’altra con valori dispari. 

Ciascuna di queste equazioni può essere ridotta, a sua volta, a due 
equazioni di grado inferiore. A tale scopo bisogna usare gli elementi 
di matrice determinati non rispetto alle funzioni wy,, ma rispetto 
alle funzioni 


Pin = 3 (Por + sy, a) 
Vin= 77 (Nun — da, a) (#30), (103,12) 
io = Pyo- 


Le funzioni che si differenziano per il segno + e — godono di sim- 
metria diversa (rispetto alla riflessione, che cambia il segno di È, 
in un piano passante per l’asse È), da cui segue il fatto che gli ele- 
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menti di matrice per le transizioni fra esse si annullano. Di con- 
seguenza, si possono determinare le equazioni secolari separata- 
mente per gli stati + e gli stati —. 

L’hamiltoniano (103,1) (insieme con le regole di commutazione 
(103,3)) possiede una simmetria specifica: esso è invariante nel 
cambiamento contemporaneo del segno di due qualsiasi degli ope- 


ratori Jx, J n: ir Tale simmetria corrisponde formalmente al gruppo 
D,. Quindi i livelli della trottola asimmetrica si possono classificare 
secondo le rappresentazioni irriducibili di questo gruppo. In tal 
modo, ci sono quattro tipi di livelli non degeneri, corrispondenti 
alle rappresentazioni A, B,, B., B; (vedi tabella 7, pag. 446). 

È facile stabilire quali sono precisamente gli stati della trottola 
asimmetrica relativi a ciascuna di queste rappresentazioni. A tale 
scopo occorre chiarire le proprietà di simmetria delle funzioni wyx 
e delle funzioni (103,12) formate da queste ultime. Ciò si potrebbe 
fare direttamente sulla base delle espressioni (103,8). È più sem- 
plice, però, partire dalle funzioni sferiche ordinarie, osservando che, 
per le loro proprietà di simmetria, le funzioni d'onda degli stati 
con determinati valori della proiezione del momento angolare sul- 
l’asse % coincidono con le autofunzioni del momento angolare 


Pyr ai Yik (0, P) Ga e-h00 ,p (0), (103,13) 


dove 0, sono gli angoli sferici negli assi En$ e il segno — sta qui 
al posto di «si trasforma come »; la coniugazione complessa nella 
(103,13) è dovuta al cambiamento del segno nei secondi membri 
delle relazioni di commutazione (103,3). 

La rotazione di angolo x attorno all'asse & (cioè l’operazione di 
simmetria C®) moltiplica la funzione (103,13) per (—1)?: 


CP: dra >(—1) da 


L'operazione CS si può considerare come il risultato di un'’in- 
versione seguita da una riflessione nel piano E&; la prima operazione 
moltiplica wyx per (—1)7, e la seconda (cambiamento del segno di @) 
è equivalente al cambiamento del segno di £4. Tenendo conto della 
definizione della funzione 9;, _x (28,6), otteniamo 


CO par (1) pra 
Infine, nella trasformazione Cf) = CW C® abbiamo 
CP: por >(—1)" ds, a 


Tenendo conto di queste leggi di trasformazione, troviamo che 
gli stati corrispondenti alle funzioni (103,12) appartengono ai tipi 
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di simmetria seguenti: 


{J pari, k—A pari, 
+! 4 pari, k— B; dispari, 
I J dispari, %4—B, pari, 
J dispari, %— B, dispari; 
i | (103,14) 
(J pari, k— B, pari, 
- |J pari, k— B, dispari, 
VAL: J dispari, %X—A pari, 
J dispari, X— B3 dispari. 


Con un calcolo semplice è facile trovare il numero di stati di 
ciascun tipo per un dato J. Precisamente, al tipo A e a ciascuno dei 
tipi B,, B:, B; corrisponde il numero di stati seguente: 


| A Bi, -Bs; Ba 
J pari 241 | 2: (103,19) 
J dispari dn dai 


Per la trottola asimmetrica valgono le regole di selezione per 
gli elementi di matrice rispetto alle transizioni fra stati dei tipi A, 
B,, B,, Bz, che discendono, come al solito dalle considerazioni di 
simmetria. Cosi, per le componenti di una grandezza fisica vettori- 
ale A valgono le regole di selezione seguenti: 


per Az: A+> BP, BP +. BO, 
) An: A+ BM, BP BÎ., (103,16) 
» Ag: A+ BP, BI + BP, 

(per chiarezza, al simbolo della rappresentazione aggiungiamo un 


segno che indica l’asse la rotazione attorno al quale quest’ultima 
ha, nella data rappresentazione, il carattere +1). 


PROBLEMI 


4. Determinare le funzioni d’onda degli stati |JMX) della trottola sim- 
metrica calcolandole come autofunzioni degli operatori 9%, J,, Jt (F. Reiche, 
H. Rademacher, 1926). 

Soluzione. Dovendo ottenere ®;x;; in funzione degli angoli di Eulcro a, f, 
y, occorre esprimere mediante questi angoli gli operatori delle proiezioni del 
momento angolare sugli assi fissi xyz. Poiché l’operatore della proiezione del 
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momento angolare su un asse qualsiasi è —i0/09, dove g è l’angolo di rotazione 
attorno a questo asse, sl puo scrivere 


3 . 0 d n d 


= rr ; Jjg=—i FT 00, J,=—i TA. 
dove @,, ®,, 9, sono gli angoli di rotazione attorno agli assi corrispondenti. 
Le derivate rispetto a questi angoli si possono esprimere in funzione delle deri- 
vate rispetto ad a, f, y, ricordando che le rotazioni infinitesime vanno composte 
come vettori (diretti secondo gli assi di rotazione). Le direzioni dei vettori éa, 
68, 6y delle rotazioni infinitesime descritte mediante angoli di Eulero sono date 
nella fig. 20. Proiettandole sugli assi fissi zyz, troviamo gli angoli di rotazione 
attorno a questi assi nella forma 


6pr= — sen a6éf + cos a sen Bdy, 
òpy = cos a8È + sen a sen pòy, 
6p- = 8a + cos pòy. 


Da cui viceversa 
6a= —ctg pcosa Sp, —ctg p sen a dp, -- dz, 


òP= —sena dpx + cosa dpy; 


cos a sen a 
òp= sen p òPx + “sen B òpy- 


Con l’ausilio di queste espressioni troviamo 


n . d To) cosa d 
Ja = (-—cosacigB -——sen A D+ 3eb 3) , 


SN 


3 To) 
Jy= —i(-senacigB 7 +c0sa + 


To, sen a ) 


senB dy 
A 0 
Ji = —Ll da . 
Agendo sulla funzione pywx gli operatori J, = —id/da e Ir = —i0d/0y (y è 


l’angolo di rotazione intorno all'asse 0!) vanno sostituiti con M e X (la dipen- 
denza corrispondente della funzione d’onda dagli angoli a e y è data dal fattore 
exp (iaM + iyk)). Dopo di che abbiamo 

È Pur del. i k 
VA O; }=e-?% ( sc M ctg B} a) 
FARSI y ob * sen f /° 


La deduzione seguente corrisponde esattamente a quella fatta alla fine del 


$ 28. Partiamo dall’uguaglianza Jy,;y, = 0 che vale per una funzione d’onda 
con M=J. Da cui ricaviamo l’equazione 


d k 
(7 ctg B+F) pysa=0. 
La soluzione normalizzata di questa equazione è 
dA (25 +4)! ‘1/2 DL 
Pysa = (1) [3TIRIUOSI (cos 5 X 


J-hR gi(Ja+hv) 
) 27 


Pd 
— ZON 
© 
3j 
| 
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(l'integrale di normalizzazione si riduce all’integrale 8 di Eulero). Questa esprese 
sione coincide effettivamente, a meno di un fattore di fase, con la funzione 


| 2741 
VI DI (8, 


(cfr. (58,26)); il fattore di fase è scelto conformemente alla definizione nella 


(103,7). 
Le funzioni d’onda con M < 4 si calcolano poi applicando reiteratamente 


alle w,yx la formula 
Î_py, ms, n= VIT= M)(TFM+1) rm: 


La risposta definitiva coincide con la (103,8), dove le funzioni DI, sono date 
dalle formule (58,10) e (58,14) (è da tener presente la proprietà di simmetria di 


queste funzioni (58,18 
2. Calcolare gli elementi di matrice (Jk’|4|Jk}) per una trottola asime 


metrica. 
Soluzione. Mediante le formule (27,13) troviamo 


[58 |)=&|73|19=351/(74+1)—#I, 
(|Jg}K+2)=%&+2|Jf[k}= —&]|J3]k+2=—&+2]5315)= 
1 roi tt 9,1 tr —@PP2-iis: 
= VIT-W(S-k-1) (J+k+1)(J+k+2) 


(per brevità, omettiamo ovunque gli indici diagonali Y, J degli elementi di 
matrice). Da qui ricaviamo gli elementi di matrice cercati dell’hamiltoniano!) 


h2? h2 
(| |k=5- (046) [1 (7+1)—#]+-5- che, 
|H|k+2=(k+2|H|M)= 
=T (ab) VI ATEI FRI FER. (4) 


Gli elementi di matrice rispetto alle funzioni (103,12) si esprimono in 
funzione degli elementi (1) secondo le relazioni 
k+|H|k+)=(k|H]|k), k=k1, 
(1 +]JH|1x)=(1|H]|1)x(1]H]|-1,, 
(&+|H|k+2, +)=(kK|H|k+2), kK£0, 
(0+|4|2-+)= V2(0] 412). 


3. Determinare i livelli energetici di una trottola asimmetrica per J = 1. 
Soluzione. L'equazione secolare di terzo grado si scompone in tre equazioni 
di primo grado. Una di esse dà 


E,=0+|H|0+)=-5- (@+5). (8) 


(2) 


1) Nei problemi 2-5, per semplificare la scrittura delle formule, usiamo 
le notazioni 


a=1/I,, b=1/p, e=1/Ic. 
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Da cui si possono scrivere immediatamente gli altri due livelli energetici, poiché 
è evidente a priori che i tre parametri @, è, c entrano simmetricamente nel 


problema. Quindi 
h2 h? 
Eg=- (0+0), Es=- (+0). (4) 
I livelli E, E2, Es si riferiscono, rispettivamente, ai tipi di simmetria B,, Bo, 
Bg). Le funzioni d'onda di questi stati sono 
Pi=bf fedi de=vi- 


4, Lo stesso problema per J = 2. i o 
Soluzione. L'equazione secolare di quinto grado si scompone in tre equazioni 
di primo grado e in una di secondo grado. Una delle equazioni di primo grado dà 


) 
Ex=@—|H|2—)=2%%+-5- (+5) (65) 
(livello del tipo B,). Da cui concludiamo che ci devono essere ancora due livelli 
(dei tipi B, e Bg): 
h? h2 
Eg=2h%b+ (a+c), Eg=2h%a+- (b+c). 


A questi tre livelli corrispondono le funzioni d'onda 


Pi=s> Po=da: )3= Pi 


L'equazione di secondo grado è: 


(0+[H[0+)—E (2+|]H|0+) 


=0. 6 
2+[810+) = 2+|8[2+)—E iù 

Risolvendola, otteniamo 
Es,s=f2(4+b+c)+h°[(a+b+0)?—3(ab+bc+ac)}!/?. (7) 


Questi livelli si riferiscono al tipo A. Le funzioni d’onda corrispondenti sono 
combinazioni lineari delle funzioni wi) e pia. 

5. Lo stesso problema per J = 3, 

Soluzione. L'equazione secolare di settimo grado si scompone in una equa- 
zione di primo grado e in tre di secondo. L'equazione di primo grado dà 


E\=(2—|H|2-—)=2%?(a+b+c) 8) 


(livello del tipo A). Una delle equazioni di secondo grado è l’equazione (6) 
del problema precedente (con altri valori di J). Le sue radici sono 


5h2 1/2 
E,g3=— (a+0)+A?2c + h° [4(a—-b)?+c2 +ab—-ac—bc] (9) 


(livelli del tipo B,). Gli altri livelli si ricavano da qui permutando i parametri 
a b, c. 

6. Determinare la separazione dei livelli di un sistema, dotato di momento 
di quadrupolo, in un campo elettrico esterno qualsiasi. 


1) Ciò segue direttamente dalle considerazioni di simmetria. Così, 
l'energia E, è simmetrica rispetto ai parametri a e bd; tale deve essere l'ener- 
gia 5 uno stato la cui simmetria rispetto agli assi È e n è uguale (stato del 
tipo D). 
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Soluzione. Prendendo come assi coordinati gli assi principali del tensore 
0°p/dx; dry (vedi problema 3, $ 76), riduciamo la parte quadrupolare dell’ha- 
miltoniano del sistema alla forma 


fi = AÎ2.+BÎz+CG?. A+B+C=0. 


Data l'analogia formale totale di questa espressione con l’hamiltoniano (103,1), 
il problema posto è equivalente al problema della determinazione dei livelli 
energetici di una trottola asimmetrica, con la sola differenza che ora la somma 
dei coefficienti A +8 + C = 0e il momento può avere anche valori semin- 
teri. Questi ultimi devono essere calcolati di nuovo con lo stesso metodo, e per J 
interi si possono usare i risultati dei problemi 2-4. Otteniamo infine i valori 
seguenti dello spostamento dell’energia AE per alcuni primi valori di J: 


J=1: AE=-4A, — B, —C, 
J=3/2: AE=+ Va (A°2-+B2 + C?2), 


J=2: AE=3A, 3B, 3C, + V6(A*-+B2+C2). 


Per J = 3/2 i livelli energetici restano doppiamente degeneri in accordo con il 
teorema di Kramers ($ 60). 


$ 104. Interazione fra oscillazioni e rotazioni di una molecola 


Finora abbiamo considerato la rotazione e le oscillazioni come 
movimenti indipendenti di una molecola. In realtà, la presenza si- 
multanea di ambedue questi movimenti comporta un'interazione 
particolare fra di loro (E. Teller, L. Tisza, G. Placzek, 1932-1933). 

Cominciamo con lo studio delle molecole poliatomiche lineari. 
Una molecola lineare può compiere oscillazioni di due tipi (vedi 
fine del $ 100): oscillazioni longitudinali con frequenze semplici e 
oscillazioni trasversali con frequenze doppie. Per il momento ci 
interessano queste ultime. 

Una molecola che compie oscillazioni trasversali è dotata, in 
generale, di un certo momento angolare. Questo è evidente già da 
considerazioni meccaniche semplici !), ma è possibile mostrarlo 
anche sulla base di considerazioni quantistiche. Queste consentono 
anzi di determinare anche i valori possibili del momento angolare 
nello stato vibrazionale considerato. 

Supponiamo che nella molecola venga eccitata una certa fre- 
quenza doppia ®,. Un livello energetico con numero quantico vibra- 
zionale v, è (va + 1) volte degenere. Ad esso corrispondono v, + 1 
funzioni d'onda 


i 12/02. 2 
Wo ia, = COStante- exp | — 7a (Qa1+ Qî2) | Ho, 1 (CaQa1) Ho, (Cada2) 
1) Cosi, due oscillazioni trasversali mutuamente perpendicolari sfasate di 


n/2 si possono considerare come una rotazione pura della molecola non lineare 
attorno ad un asse longitudinale. 
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(dove vg; + Var = Va) 0 loro combinazioni lineari indipendenti. 
Il grado totale (in Qa, € Qaz) più elevato del polinomio per cui viene 
moltiplicato il fattore esponenziale è lo stesso in tutte queste fun- 
zioni ed è uguale a v,. È evidente che si possono sempre scegliere 
come funzioni fondamentali le combinazioni lineari delle funzioni 
iui € f 

Po i0as nella forma 


_ 1202 DR 
Pola = Sostante-exp | — 7 ca (Qui + Q32 | X 


vatla vazla 


| ———— —————È@@ [n 


i lia) ° (Qu ia) ° bad (104,1) 


Nelle parentesi quadrate si ha un polinomio ben determinato di 
cui abbiamo riscritto il solo termine di grado massimo. l, è un 
numero intero suscettibile di assumere v, +1 valori diversi: la = Va; 
Va — QU and, — la: 

Le coordinate normali Quai Qas dell’oscillazione trasversale 
rappresentano due spostamenti mutuamente perpendicolari dall’as- 
se della molecola. Per rotazione di q intorno a questo asse il termine 
di grado più elevato del polinomio (e con esso tutta la funzione 
Wola) viene moltiplicato per 


exp {ig (fette) — ig (reg) } = exp (ila@). 


E evidente che la funzione (104,1) corrisponde a uno stato con mo- 
mento angolare /, rispetto all'asse. 

Siamo giunti cosi al risultato che in uno stato in cui viene ecci- 
tata (con numero quantico vy) una frequenza doppia w,, la molecola 
‘possiede un momento angolare (rispetto al suo asse) che prende i 
valori 


la = Va, Va — 2, Va — du » —la- (104,2) 


Questo momento è detto momento vibrazionale della molecola. Se 
sono eccitate contemporaneamente più oscillazioni trasversali, il 
momento vibrazionale totale è uguale alla somma Xg/gx. Composto 
col momento orbitale elettronico esso dà il momento totale / della 
molecola rispetto al suo asse. 

Il momento angolare totale / della molecola (come per una mole- 
cola biatomica) non può essere inferiore al momento angolare ri- 
spetto all’asse, cioè J prende i valori 


fell Dias 


In altre parole, non esistono stati con J = 0, 1, ..., {| 1. 
Quando le oscillazioni sono armoniche, l’energia dipende solo 

dai numeri v e non dipende da /,. La degenerazione dei livelli vibra- 

zionali (rispetto ai valori di /,) viene rimossa dalla presenza di 


494 CAPITOLO XIII 


effetti anarmonici. Ma essa non viene rimossa completamente: 
i livelli restano doppiamente degeneri, e gli stati che si differenziano 
per il cambiamento simultaneo del segno di tutti gli /, e / hanno la 
stessa energia; nell’approssimazione successiva (all’approssima- 
zione armonica) nell’energia compare un termine quadratico ri- 
spetto ai momenti /, della forma 


Dà E aBlalp 
a, p 


(Exp sono costanti). Questa doppia degenerazione restante viene 
rimossa da un effetto analogo allo sdoppiamento A nelle molecole 
biatomiche. 

Passando alle molecole non lineari, occorre prima di tutto fare 
l'osservazione seguente di natura puramente meccanica. Per un si- 
stema di particelle arbitrario (non lineare) sorge il problema di come 
sia possibile, in generale, separare il moto vibrazionale dalla rota- 
zione, in altre parole, cosa si deve intendere per « sistema non rotan- 
te ». A prima vista, si potrebbe pensare che il criterio per l'assenza 
di rotazioni possa essere l'uguaglianza a zero del momento angolare: 


Mm{rvy]=0 (104,3) 


(somma estesa a tutte le particelle del sistema). Tuttavia l’espres- 
sione del primo membro non è la derivata totale rispetto al tempo 
di qualche funzione delle coordinate. Quindi l’uguaglianza scritta 
non può essere integrata rispetto al tempo in modo tale da essere 
formulata sotto forma di uguaglianza a zero di una funzione delle 
coordinate. Ora è proprio questo che occorre perché si possa formu- 
lare in modo sensato il concetto di« oscillazioni pure » e di 


«rotazione pura ». 
Si deve quindi prendere come definizione per l'assenza di rota- 


zione la condizione 
Y m{rov]=0, (104,4) 


dove r, sono i raggi vettori delle posizioni di equilibrio delle par- 
ticelle. Scrivendo r = rg + u, dove u sono gli spostamenti per pic- 
cole oscillazioni, abbiamo v = r= u. Integrando l’equazione (104,4) 


rispetto al tempo, otteniamo 
SI m {ru]=0. (104,5) 


Considereremo il moto della molecola come l'insieme di un moto 


puramente vibrazionale, nel corso del quale è soddisfatta la con- 


dizione (104,5), e di una rotazione della molecola in blocco !). 


1) Il moto traslatorio si suppone separato sin dall'inizio con la scelta di 
un sistema di coordinate in cui il centro di inerzia della molecola è in quiete. 
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Scrivendo il momento angolare nella forma 
Dmirv]}=Y mirov] + m [uv], 


vediamo che, conformemente alla definizione (104,4) per l’assenza 


di rotazione, per momento vibrazionale va intesa la somma Y} m [uv]. 
È da tener presente, però, che questo momento angolare, essendo 
soltanto una parte del momento totale del sistema, di per sé non 
si conserva. Si può perciò attribuire ad ogni stato vibrazionale 
solo il valore medio del momento vibrazionale. 

Le molecole che non hanno nessun asse di simmetria di ordine 
superiore al secondo appartengono al tipo della trottola asimmetrica. 
Nelle molecole di questo tipo tutte le frequenze di oscillazione sono 
semplici (i loro gruppi di simmetria posseggono solo rappresentazioni 
irriducibili unidimensionali). Quindi tutti i livelli vrbrazionali 
sono non degeneri. Ma in ogni stato non degenere il momento angolare 
medio si annulla (vedi $ 26). Di conseguenza, nelle molecole del 
tipo trottola asimmetrica il momento vibrazionale medio viene ad 
annularsi in tutti gli stati. 

Se fra gli elementi di simmetria di una molecola vi è un asse 
di ordine superiore al secondo, la molecola appartiene al tipo trot- 
tola simmetrica. Tale molecola possiede oscillazioni con frequenze 
sia semplici che doppie. Il momento vibrazionale medio delle prime 
si annulla di nuovo. Alle frequenze doppie corrisponde invece il 
valore medio non nullo della proiezione del momento angolare sul- 
l’asse della molecola. 

È facile trovare l’espressione per l’energia del moto rotazionale 
di una molecola (tipo trottola simmetrica) tenendo conto del momen- 
to vibrazionale. L'operatore di questa energia si differenzia dalla 
(103,5) per la sostituzione del momento rotazionale della trottola 
con la differenza fra il momento totale (conservativo) J della mole- 
cola e il suo momento vibrazionale Jt®): 


A h?2 n £ h2 1 4 DS DS 

Bro =gp (9-SN+a (TT) AI (104,6) 
L'energia cercata è il valore medio Hot. I termini nella (104,6) 
contenenti i quadrati delle componenti di J danno un'energia pura- 
mente rotazionale che coincide con la (103,6). I termini contenenti 
i quadrati delle componenti di J‘ danno costanti non dipendenti 
dai numeri quantici rotazionali e quindi si possono omettere. I ter- 
mini contenenti invece i prodotti delle componenti di J e J° rap- 
presentano l’effetto che qui ci interessa e cioè l’interazione fra le 
oscillazioni della molecola e la sua rotazione; questo effetto si chia- 
ma interazione di Coriolis (per la sua analogia con le forze di Corio- 
lis nella meccanica classica). Nell’eseguire la media di questi ter- 
mini, occorre tener presente che i valori medi delle componenti 
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trasversali (È, n) del momento vibrazionale sono nulli. Si ottiene 
perciò per il valore medio dell’energia d’interazione di Coriolis 


h 
Di= - kl, (104,7) 


dove £ (numero intero) è, come nel $ 103, la proiezione del momento 


angolare totale sull'asse della molecola, e X, = /{? il valore medio 
della proiezione del momento viarazionale che caratterizza lo 
stato vibrazionale dato; contrariamente a %, X, non è un numero 
intero. | 

Infine, consideriamo le molecole del tipo trottola sferica. A que- 
sto tipo appartengono le molecole che godono della simmetria di 
uno dei gruppi cubici. Tali molecole posseggono frequenze semplici, 
doppie e triple (conformemente al fatto che fra le rappresentazioni 
irriducibili dei gruppi cubici ci sono quelle a una, due e tre dimen- 
sioni). Come sempre, la degenerazione dei livelli vibrazionali viene 
in parte rimossa dagli effetti anarmonici; se si tiene conto di questi 
effetti restano, oltre ai livelli non degeneri, solo i livelli doppia- 
mente o triplamente degeneri. Parleremo ora appunto di questi livel- 
li separati dagli effetti anarmonici. 

E facile vedere che nelle molecole del tipo trottola sferica il mo- 
mento vibrazionale medio è assente non soltanto negli stati vibra- 
zionali non degeneri, ma anche in quelli doppiamente degeneri. 
Ciò segue già da considerazioni semplici basate sulle proprietà di sim- 
metria. Infatti, i vettori dei momenti angolari medi in due stati 
relativi a uno stesso livello energetico degenere dovrebbero trasfor- 
marsi l’uno nell'altro per tutte le trasformazioni di simmetria della 
molecola. Ma nessun gruppo di simmetria cubico ammette l’esi- 
stenza di due direzioni che si trasformano esclusivamente l’una nel- 
l’altra; si trasformano l’uno nell’altro soltanto gli insiemi di almeno 
tre direzioni. 

Da queste stesse considerazioni segue che negli stati corrispon- 
denti ai livelli vibrazionali triplamente degeneri, il momento 
vibrazionale medio è diverso da zero. Dopo la mediazione rispetto 
allo stato vibrazionale questo momento angolare sarà rappresentato 
da un operatore costituito da una matrice i cui elementi corrispondo- 
no alle transizioni fra i tre stati mutuamente degeneri. Conforme- 
mente al numero di tali stati, questo operatore deve avere la forma 


ti, dove Ì è l'operatore del momento angolare uguale all'unità (per 
il quale 2/ + 1 = 3), e è una costante caratteristica del livello 
vibrazionale dato. L'hamiltoniano del moto rotazionale della mole- 
cola, 


9 h2 < LS 2 
H rot T59I (J- 3°, 
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una volta presone il valor medio nel senso ora detto, diventa 


h° ar 


5 h2 5. . = ha ce 
Éfo=357 +3 i "4 l. (104,8) 


Gli autovalori del primo termine sono l’energia rotazionale ordi- 
naria (103,4), e il secondo termine dà una costante inessenziale non 
dipendente dal numero quantico rotazionale. L'ultimo termine nella 
(104,8) invece dà l’energia cercata della separazione di Coriolis del 
livello vibrazionale. Gli autovalori della grandezza Jl si calco- 
lano nel modo solito; essa può avere (per un dato J) tre valori diversi 
(corrispondenti ai valori del vettore 1 + J ugualiaJ +1, J— 1, 
J). Infine troviamo 


h3 _ h2 o 2 
esto= Tu, EDT +1), ER=H tc (104,9) 


$ 105. Classificazione dei termini molecolari 


La funzione d’onda di una molecola rappresenta il prodotto 
della funzione d’onda elettronica, della funzione d’onda del moto 
vibrazionale dei nuclei e della funzione d’onda rotazionale. Abbia- 
mo già parlato della classificazione e dei tipi di simmetria di queste 
funzioni separatamente. Ci resta ora da esaminare la questione della 
classificazione complessiva dei termini molecolari, cioè della sim- 
metria possibile della funzione d'onda totale. 

È chiaro che l’assegnazione della simmetria di tutti e tre i fattori 
rispetto a questa o quella trasformazione determina anche la sim- 
metria del prodotto rispetto a queste stesse trasformazioni. Per la 
caratterizzazione completa della simmetria di uno stato occorre 
indicare ancora il comportamento della funzione d’onda totale 
nell’inversione simultanea delle coordinate di tutte le particelle 
(elettroni e nuclei) nella molecola. Uno stato è detto negativo o 
positivo a seconda che la funzione d’onda cambi il suo segno o resti 
immutata in questa trasformazione!). 

È da tener presente, però, che la caratteristica dello stato rispetto 
all’inversione ha senso solo per le molecole che non hanno stereoi- 
someri. La presenza della stereoisomeria (isomeria geometrica) signi- 
fica che nell’inversione la molecola assume una configurazione che 
per nessuna rotazione nello spazio può portare a coincidere con la 
configurazione iniziale (molecole della versione « destra » e « sinistra » 
della materia)?). Quindi le funzioni d'onda che si deducono l’una 


1) Ci serviamo, secondo l’uso comune, della stessa impropria terminologia 
impiegata per le molecole biatomiche ($ 86). 

8) Perché sia possibile la presenza della stereoisomeria, occorre che la 
molecola non abbia alcuna elemento di simmetria, legato alla riflessione (cen- 
tro di inversione, piano di simmetria, asse di roto-riflessione). 
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dall'altra per inversione si riferiscono di fatto, in presenza di 
stereoisomeria, a molecole diverse e non ha senso confrontarle!). 

Abbiamo visto nel $ 86 che nelle molecole biatomiche lo spin 
dei nuclei ha un effetto indiretto essenziale sullo schema dei termini 
molecolari, determinando l’ordine della loro degenerazione, e in 
certi casi, precludendo persino i livelli di questa o quella simmetria. 
Lo stesso accade per le molecole poliatomiche. Tuttavia lo studio 


della questione è qui più complesso e richiede l’applicazione dei 


metodi della teoria dei gruppi in ogni caso concreto. 

L’idea del metodo consiste in quanto segue. La funzione d’onda 
totale deve contenere, oltre alla parte orbitale (la sola che finora 
abbiamo considerato), anche il fattore di spin che è funzione delle 
proiezioni degli spin di tutti i nuclei su una direzione scelta nello 
spazio. La proiezione o dello spin di un nucleo prende 2î + 41 valori 
(i è lo spin del nucleo); assegnando a tutte le 0), 0, ..., oy(Nèil 
numero di atomi nella molecola) tutti i valori possibili, otteniamo in 
tutto (2i, + 1) (2i, + 1)... (2îy + 1) diversi valori del fattore 
di spin. Per ogni trasformazione di simmetria, questi o quei nuclei 
(della stessa specie) si scambiano di posto, e se si suppone che i valori 
degli spin « restino al loro posto », la trasformazione sarà allora 
equivalente allo scambio dei valori degli spin fra i nuclei. Confor- 
memente a ciò, i diversi fattori di spin si trasformeranno fra di loro 
realizzando cosi una rappresentazione (in generale, riducibile) del 
gruppo di simmetria della molecola. Scomponendola in parti irridu- 
cibili, troviamo cosi i tipi di simmetria possibili della funzione d'onda 
di spin. 

È facile scrivere la formula generale per i caratteri Ysp (G) della 
rappresentazione realizzata dai fattori di spin. A tale scopo è suf- 
ficiente osservare che in una trasformazione rimangono invariati 
solo quei fattori di spin i cui nuclei che si scambiano di posto hanno 
le stesse 0,; in caso contrario, un fattore di spin si trasforma in un 
altro senza contribuire al carattere. Tenendo conto che le o, assu- 


mono 2i, + 1 valori, troviamo che 
Xsp (G)=[] (2ia +1), (105,1) 


dove il prodotto è esteso ai gruppi di atomi che si scambiano di 
posto nella trasformazione data G (un fattore di ogni gruppo nel 


prodotto). l | 
A noi interessa non tanto la simmetria della funzione di spin 


quanto la simmetria della funzione d’onda orbitale (si tratta della 
simmetria rispetto allo scambio delle coordinate dei nuclei, restando 
immutate le coordinate degli elettroni). Ma queste simmetrie sono 


1) A rigore, la meccanica quantistica conduce sempre a una probabilità 
di transizione da una versione a un'altra diversa da zero. Ma questa probabilità, 
legata all’attraversamento di una barriera da parte dei nuclei, è estremamente 


piccola. 
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direttamente legate fra di loro dal fatto che la funzione d’onda totale 
deve restare immutata o cambiare di segno per lo scambio di ogni 
coppia di nuclei che ubbidiscono, rispettivamente, alla statistica di 
Bose o di Fermi (in altre parole, deve essere moltiplicata per (—1)?", 
dove î è lo spin dei nuclei scambiati). Introducendo il fattore corri- 
spondente nei caratteri (105,1), otteniamo un sistema di caratteri 
X (G) della rappresentazione contenente tutte le rappresentazioni ir- 
riducibili secondo le quali si trasformano le funzioni d’onda orbitali: . 


X (G)=]] (Zia + 1) (— 1)ff909e7!) (105,2) 


(n, è il numero di nuclei in ogni gruppo i cui nuclei si scambiano 
di posto nella trasformazione data). Scomponendo questa rappre- 
sentazione in parti irriducibili, otteniamo i tipi di simmetria pos- 
sibili per le funzioni d’onda orbitali della molecola insieme con 
l'ordine di degenerazione dei livelli energetici corrispondenti (qui 
e in seguito si tratta della degenerazione rispetto ai diversi stati 
di spin del sistema di nuclei)!). 

Ogni tipo di simmetria degli stati è legato a valori determinati 
degli spin totali dei gruppi di nuclei equivalenti nella molecola 
(cioè dei gruppi di nuclei che si scambiano di posto per qualche 
trasformazione di simmetria della molecola). Questo legame non è 
biunivoco: ogni tipo di simmetria degli stati può essere, in generale, 
realizzato con diversi valori degli spin dei gruppi di nuclei equi- 
valenti. La deduzione di questo legame in ogni caso concreto è pos- 
sibile sempre mediante i metodi della teoria dei gruppi. 

Consideriamo, a titolo di esempio, una molecola del tipo trottola 
asimmetrica, la molecola di etilene C1?H! (fig. 43, g, il gruppo di 
simmetria Dn). L'indice in alto nel simbolo chimico indica l’iso- 
topo al quale si riferisce il nucleo; tale specificazione è indispen- 
sabile, poiché i nuclei di isotopi diversi possono possedere spin di- 
versi. Nel dato caso lo spin del nucleo H'! vale 1/2, e il nucleo C13 
non ha spin. Quindi bisogna considerare solo gli atomi di idrogeno. 

Scegliamo un sistema di coordinate come indicato nella fig. 43, g 
(l’asse z è perpendicolare al piano della molecola, l’asse 7 è diretto 
secondo il suo asse). La riflessione nel piano o (xy) lascia tutti gli 
atomi al loro posto, mentre le altre riflessioni e rotazioni scambiano 
a coppie gli atomi di idrogeno. Secondo la formula (105,2) otteniamo 
i caratteri seguenti della rappresentazione: 


Eo (xy)0 (zz) 0 (yz) I C3(z) Co (y) Ca(2) 
16 16 4 4 44 4 4 ° 


Scomponendo questa rappresentazione in parti irriducibili, troviamo 
che essa contiene le rappresentazioni irriducibili seguenti del gruppo 


. .1) A questo proposito, si parla spesso dell’ordine di degenerazione di un 
livello come del suo peso statistico nucleare (vedi nota alla pag. 499) 
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Do: 7A g, 3B1g, 3B2u, 3Bgu. La cifra indica quante volte la rappre- 
sentazione irriducibile data entra nella rappresentazione riducibile; 
questi numeri sono precisamente i pesi statistici nucleari dei livelli 
della simmetria corrispondente!). 

La classificazione ottenuta degli stati della molecola di etilene 
si riferisce alla simmetria della funzione d’onda totale (orbitale) 
contenente le parti elettronica, vibrazionale e rotazionale. Ma di 
solito presenta interesse considerare questi risultati da un altro 
punto di vista. Precisamente, conoscendo le possibili simmetrie 
della funzione d’onda totale, si può determinare direttamente 
quali livelli rotazionali sono possibili (e con quali pesi statistici) 
per questo o quello stato elettronico e vibrazionale -dato. 

Consideriamo, ad esempio, la struttura rotazionale del livello 
vibrazionale più basso (nessuna oscillazione eccitata) del termine 
elettronico fondamentale, supponendo la funzione d’onda elettro- 
nica dello stato fondamentale totalmente simmetrica (ciò che pra- 
ticamente si verifica per tutte le molecole poliatomiche). Allora la 
simmetria della funzione d’onda totale rispetto alle rotazioni intorno 
agli assi di simmetria coincide con la simmetria della funzione d’onda 
rotazionale. Confrontando con i risultati ottenuti sopra, arriviamo 
quindi alla conclusione che nella molecola di etilene i livelli rota- 
zionali dei tipi A e B, (vedi $ 103) sono positivi e hanno pesi sta- 
tistici 7 e 3, e i livelli dei tipi 8, e Bg sono negativi con il peso sta- 
tistico 3. 

Così come nelle molecole biatomiche (vedi fine del $ 86), es- 
sendo l’interazione degli spin nucleari con gli elettroni estrema- 
mente debole, le transizioni fra stati della molecola di etilene con 
diverse simmetrie nucleari praticamente mancano. Quindi le mole- 
cole che si trovano in tali stati si comportano come varie versioni 
della materia, cosicché l’etilene C!*Hi ha quattro versioni con pesi 
statistici nucleari 7, 3, 3, 3. In questa conclusione è essenziale che 
gli stati con diverse simmetrie si riferiscono a livelli energetici di- 
versi (gli intervalli fra questi livelli sono grandi rispetto all'energia 
d’interazione degli spin nucleari). Essa non è quindi valida per 
quelle molecole in cui sono presenti stati di simmetria nucleare 
differente, relativi a uno stesso livello energetico degenere. 

Consideriamo ancora un esempio: la molecola di ammoniaca 
N°*H! del tipo trottola simmetrica (fig. 41, gruppo di simmetria C'3p). 
Lo spin del nucleo N!4 è uguale a 1, lo spin di H* è 1/2. Mediante la 
formula (105,2) troviamo i caratteri della rappresentazione del 
gruppo C 3. che ci interessa: 

E 2C3 300 
24 6° —12° 

1) Pér quanto riguarda la deduzione del legame di simmetria degli stati 
con i valori dello spin totale dei quattro atomi di H nella molecola di etilene, 
vedi problema {f. 
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Essa contiene le rappresentazioni irriducibili seguenti del gruppo 
Cs: 12A4,, 6£. Così, due tipi di livelli sono possibili; i loro pesi 
statistici nucleari sono 12 e 6). 

I livelli rotazionali di una trottola simmetrica si classificano 
(per un dato J) secondo i valori del numero quantico X. Consideriamo, 
come nell’esempio precedente, la struttura rotazionale dello stato 
elettronico e vibrazionale fondamentale della molecola NH; (cioè 
supponiamo le funzioni d’onda elettronica e vibrazionale comple- 
tamente simmetriche). Nella determinazione della simmetria della 
funzione d’onda rotazionale occorre tener presente che ha senso 
parlare del suo comportamento soltanto nei confronti delle rota- 
zioni attorno agli assi. Sostituiamo perciò i piani di simmetria con 
gli assi di simmetria binari perpendicolari a questi piani (una ri- 
flessione in un piano è equivalente a una rotazione attorno a tale 
asse seguita da un’inversione). Nel dato caso occorre quindi con- 
siderare al posto di C,, il suo gruppo puntuale isomorfo D,. 

Le funzioni d'onda rotazionali con X = + |X | in una rotazione 
Cs attorno ad un asse verticale ternario vengono moltiplicate per 
et2rilh1/3, e in una rotazione U, attorno ad un asse orizzontale 
binario si trasformano l’una nell’altra, realizzando così una rap- 
presentazione bidimensionale del gruppo D,. Per |X | non multiplo 
di tre, questa rappresentazione è irriducibile : rappresentazione £. 
La rappresentazione del gruppo C;, corrispondente alla funzione 
d’onda totale si ottiene moltiplicando il carattere y (Us) per +1 
o —1, a seconda che il termine sia positivo o negativo. Ma avendo 
x (Us) = 0 nella rappresentazione £, ritroviamo in ambedue i casi 
la stessa rappresentazione £ (ma questa volta come rappresentazione 
del gruppo C,,, anziché di D,). Tenendo conto dei risultati ottenuti 
sopra, concludiamo quindi che per |X | non multiplo di tre sono 
possibili livelli sia positivi che negativi con pesi statistici nucleari 
uguali a 6 (livelli di simmetria della funzione d’onda orbitale totale 
del tipo £). 

Per |KX | multiplo di tre (ma diverso da zero), le funzioni rota- 
zionali realizzano una rappresentazione (del gruppo 1) con caratteri 


2 2 00 


Questa rappresentazione è riducibile e si scompone in A;, 4. Perché 
la funzione d'onda totale si riferisca alla rappresentazione A, del 
gruppo C3p, il livello rotazionale A, deve essere negativo, e A, 
positivo. Cosi, per |X | multiplo di tre e non nullo sono possibili 
livelli sia positivi che negativi con pesi statistici nucleari uguali 
a 12 (livelli del tipo A,). 


1) Ai termini di simmetria A, corrisponde lo spin totale dei nuclei dell’i- 
drogeno uguale a 3/2, ai termini £ lo spin 1/2. 
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Infine, alla proiezione del momento % = 0 corrisponde in tutto 
una sola funzione rotazionale che realizza una rappresentazione con 
i caratteri!) 


E 2C3 302 
101 (1) 


Perché la funzione d’onda totale abbia la simmetria A4,, il suo com- 
portamento nell’inversione deve essere quindi determinato dal 
fattore — (—1)”. Cosi, per X = 0 i livelli con J pari (dispari) pos- 
sono essere soltanto negativi (positivi); il peso statistico è uguale 
a © in ambedue i casi (livelli del tipo 4). 

Raggruppando questi risultati, otteniamo la tabella seguente 
degli stati possibili, per diversi valori del numero quantico %, per 
il termine elettronico e vibrazionale fondamentale della molecola 
N!4Hi (+e — indicano glistati positivi e gli stati negativi): 


1X| non multiplo di tre | 6E 6E 
LK{ multiplo di tre 12Ag 12Ay 
J dispari 6A, — 


Per dati Je Xi livelli energetici della molecola NH; risultano, 

in generale, degeneri (vedi anche la tabella per ND; nel problema 3). 
Questa degenerazione in parte viene rimossa dall’effetto specifico 
legato con la forma piatta della 

N molecola di ammoniaca e alla massa 


piccola degli atomi d'idrogeno. 
Uno spostamento verticale rela- 
H #4 tivamente piccolo degli atomi in 


questa molecola può dar luogo alla 
transizione fra due configurazioni 
che si deducono l’una dall'altra 


==" per riflessione speculare in un pia- 
no parallelo alla base della pira- 


N mide (fig. 44). Queste transizio- 
i ni comportano la separazione dei 
Fig. 44 livelli positivi da quelli negativi 


(effetto analogo al caso unidimen- 
sionale studiato nel problema 3, $ 50). L’entità della separazione è 
proporzionale alla probabilità di attraversamento da parte degli 
atomi della « barriera di potenziale » che separa le due configurazioni 


®) In una rotazione di angolo x l’autofunzione del momento con modulo J 
e proiezione nulla viene moltiplicata per (—1)”- 
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della molecola. Benché nella molecola di ammoniaca, grazie alle 
sue proprietà segnalate sopra, questa probabilità sia relativamente 
grande, l’entità della separazione resta però piccola (1-1074 eV). 

Un esempio di molecola del tipo trottola sferica è trattato nel 
problema 5 di questo paragrafo. 


PROBLEMI 


4. Stabilire il legame fra la simmetria dello stato della molecola C4?H] e lo 
spin totale dei nuclei d’idrogeno che essa contiene. 

Soluzione). Lo spin totale dei quattro nuclei H! può avere i valori I = 
= 2, 1,0, e la sua proiezione My; assume i valori da 2 a —2. Consideriamo le 
rappresentazioni realizzate dai fattori di spin relativi a ogni singolo valore di 
M; iniziando dal valore massimo. 

Al valore My; = 2 corrisponde in tutto un solo fattore di spin in cui tutti 
i nuclei hanno la proiezione dello spin +-1/2. Al valore My; = 1 corrispondono 
4 fattori di spin diversi che si differenziano per il nucleo al quale è assegnata la 
proiezione dello spin —41/2. Infine, il valore My = O è realizzato da sei fattori 
di spin a seconda della coppia di nuclei alla quale è assegnata la proiezione dello 
spin —4/2. I caratteri delle tre rappresentazioni corrispondenti sono i seguenti: 


E O (xy) O (x2) O (yz) I C2(z) | C2(v) | C2(x) 
Mi;=2 4 4 4 4 1 4 1 4 
Mi=1 4 4 0 0 0 0 0 0 
M:=0 6 6 2 2 2 2 2 2 


La prima di queste rappresentazioni è la rappresentazione unità 4 y; poiché 
il valore M; = 2 può essere realizzato solo per / = 2, concludiamo che allo spin 
I = 2 corrisponde uno stato di simmetria A4,. 

Il valore M; = 1 può essere realizzato sia per / = 41 che per /J = 2. Sottra- 
endo quindi la prima rappresentazione dalla seconda e sviluppando il risultato 
in Parti irriducibili, troviamo che allo spin / = 1 corrispondono gli stati 2g, 

2u? 3u* 

Infine, il valore My = 0 può essere realizzato in tutti i casi in cui è possi- 

bile M; = 1ed, inoltre, per /= 0. Sottraendo quindi la seconda rappresenta- 
zione dalla terza, troviamo due stati Ay corrispondenti allo spin I = 0. 
. 2. Determînare i tipi di simmetria delle funzioni d'onda totali (orbitali) e 
i pesi statistici dei livelli corrispondenti per le molecole C}*Hî, C1*H1, N140}* 
Ce e asa hanno la stessa forma; gli spin sono i (H?) = 1, i (C!°) = 1/2, 
1 = È 

Soluzione. Con lo stesso metodo che è stato applicato nel testo per la moleco- 
la ii Vitae: gli stati seguenti (gli assi delle coordinate sono scelti come 
nel testo): 


1) Per il metodo di risoluzione dei problemi di questo genere, basato 
sulla teoria dei gruppi di permutazioni, vedi il libro di /. G. Kaplan ci- 
tato alla pag. 273 (cap. VI, $ 2) 


504 CAPITOLO XIII 


(+) | (-) 


iz) 


Molecola 

C12Hî 27Ag, 18Big 18Ba,,, 18B3u 
C}8H1 16Ag, 12Big 12Bou, 24B3u 
N34019 6Ag 3B3u 


3. Lo stesso problema per la molecola N!4Hf. 
Soluzione. Come è stato fatto nel testo per la molecola N14H3}, troviamo glì 


stati: 30A4,, 34A4., 24E. 
Per il termine elettronico e vibrazionale fondamentale sono possibili gli 
stati seguenti, per diversi valori del numero quantico %: 


(+) (-) 


|X| non multiplo di tre 24E 24E 
|X| multiplo di tre 30A4,, 3Ag 30A4,, 3Ag 
k=0 { J pari 3044 3Ag 

J dispari 3Ag 304, 


4. Lo stesso problema per la molecola C1?H} (vedi fig. 43,f, simmetria Dgg)- 

Soluzione. Sono possibili gli stati dei tipi seguenti: 7A1g, 1A1y; 3A2g; 
13A2u, 9Eg, 11Ey. à 

Per il termine elettronico e vibrazionale fondamentale si ottengono gli 
stati seguenti: 


(+) (-) 
k| non multiplo di tre dEg 11E, 
k| multiplo di tre TAsg, 3Aog 1Ayu, 1349, 
J dispari 3A2g | 13Aoy 


5. Lo stesso problema per la molecola di metano C**H1 (gli atomi H stanno 
nei vertici e l'atomo C sta nel centro di un tetraedro). 

Soluzione. La molecola è del tipo trottola sferica e ha la simmetria Tg. 
Sempre con lo stesso metodo, troviamo che sono possibili gli stati dei tipi: 
5A», 1E, 3F, (ai quali corrisponde spin totale della molecola uguale a 2, 0, 1, 
rispettivamente). 

Gli stati rotazionali di una trottola sferica si classificano secondo i valori 
J del momento angolare totale. Le (27 + 1) funzioni rotazionali relative al dato 
valore di J realizzano una rappresentazione di dimensione (2J + 1) del gruppo 
O, isomorfo al gruppo 7 da cui esso si ottiene sostituendo tutti i piani di sim- 
metria con gli assi binari perpendicolari a questi piani. I caratteri di questa 
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rappresentazione sono determinati secondo la formula (98,3). Così, per esempio,. 
per J = 3 si ottiene la rappresentazione con caratteri 


E 8C3 6C, 6C, 3C? 
ti «LL =Fadt° 


Essa contiene le rappresentazioni irriducibili seguenti del gruppo O: A, F1, F2.. 
Considerando ancora la struttura rotazionale del termine elettronico e vibra- 
zionale fondamentale concludiamo da qui che per J = 3 gli stati di simmetria 
Az della funzione d’onda totale possono essere esclusivamente positivi, mentre: 
i livelli dello stato F, possono essere sia positivi che negativi. Allo stesso modo. 
per taluni dei primi valori di J si ottengono gli stati seguenti (scriviamo questi. 
stati con i loro pesi statistici nucleari): 


(+) (-) 


Capitolo XIV 


COMPOSIZIONE DEI MOMENTI ANGOLARI 


$ 106. Simboli 3j 


La regola di composizione dei momenti ottenuta nel $ 31 dete: 
mina i valori possibili del momento angolare totale di un sistem 
composto da due particelle (o da parti pîù complesse) dotate d 
momento angolare j, e jy'). Questa regola è in realtà strettament 
legata alle proprietà delle funzioni d'onda nelle rotazioni spazial 
e segue direttamente dalle proprietà degli. spinori. 

Le funzioni d’onda di particelle con momenti angolari j, e j. 
sono spinori simmetrici di rango 2j, e 2j,, e la funzione d’onda del 
sistema è data dal loro prodotto 


2i, 2ja 
p(DAL..- y(2)p0... (106,1) 


Simmetrizzando questo prodotto rispetto a tutti gli indici, otteniamo 
uno spinore simmetrico di rango 2 (j, + j.) corrispondente a uno 
stato con momento angolare totale j, +j,. Contraiamo poi il pro- 
dotto (106,1) su una coppia di indici di cui uno deve appartenere 
a pt e l’altro a y° (in caso contrario si otterrebbe zero); allora, 
grazie alla simmetria di ciascuno degli spinori ywî° e y°, il risul- 
tato non dipende dagli indici scelti fra À, u, ...ep,0... Dopo 
la simmetrizzazione si ottiene uno spinore simmetrico di rango 
2 (j; + ja — 1) corrispondente ad uno stato con momento j, + j, — 
— 1?). Continuando questo processo, troviamo, conformemente alla 


1) A rigore, ci riferiremo sempre, senza specificarlo ogni volta, a un sistema 
costituito da parti la cui interazione è cosi debole che in prima approssimazione 
i loro momenti si possano considerare conservativi. 

Tutti i risultati esposti qui in seguito riguardano, ovviamente, non solo la 
composizione dei momenti totali di due particelle (o di sistemi), ma anche la 
«composizione del momento orbitale e dello spin di uno stesso sistema nell’ipo- 
tesi che il legame spin-orbita sia sufficientemente debole. 

2) Per evitare equivoci è opportuno fare l'osservazione seguente: la fun- 
zione d'onda di un sistema di due particelle è sempre uno spinore di rango 
2 (j1-+jg) diverso, in generale, da 2}, dove j è il momento totale del sistema. Tale 
spinore può, però, essere equivalente a uno spinore di rango inferiore. Così, la 
funzione d’onda di un sistema di due particelle con momenti j, = jo = 1/2 è 
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regola che già conosciamo, che j prende i valori da j, + j2.a|j, — jal, 
ciascuno di essi è preso una volta sola. | | 

Dal punto di vista matematico, si tratta qui della scomposizione 
del prodotto diretto Di x D62 di due rappresentazioni irridu- 
cibili del gruppo delle rotazioni (con dimensioni 2j, + 1 e 2j3 + 1) 
in parti irriducibili. In questi termini, la regola della composizione 
dei momenti si scrive nella forma 

DG) x Dl) = Dbiti) 4 D6Git5-1) 4... + Dit-k1), 

Per risolvere completamente il problema della composizione 
dei momenti, dobbiamo ancora considerare il problema della co- 
struzione della funzione d’onda di un sistema con un dato valore del 
momento angolare totale secondo le funzioni d’onda delle due par- 
ticelle di questo sistema. 

Cominciamo dal caso più semplice della composizione di due 
momenti con somma uguale a zero. È evidente allora che deve 
essere) jj=j, e che per le proiezioni dei momenti si ha m, = —mg. 
Siano w;m le funzioni d'onda normalizzate degli stati di una parti- 
cella con momento angolare j e con proiezione m (rappresentazione 
non spinoriale). La funzione d’onda cercata del sistema w, rap- 
presenta la somma dei prodotti delle funzioni d'onda di entrambe 
Je particelle con valori opposti di m: 


j 

1 n j-m (1) 1(2) 
=_= | m m 106,2 
vo VI +1 2A VO Vim bi. Bo 


(j è il valore comune di j, e j,). Il fattore davanti allasomma è il ri- 
sultato della normalizzazione. I coefficienti della somma, d'altra 
parte devono avere tutti valore assoluto uguale, in quanto tutti 
i valori delle proiezioni m dei momenti delle particelle sono 
equiprobabili. L'alternarsi dei segni nella (106,2), è facile da deter- 
minare mediante la rappresentazione spinoriale delle funzioni d'onda. 
In notazioni spinoriali, la somma nella (106,2) rappresenta uno sca- 
lare (il momento totale del sistema è nullo!) 


pri. (106,3) 


formato con due spinori di rango 2j. Osservando questo, troviamo i 
segni nella (106,2) direttamente dalla formula (57,3). 

Tuttavia, è da tener presente che, in generale, sono univoci solo 
i segni relativi dei termini della somma (106,2), mentre il segno gene- 
rale può risultare dipendente dall’ «ordine della composizione » 


uno spinore di rango due; ma se il momento totale è j = 0, questo spinore è 
antisimmetrico e si riduce perciò a uno scalare. In generale, il momento totale 
determina la simmetria della funzione d’onda spinoriale del sistema: essa 
simmetrica rispetto ai 2} indici e antisimmetrica rispetto ai restanti. 
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dei momenti. Infatti, se si abbassano tutti gli indici spinoriali (fra 
i quali l’indice 1 si incontra j + m volte e l’indice 2j—m volte) 
di w° e si elevano gli indici di w‘®, lo scalare (106,3) sarà molti- 
plicato per (—1)?i, cioè cambierà il segno per j semintero. 

In secondo luogo, consideriamo un sistema con momento angolare 
totale nullo, costituito da tre particelle con momenti j,, j2, j3 e con 
proiezioni m;, my, m3z. La condizione che il momento angolare totale 
sia uguale a zero implica chem, +m,+m3=0e che j,, j», j3 abbiano 
valori tali che ciascuno di essi può essere ottenuto componendo vet- 
torialmente gli altri due, cioè, geometricamente, ji, j2, js devono 
essere lati di un triangolo; in altre parole, ciascuno di essi non è 
inferiore alla differenza e non è superiore alla somma degli altri due: 


limi I<is<i tia, ecc. 


É evidente che la somma algebrica ji + j» + js è allora un numero 
intero. 
La funzione d’onda del sistema considerato ha la forma della 


somma 


li ja ] 
ve Di (fi © (106,4) 
mamo2mg 


estesa ai valori di ciascuna delle m; nell’intervallo fra —j; e j,. 
I coefficienti in questa formula si chiamano simboli 3j di Wigner. 
Per definizione, essi sono diversi da zero solo se è soddisfatta la 
condizione che 


m+tmy,+myz=0. 


Permutando gli indici 1, 2, 3 la funzione d'onda (106,4) può va- 
riare solo di un fattore di fase inessenziale. I simboli 3j possono 
di fatto essere determinati come puramente reali (vedi più avanti), 
e la non univocità di w, può allora consistere solo nell’indetermina- 
tezza del suo segno globale (come anche per la funzione (106,2)). 
Questo significa che la permutazione delle colonne del simbolo 3} 
o lo lascia immutato o ne cambia il segno. 

II metodo più simmetrico per determinare i coefficienti nella 
somma (106,4), con il quale vengono di solito determinati i sim- 
boli 3j, è il seguente. In notazioni spinoriali, w, rappresenta uno 
scalare formato come prodotto di tre spinori yi)%W..., y(24b.., 
y(3)24.. che è stato contratto rispetto a tutte le coppie i indici 
dciascuna delle quali si riferisce a due spinori diversi. Conveniamo 
di scrivere in alto in pw l’indice spinoriale per ogni coppia relativa 
alle particelle 1 e 2, e in basso in y'‘®; nella coppia relativa 
alle particelle 2 e 3 in alto in y°® e in basso in yw°#; nella coppia 
relativa alle particelle 3 e 1 in alto in we in basso in y°” (è facile 
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calcolare che ci sono in tutto, rispettivamente, j, + ja — j3: Ja + 
+ js —-j1ei, + i3 — i: coppie di ciascuno «tipo »). Questa regola 
determina univocamente il segno di wo. 

È evidente che con tale definizione la permutazione ciclica degli 
indici 4, 2, 3 lascia immutata wo. Questo significa che il simbolo 3j 
non varia permutando ciclicamente le sue colonne. Ma è facile vedere 
che la permutazione di due indici (qualsiasi) obbliga ad elevare gli 
indici in basso e ad abbassare quelli in alto in tutte le j, + j2 + js 
coppie. Questo significa che wp, viene moltiplicata per (—1)i1+i2+53; 
in altre parole, i simboli 3j godono della proprietà 


(I Ìi dea Ja DI ecc., (106,9) 


Mo my Mz My May Mz 


cioè cambiano di segno nella permutazione di due colonne se. j; + 
+ j, + j3 è un numero dispari. 
Infine, è facile vedere che 


| Ja Ì2 “ a qyistiati | ìi i: ni . (106,6) 


—m,y —Mg —IN3 Mi Mag Mg 


Infatti, il cambiamento del segno delle componenti z di tutti i mo- 
menti può essere considerato come risultato di una rotazione di ango- 
lo x attorno all’asse y. Ma tale trasformazione è equivalente all’ele- 
vamento di tutti gli indici spinoriali in basso e all’abbassamento di 
tutti gli indici spinoriali in alto (vedi (58,5)). 

Dalla espressione (106,4) si può ottenere una formula molto im- 
portante che determina la funzione d’onda w;, di un sistema costi- 
tuito da due particelle e con dati valori di j e m. A questo scopo con- 
sidereremo l'insieme delle due particelle 1 e 2 come un unico sistema. 
Poiché il momento angolare j di questo sistema insieme con il mo- 
mento angolare jz della particella 3 dà zero, si deve avere j = j,, 


m = —M3. Secondo la formula (106,2) si può allora scrivere 
1 = 


Questa formula è da confrontare con l’espressione (106,4) (nella 
quale poniamo j, —m, in luogo di jz, m;). Preliminarmente però 
occorre tener conto del fatto che la regola mediante la quale si forma 
la somma nella (106,7) conformemente alla (106,3) non corrisponde 
alla regola con cui si costruisce la somma (106,4): per ridurre la 
(106,7) alla (106,4), occorre, come è facile capire, permutare gli 
indici in alto ed in basso nelle coppie corrispondenti alle parti- 
celle 1 e 3; ciò comporta la comparsa del fattore supplementare 
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(—1)1-i2+ia, Si ottiene infine!): 


ij 5 li | 
Pim=(—1)°7 29 V2j+1 DI | pa Li) im diem (106,8) 

mi Mz 

mi, m2 

dove le somme rispetto a m, ed m, sono vincolate dalla condizione 
m, + m, = m. La formula (106,8) dà lo sviluppo cercato della fun—- 
zione d'onda del sistema in funzioni d’onda delle due particelle 
momenti aventi determinati j, e j,. La si può scrivere nella forma 


Pym = DI (m,m,|jm) pira Mmg=m_mMi. (106,9) 
mim 


I coefficienti 


(myma | jm)=(—1)-#*9 VE7FA | cn a (106,10) 
Mi Ma —M 
costituiscono la matrice di trasformazione di un sistema ortonor- 
male completo di (2j, + 1) (2j, + 1) funzioni d'onda degli stati 
|m,m,) in un sistema di funzioni d’onda degli stati |jm) (per 
dati valori di j,, j). Essi si chiamano coefficienti della addizione 
vettoriale o coefficienti di Clebsch-Gordan. Il simbolo (m,m, |jm) 
è la notazione generalmente in uso per i coefficienti dello sviluppo 
di un sistema di funzioni secondo un altro sistema di funzioni se- 
condo la (11,18). Per semplificare la scrittura, abbiamo omesso in 
questo simbolo i numeri quantici j,, j, che coincidono in entrambi 
i sistemi di funzioni; in caso di necessità questi numeri vanno inclusi 
nella notazione: (j,m,jMs | jijxjm)}). 
La matrice di trasformazione (106,9) è unitaria (vedi $ 12). 
Quindi i coefficienti della trasformazione inversa 


ji+i2 
Pimp sim, =, Pi (j, my4-mo| mms) wi, mm (106,41) 
194274 


sono coniugati complessi dei coefficienti della trasformazione (106,9). 
Vedremo più avanti che questi coefficienti sono reali; si ha perciò 


semplicemente 
(mam, |jm)=(jm|m,m.). 
1) Nell’inversione del tempo le funzioni d'onda vanno sostituite secondo la 
(60,2): 
Pim us (-41)/-mp,, =-m* 
E facile provare che con questa legge di trasformazione per le funzioni Pj,m,» 
Piomg nel secondo membro della (106,8), allo stesso modo si trasforma anche la 


funzione );, nel primo membro. 
2) Nella letteratura per i coefficienti di Clebsch-Gordan si usano anche ì 


simboli 
Cinymz Cjimijomo * 
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Secondo le regole generali della meccanica quantistica, i quadrati 
dei coefficienti dello sviluppo (106,11) determinano le probabilità 
del sistema di avere questo o quel valore di ', m (per j,, m, € j,, mx 


dati). 
L’unitarietà della trasformazione (106,9) significa che i suoi 
coefficienti soddisfano determinate condizioni di ortogonalità. 


Secondo le formule (12,5) e (12,6) abbiamo 


SI (mima| jm) (mim,|j'm')= 


mi, m2 


| hi Dl È 
=(2j+4) Y (mi )( è my) = Bebo 


Prg Mg —M mi 
(106,12) 
DI (mmo|jm) (mm;|jm)= 
j 
= S (2j+1) (I Ìz Ù » E = 
; mi Mm, —mj\m, m, —m 
= O memi Omami* (106,13) 


L’espressione generale esplicita dei simboli 3j è assai complessa- 
La si può scrivere nella forma!) 


li i 3 e 
mi my m; (itija+i3+1)! 


X [it my)! (jim)! (fab mo)! (ji. ma! (j3+ ma)! (j;— ma)1}!!? X 
x SI {[(—1)7#94727 991 [21 (ji +ja js) (jim) X 


X (ji + ma—2)! (js _—-jrtmi+2)l (js—-ji-ma+2)!]!}. (106,14) 
La somma è presa su tutti i numeri interi z; ma poiché il fattoriale 
di un numero negativo è infinito, il numero di termini nella somma. 


1) I coefficienti dello sviluppo (106,9) sono stati originariamente calcolati 
da Wigner (19341). Le proprietà di simmetria di questi coefficienti e la loro espres- 
sione simmetrica (106,14) sono state determinate da G. Racah (1942). Il modo 
più diretto per calcolarli è, probabilmente, il passaggio diretto dalla rappresen- 
tazione spinoriale di yo (adeguatamente normalizzata) alla rappresentazione sotto. 
forma di somma (106,4) mediante la formula di corrispondenza (57,6) (osser- 
viamo che la realtà del coefficiente in questa formula comporta automatica- 
mente la realtà dei simboli 3j). Un'altra deduzione è data nel libro di Edmonds 
(vedi la nota alla pag. 263). Da questo stesso libro è stata presa la tabella dei 


simboli 3j riportata sotto. 
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è di fatto finito. Il coefficiente davanti alla somma è esplicitamente 
simmetrico rispetto agli indici 1, 2, 3; ma la simmetria della somma 
si rivela dopo un cambiamento appropriato della notazione della 
variabile di somma z. 

Oltre alle proprietà di simmetria (106,5), (106,6) che seguono 
semplicemente dalla definizione dei simboli 3j, questi ultimi pos- 
seggono anche altre proprietà di simmetria la cui deduzione è, però, 
più difficile : noi non la riporteremo. È opportuno formulare 
queste proprietà introducendo la tabella quadrata (3 x 3) di numeri 
legati con i parametri dei simboli 3j nel modo seguente: 


PA? jitis-i isti-ir htisT-is 
[5 NARRA = jim ja -m, ji — Mz (106,15) 
FREE SESIA __ tm ja 1 Mas js.tmz _ 


{la somma dei numeri in ogni riga e in ogni colonna di questa tabella 
è uguale a j, + j. + js). Allora: 1) lo scambio di due colonne qual- 
siasi della tabella moltiplica i simboli 3j per (—1)/+5+5 (que- 
sta proprietà coincide con la (106,5)); 2) lo stesso è valido per lo 
scambio di due righe qualsiasi (per quanto concerne le due ultime 
righe, questa proprietà coincide con la (106,6)); 3) il simbolo 3j 
non varia se si scambiano le righe della tabella con le sue colonne!). 

Riportiamo alcune delle formule più semplici per qualche caso 
particolare. Il valore 


j j 0 ;- 1 
== EE 106,16 
(7 —m i (1) V2j+1 (e) 
corrisponde alla formula (106,2). Le formule 
i Ì: Ùtì: =(— 1} fstmtma 
My Mag —Mij_-Mgo 


(ia)! ia) (tia tr ma)! (tiara! 1/2 (406,17) 


(21 + 2i2+ 1)! (ji +)! (jimmy)! (+ mo)! (je — mo)! i 


(' Ja ni =(— qyHth+ma 
Ji —Ji Mg Mg 
x (2j1)! (—jiti2+i3)! (f1-+j2 +3)! (ja -m3)! ] 
Gitisti3t+ 1)! (jiieti3)! (ditio ia)! (iti — mal! (f3-+ mg)! 


1) Vedi T. Regge, Nuovo Cimento 10, 544 (1958); 11, 116 (1959). Per un più 
approfondito approccio matematico della proprietà di simmetria (106,15) (cosi 
come della proprietà (108,3) dei simboli 6j che verrà data più avanti) vedi 
articolo di J. A. Smorodinskij e L. A. Scelepin, UFN (Successi delle scienze fi- 


siche) #06, 3 (1972). 
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si deducono direttamente dalla formula (106,14). Quanto alla dedu- 
zione della formula 


‘în ia Î3\ _._ qypflitie id) Ginizti9)! (isti +i3)1 71/2 
(o 0 0) = )[ @p+ DI sa 


pÎ 
* P=jpl (p—ja)! (p—ja)l (106,19) 
dove 2p = ji + ja + ja è un numero pari, essa richiede dei calcoli 
supplementari!) (per 2p dispari questo simbolo 3j è nullo in virtù 
della proprietà di simmetria (106,6)). 
Nella tabella 9 sono dati, a titolo di esempio, i valori dei simboli 
3j per j3= 1/2, 1, 3/2, 2. Per ciascun j3z è dato il numero minimo di 
simboli 3j a partire dai quali si possono ricavare gli altri mediante 
le relazioni (106,5), (106,6). 


Tabella 9 
Formule per i simboli 3j 
a j VA ei ei bll j-m+-1/2 i 
mi —m_—-1/2 1/2 @i +1) (2j+2) 
(— 1) (È Ì 1 
m —m_—mg mg 

Am 0 
1 
2m 
] 


[2j (2541) (2j+-2))!/? 


d 2(j+m+4)('-m+1) i 
(2i4+-1) (2i-+ 2) 27 +3) 


j+1 

m3 1 
}i 

j 


e 

2j (2/41) 2/42) 

;3 (j—-m)(j-m+1) 7122 
1 sla sit 

su ara | 


1) Vedi il libro già citato di Edmonds. 
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Tabella 9 (Segue) 


; j i 3 
gent ( i I) 7) 
m —m—m3z Mz 


1 
m paste 
ii ? 2 
: 1 1/2 
AES -(1+3n+ 3) ln 
3 2) L 2 (25+1)(27+2) 2i+-3) 
1 3 l 3 x-1/2 
Ls |? ((m+3) (f2m+ 3) (ir 2) 
2 (2j + 1) (21-+-2) (21+-3) (2i-+-4) 
3 
m3z Mia 
Îi Z 
: 1 } 1 3 1/2 
RP I I] 
SFR 2j (2 +1) (2j+-2) (2i-+-3) 
1 ; 1 : 3 1/2 
ui (lm 2) ((-n+3) Sms 3 
TE ——— @i+9 2i+2) (+39 (+4) 
ali j 2 
(4 2 —m_—_m3 ma) 
ms 0 
li 
2 (3m?—{(1+4)] 
J [(2i— 1)2; (2i +1) (2i +2) (25+-3)1!? 
6(j+m+1)((—m+1) 1/2 
+4 2 II) Ci +2) (27-13) 2/19) 


1+2 6 (+ m+2) (ft m +4) (j—m+2) (j—m+4) 74/2 
| (2j + 1) (27 + 2) (27 +-3) (27+-4) (2f+-5) 
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Tabella 9 (Segue) 


ms 1 
ii 
O 6(j+m+-1) (}—m) 1/2 
(+20) | ETIGIICTIONI 
| wr (fm +1) ((—m) 1/2 
dl 2042049) TETIGI ITA 
a [Gtm+ a amb m E) ]Î2 
@i 1) Qi +2) (24-39) (2-12) Ri +5) 
Ns 2 
Jai 
[fGm 0 0-m) i4m+4) 04m +2)]1/2 
@i=— 1) 2i Gi+-1)(2iF:2) (2743) 
j+1 SI III AI) Ue 
2; (27+ 1) (2i+-2) (+9) (2744) 
fat (ai RL Tie 01 ele e.) e 
+1) +2 2 +3) 2/4+4)0/+5) 


PROBLEMA 


Determinare la dipendenza angolare delle funzioni d'onda di una particella 
con spin 1/2 negli stati con valori dati del momento orbitale /, del momento tota- 
le j e della sua proiezione m. 

Soluzione. Il problema si risolve con la formula generale (106,8) in cui oc- 
corre intendere per 1) le autofunzioni del momento orbitale (cioè le funzioni 
sferiche Y,,); e per w® la funzione d’onda di spin x (0), (dove o = -+4/2): 


È I 1/2 j 
Wim =(—1)°+9 14/2 V2+I DI lo . i) Yi, m-0% (0). 
Oo 


Sostituendovi i valori dei .simboli 3j, otteniamo 


jt+m 1 j-m 1 
Vi41,2,m= VV —3; x (3) met 3; x(-3) Yi, m+1/2» 
j-m+1 1 
Vi 1/2,m = — Sr x(3) Yi,m-1/2+ 


+y Das! x | 3) m+1/2- 
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$ 107. Elementi di matrice di tensori 


Nel $ 29 abbiamo ricavato le formule che determinano la dipen- 
denza degli elementi di matrice di una grandezza fisica vettoriale 
dai valori della proiezione del momento angolare. Queste formule 
sono in realtà un caso particolare delle formule generali che risolvono 
lo stesso problema per un tensore irriducibile (vedi pag. 259) di rango 
qualsiasi!). 

L'insieme di 2% + 1 componenti di un tensore irriducibile di 
rango £ (X è un numero intero) è, per le sue proprietà di trasforma- 
zione, equivalente all’insieme di 2% + 4 funzioni sferiche Yxg (g = 
= —k, ..., k) (vedi nota alla pag. 259). Questo significa che, 
formando appropriate combinazioni lineari delle componenti del 
tensore, si può ottenere un insieme di grandezze che nelle rotazioni si 
trasformano come le funzioni Yxy. L'insieme di queste. grandezze, 
che indicheremo qui con fg, si chiama tensore sferico di rango È. 

Cosi, a un vettore corrisponde il valore X = 1, e le grandezze fg 
sono legate alle componenti del vettore dalle formule: 


fio=ia,, fi, +1= +35 (ax + ia,) (107,1) 


ìcfr. (57,7)). Le formule analoghe per un tensore di rango due hanno 
(a forma 


3 ; 
Îz0 = sa 1 5 dz: f2,+1= + (Gaz £ i4):), 
(107,2) 


1 ) 
Î2,42= RD] (Gxx — dyy £ 2iaxy) 


(con a,x + ayy + a.z = 0)?). 

I prodotti tensoriali di due (o più) tensori sferici fa,g,, /h.9, Si COS- 
tituiscono conformemente alle regole della composizione dei momenti 
angolari, dove %,, X, fungono formalmente da « momenti angolari » 
dei tensori corrispondenti. In tal modo, da due tensori sferici di 
rango £, e X, si possono formare tensori sferici di rango X = k, + 
+ k,, ..., 1k1 — £,4| secondo le formule 


(71192) KO = DI (919. | KQ) Îh1a,8h99, = 
9419 


=(— 1) +9V2K+41 dI | 


d41o, 


ki ko K 


fr 8h (107,3) 
1) Lo studio delle questioni esaminate nei $$ 107-109 e la maggior parte dei 
risultati che vi sono esposti appartengono a Racah (1942-1943). 
2) È sottinteso qui che il valore complesso delle grandezze f,g è legato 
soltanto al passaggio alle componenti sferiche: s'intende cioè che le componenti 
cartesiane iniziali del tensore sono reali. 


COMPOSIZIONE DEI MOMENTI ANGOLARI 547 

(cfr. (106,9)). Tuttavia, il prodotto scalare di due tensori sferici di 
rango uguale X, si è soliti definire come segue 

(faqn)oo = 2 (= 1)" fran, -q' (107,4) 

Questa definizione differisce da quella secondo la formula (107,3) 


con K=Q=0 per il fattore V2X + 1 (cfr. (106,2))!). Essa si 
può rappresentare anche nella forma 


(fx9k)00 = di ÎraBkg; 


osservando che la coniugazione complessa di un tensore sferico è 
fatta secondo la regola 
h- 
(cfr. (28,9))?). 
La rappresentazione delle grandezze fisiche nella forma di tensori 
sferici è particolarmente comoda per il calcolo dei loro elementi 
di matrice, in quanto consente di usare a questo scopo i risultati 


della teoria della composizione dei momenti angolari. 
Per definizione di elementi di matrice, abbiamo 


fi ha Pnjm “i d. (n'j ‘im | Î hq nj m) Wnjm'» (107,9) 
n'j 


dove Pn;m sono le funzioni d’onda degli stati stazionari del sistema 
caratterizzati dalla grandezza del suo momento angolare j, dalla 
sua proiezione m e dall’insieme degli altri numeri quantici n. Per 
le loro proprietà di trasformazione le funzioni del secondo e del 
primo membro dell’uguaglianza (107,5) corrispondono alle funzioni 
nel secondo e nel primo membro dell'uguaglianza (106,11). Ne seguono 
immediatamente le regole di selezione. 

Gli elementi di matrice delle componenti fg di un tensore irri- 
ducibile di rango X sono diversi da zero solo per le transizioni jm + 
-— j'm' che soddisfano la « regola della composizione dei momenti 
angolari » ff = } + k; i numeri j’, , devono allora soddisfare la 
« regola del triangolo « (cioè possono essere i lati di un triangolo), 
ed m' = m + q. In particolare, gli elementi di matrice diagonali 
possono essere diversi da zero solo se è soddisfatta la condizione 
2j = k. 


1) Se A e B sono due vettori corrispondenti, secondo le formule (107,1), ai 
tensori sferici fg © gig» si ha 
(181)00 = AB. 


2) Ripetiamo qui l'osservazione già fatta a proposito della formula (106,8): 
con tale regola la coniugazione complessa dei tensorì di rango %, e Xs nel secondo 
membro dell'uguaglianza (107,3) comporta la stessa coniugazione del tensore di 
rango XK nel primo membro. 
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Inoltre, dalla stessa analogia nelle trasformazioni, risulta che 
i coefficienti nella somma (107,5) devono essere proporzionali ai 
coefficienti nella (106,11) (teorema di Wigner-Eckart). In tal modo si 
determina la dipendenza dei coefficienti dai numeri m, m', e in 
relazione a ciò si rappresentano gli elementi di matrice nella forma 


(i fa {rd 
(107,6) 


(jmax è il più grande fra i numeri j e j'), dove ("' || fx [|?7) sono 
grandezze non dipendenti da m, m', g; esse sono dette elementi di 
matrice ridotti. Questa formula risolve il problema di determinare 
la dipendenza degli elementi di matrice dalle proiezioni dei 
momenti angolari. Questa dipendenza risulta completamente 
legata alle proprietà di simmetria rispetto al gruppo delle rotazioni, 
mentre la dipendenza dagli altri numeri quantici è determinata 
dalla natura fisica delle grandezze stesse fn). 
Gli operatori fx sono legati fra di loro dalle relazioni 


fia = (17 fa e (107,7) 
Per i loro elementi di matrice si ha perciò l'uguaglianza 
(n'j"m' |fng|njm®*=(—1)°%njm]fn,-a|r'jm"). (107,8) 


Sostituendovi la (107,6) e servendoci delle proprietà (106,5) e (106,6) 
dei simboli 3j, otteniamo per gli elementi di matrice ridotti la re- 
lazione di « hermiticità »°) 


(n’'j || fallaj)= i falli). (107,9) 


Gli elementi di matrice dello scalare (107,4) sono diagonali ri- 
spetto aj ed m. Secondola regola di moltiplicazione delle matrici 
abbiamo 
(n'jm|(fn&n)o | njm) = 

= (= td, (n'jm | la Î n'i"m") (nj"m'| Br, E 
Sostituendovi le espressioni (107,6) e sommando su gq ed m” mediante 


le relazioni di ortogonalità dei simboli 3j (106,12), otteniamo la 
formula seguente: 


(n'jm| (fagn)oo | rim) = DI (ei Il fa lre'7) 00°7" N ga Il n). (107,10) 
n”j” 


o 


(n'j'm' | fra Î njm) = jP (— 4)Îmax | Ò ] 
—m' quwm 


1) In particolare, dai risultati ottenuti si ottengono immediatamente le 
regole di selezione per gli elementi di matrice di un vettore (date nel $ 29) e le 
formule (29,7)-(29,9). 

2) Il fattore di fase nella definizione (107,6) è scelto in modo tale che questa 
uguaglianza sia soddisfatta. 
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In modo analogo si possono ottenere facilmente le formule della 
somma dei quadrati degli elementi di matrice: 


AIA LA ° { VARI i n 
> |(r'j m | fag|mjm) [= 2j+1 |(r'j Il Îh Il nj) l°, (107,11) 


3 |(r'jm' | fug|rim}f=szi7 10 fa lmj)} (407,12) 


Nella. prima, la somma è estesa a g ed m' per un dato m, nella sée- 
conda ad m e m' per un dato gq (si ha semprem’ ="m + d). 
Consideriamo, a titolo di riferimento, il caso in cui le gran- 
dezze f,, sono le funzioni sferiche stesse Yxq e diamo le espres- 
sioni dei loro elementi di matrice per le transizioni fra stati di una 
particella con momenti orbitali interi /, ed /, cioè degli integrali 


(ymy | Yim| ama) = | Yin YimYizma do. (107,13) 


Oltre alla regola di selezione corrispondente alla regola della com- 
posizione: dei momenti angolari (1 + 1, = È), per questi elementi 
di matrice vale anche la regola secondo la quale la somma / + 
+ l + l, deve essere un numero pari. Questa regola è legata alla 
conservazione della parità, che implica, che il prodotto delle 
parità (—1)+!» di entrambi gli stati deve coincidere con la parità 
(—4)' della grandezza fisica considerata (vedi $ 30). 

Gli elementi di matrice (107,13) sono un caso particolare di un 
integrale più generale che sarà calcolato nel $ 110 (vedi nota alla 
pag. 029); essi sono dati dalla formula 


l ll l 
Cr | Yam] tima) = (— "9 144541 ( Ù, si NE 


—m, m mx] \0 00 
x [ (2241) Sotinnt) (219-+-1) e (107,14) 


In particolare, per m) = m, =m=Q0si trova che l'integrale del 
prodotto di tre polinomi di Legendre è uguale a 


1 
Lu 112 
Pi (u) P,, (u) Pi, (w)du=2(* * | (107,15) 
J di i I lo 0 0 


$ 108. Simboli 6j 


Nel $ 106 abbiamo definito i simboli 3j come i coefficienti nella 
somma (106,4) che dà la funzione d’onda di un sistema di tre parti- 
celle con momento angolare totale nullo. Dal punto di vista delle 
proprietà di trasformazione nelle rotazioni, questa somma è uno 
scalare. Ne segue che il complesso dei simboli 3j con dati valori di 
ix Îx: j3 (e con tutti i possibili m,, m,, m;) può essere considerato 
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come un insieme di grandezze che si trasformano in una rotazione 
secondo una legge, contrastante con la legge di trasformazione dei 
prodotti w;,m.,{Pj,m.Yjm, in modo tale da assicurare l’invarianza 
di tutta la somma. 

Da questo punto di vista, si può porre la questione della costru- 
zione di uno scalare con i soli simboli 3j. Tale scalare deve dipendere 
solo dai numeri j, anziché dai numeri m, che variano in una rota- 
zione. In altre parole, esso deve esprimersi sotto forma di somme su 
tutti i numeri m. Ogni somma di questo tipo consiste nella « con- 
trazione » del prodotto di due simboli 3j secondo la regola 


di (- aa (I di sa (108,1) 


(cfr. con il modo di ‘costruzione dello scalare (106,2)). 

Poiché ogni « contrazione » interessa una coppia di m, per for- 
mare uno scalare completo, occorre considerare i prodotti di un 
numero pari di simboli 3j. La contrazione del prodotto di due simbolì 
3j dà, in virtù della loro ortogonalità, il risultato banale: 


Si | Ìi Îa Ì3 | i Îa j3 i (4/99 iran — 


mi My Mzg,j\-M, —M, —Mgz 
la is ne: 


di Di (n Ma Mg 

mim2mg 
(abbiamo usato qui l'uguaglianza m, + m, + mg =0 e le formule 
(106,6) e (106,12). Quindi il numero minimo di fattori indispen- 
sabile per ottenere uno scalare non banale è 
uguale a quattro. 

In ogni simbolo 3j i tre numeri j costitui- 
scono geometricamente un triangolo chiuso. 
Poiché nella « contrazione » ogni numero j 
deve figurare in due simboli 3j, è chiaro che 
per la costruzione di uno scalare dai prodotti 
di quattro simboli 3j si hanno 6 numeri j che 
geometricamente devono rappresentare le lun- 
ghezze degli spigoli di un tetraedro irregolare 

Fig. 49 (fig. 45); a ciascuno dei simboli 3j corrispon- 

de una delle sue facce. Nella definizione dello 

scalare cercato è stata accettata una condizione determinata relativa 
al processo di contrazione, che si esprime con la formula seguente: 


pi Î2 "i _ » (3° RA Îi ja NE: 


\_M, —Ma —Mz 


x(/ Ìs da Lf È hi la Îs sli (108,2) 


mi —Ms Me 


mamzm3 
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La somma è estesa qui a tutti i valori possibili di tutti i numeri m; 
ma poiché la somma di tre m in ogni simbolo 3j deve essere nulla, 
di fatto solo tre dei sei m sono indipendenti. Le grandezze definite 
dalla formula (108,2) si chiamano simboli 6j o coefficienti di Racah)). 

Dalla definizione (108,2), tenendo conto delle proprietà di sim- 
metria dei simboli 3j, è facile vedere che il simbolo 6j non varia 
nello scambio delle sue tre colonne, e in ogni coppia di colonne si 
possono permutare i j superiori con i j inferiori. In virtù di queste 
proprietà di simmetria, la successione dei numeri j, ...jg nel 
simbolo 6j si può rappresentare in 24 forme equivalenti). Inoltre, i 
simboli 6j posseggono ancora una proprietà di simmetria, meno 
evidente, che stabilisce l'uguaglianza fra simboli con diversi insiemi 


di numeri }: 
e deg 5 . Liebe i . ; 
{i i. i _ ii 3(atistis iz (Istiotija—js). (105,9) 
; ; :{T). L,, ; L° PON, ET o : . 
la Is Je li 3 (iatistie—-j3) 7 (istit js ja) 


(T. Regge, 1959)?). 
Diamo una relazione utile fra i simboli 6j e i simboli 3j, che si 


può ottenere usando la definizione (108,2): 


DI (— qjictistio-ma-msmo Îi Ìs ni | Ì ja I > 
maumome my — My Me Mi Mo — Me 
» | la Is 73 Da ( Ja 33 I; 12 DE (108,4) 


—_—m,y Mg Mz mi Mg mali, is Je 


L'espressione sommata nel primo membro dell’uguaglianza diffe- 
risce dalla somma nella (108,2) per l'assenza di un fattore (di un 
simbolo 3j). Si può perciò dire che la somma nella (108,4) è rap- 
presentata dal tetraedro (fig. 45) privo di una delle sue facce; questo: 
determina la differenza fra la somma e lo scalare. In altre parole, 
essa corrisponde per le sue proprietà di trasformazione a uno dei 
simboli 3j, quello che sta nel secondo membro dell’uguaglianza 
(108,4), al quale essa deve essere proporzionale. Quanto al coeffi- 
ciente di proporzionalità (il simbolo 6j nel secondo membro dell’ugua- 


1) Nella letteratura si usa anche la notazione 
Wi(jsigjajs jaje) = (—1)Î+5+54+s ei | 
}4a}5]e 


2) Se si immagina che il tetraedro della fig. 45 sia regolare, le 24 permutazio- 
ni equivalenti dei numeri j si possono ottenere come risultato dell’applicazione 
di 24 trasformazioni di simmetria (rotazioni e riflessioni) del tetraedro. 

3) Vedi nota alla pag. 512. 
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glianza), lo si può facilmente ottenere moltiplicando i due membri 
ii is jz 


e sommando sui numeri restanti 
(mi ma mg 


dell'uguaglianza per 


Ma, Ma, Mg. 

I simboli 6j compaiono in modo naturale nello studio dei problemi 
connessi alla composizione di tre momenti angolari. 

Supponiamo che i tre. momenti angolari j,, jy, js Siano composti 
in modo da averé momento risultante J. L'assegnazione del mo- 
“mento angolare J (e della sua proiezione M}), non determina ancora 
univocamente lo stato del sistema; esso dipende anche dal tipo di 
composizione. dei momenti (0, come si dice, dallo schema del loro 
accoppiamento). ni | | 

Consideriamo, per esempio, due tali schemi di accoppiamento: 
1) prima i momenti angolari j, e j, vengono composti nel momento 
angolare totale j,,, e poi jj;3 js vengono composti nel momento ango- 
lare totale J; 2) i momenti angolari j, € j3 vengono composti in js3, 
€ poi j;3@ jj in J. Al primo schema corrispondono stati in cui (ac- 
canto a j,, ja js: J, M) ha un valore determinato la grandezza j,y; 
indichiamone le funzioni d'onda con w;,ym (omettendo, per bre- 
vità, gli indici j.j2j3). Analogamente, indichiamo le funzioni d’onda 
del secondo schema di accoppiamento con w;,,;sm- In entrambi i 
casi i valori del momento angolare « intermedio » (j;2 0 j23) non sono, 
in generale, univoci, cosicché abbiamo (per dati J, M) due diversi 
complessi di stati che differiscono per i valori di j;z 0 j2g3. Secondo le 
regole generali, le funzioni di questi due insiemi sono legate fra 
di loro da una trasformazione unitaria 


Pjo3JM = 3 (ito | Ì23) j,2JM- (103,5) 
12 


Da considerazioni fisiche è evidente che i coefficienti di questa 
trasformazione non dipendono dal numero M': essi non possono dipen- 
dere dall’orientazione di tutto il sistema nello spazio. In tal modo, 


dalle loro proiezioni, cioè sono grandezze scalari (nel senso testé 
indicato). Il calcolo effettivo di questi coefficienti si esegue facil- 
mente nel modo seguente. 

Applicando due volte di seguito la formula (106,9), troviamo 


WjosTM = 2 (MM M93 Î TM) Pim Piosmzs = 
= È (IMM 33 | JM) (mom, Î Ja37M23) Pim Pjem2Pisms: 
Pj.2JM = Z (magma | JM)(mm, i J12M12) Pjims PiamaPjoms 


{il simbolo (m) sotto il segno disomma significa che la somma è estesa 
a tutti i numeri m,, my, ... che figurano nell'espressione). Usando 
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l'ortonormalità delle funzioni w;m, troviamo 


412 | jo3) Î Pi.2JM Pizss dg = 


= pì (mam g JM) (m,m33 JM) (mimo | Î127M 12) (mom3 | j23M23). 


La somma nel secondo membro dell'uguaglianza va presa per un 
dato valore di M, ma il risultato della somma (per la ragione indi- 
cata prima) non dipende in realtà da M. Quindi la somma può es- 
sere estesa anche ai valori di M, introducendo allora davanti alla 
somma il fattore 1/(27 + 1). Esprimendo poi i coefficienti (mm, | 
|jm) mediante i simboli 3j secondo la (106,10), otteniamo infine 
l'espressione seguente: 


is | fas) = (— 1)18191/ Via 1) Ria +1) X 
| È DI, (108,6) 
2 


Il legame dei simboli 6j con i coefficienti di trasformazione 
(108,5) consente di ottenere facilmente un certo numero di formule 
utili per sommare i prodotti dei simboli 6j. 

Prima di tutto, a causa dell’unitarietà della trasformazione 
(108,5) (e della realtà dei suoi coefficienti), vale la relazione 


di @i+1) ei+a{? Si pla hi 10. (108,7) 
; J3 Jk } Ji Ja ] 

Consideriamo poi tre schemi di accoppiamento dei tre momenti 
angolari, rispettivamente, con le tre somme intermedie j;2, j23: jg1- 
I coefficienti delle trasformazioni corrispondenti (108,6) sono legati 
tra di loro, secondo la regola della moltiplicazione delle matrici, 
dalla relazione 


di (j12 1523) 231/31) = Gio] j31)- 
23 


Sostituendovi la (108,6) e cambiando la denominazione degli indici, 
otteniamo 


;biati jì dk ie (Îia i |] 
— {)7Y73+96 2744 fi : } . = 
2 ( i ji}: Is Is 
{i 3 si, (108,8) 
Ja Js o 
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Infine, considerando i diversi schemi di accoppiamento dei 
quattro momenti angolari, si può ottenere!) la formula seguente di 
composizione per i prodotti di tre simboli 6j: 


9 

Î+ j . e A . ° . ® e . 
Den'Tga affi è Rf hf re hl 

Jo Ig 7 Jr ]} J9) W7r le }] 


Sii ia dal fie i ni 
“{; Ìs DI Di is jo (1000) 


(L. C. Biedenharn, J. P. Elliott, 1953). 

Diamo, a titolo di riferimento, qualche espressione esplicita per ì 
simboli 6}. 

Il simbolo 67 può essere rappresentato nel caso generale sotto 
forma di somma: 


Ì Îa 3 a DA RESA na 
| de = A (jj2j3) A (jajsie) A (jsiafe) A (jujsj3) x 
la Jas 7 
(—1)7(2+1)! 
di di (2—-ji—-ja—js)!(2z—f1-is—- fe)! (2—iais_ie)! (zia —is_ia)! X 
°° O X(litistihtis-2)!(fotististio2istintioti—3)! 
(108,10) 


dove 


__ [(a+b—c)I(a—b+c)!(-a+b+0)!71/2 
A i] > 


c la somma è estesa a tutti i valori interi positivi di z per cui 
nessuno dei fattoriali nel denominatore ha un argomento negativo. 

Nella tabella 10 sono date le formule dei simboli 6j per i casi 
in cui uno dei parametri è uguale a 0, 1/2 o 1. 

Per concludere, facciamo qualche osservazione sugli scalari di 
ordine più elevato formati da simboli 3}. 

In ordine di complessità, il simbolo 6j è seguito dallo scalare 
che si ottiene per contrazione dei prodotti di sei simboli 3j. Questi 
simboli 3j contengono 18 numeri j coincidenti due a due, cosicché lo 
scalare che si ottiene dipende da 9 parametri j. Lo si chiama di solito 


1) Vedi il libro di Edmonds citato sopra. 
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Tabella 10 
Formule per i simboli 64 


a bc (— 1)8 
ZE ————__——_———___—_——T——& i b 
È c 9, verme 01°" 


b c 
_ P (s-2b)(s—-2c+ 1) 1/2 
anale 


e: D+ +1) (2b +2) 2e (26-+ 1) 


a 

1 

2 2 

i l Li = La 
> a 73) 25 (26 +1) 2e (26-11) 


a b c » {\s s(s+1)(s-24—1)(s—2a) 1/2 
{} c_-1 4} = TRIESTE 


c-1 26 (2b+1)(2b+2)(2e—1) 2c (2e+1) J 
b c }=cn([7 Ta ($-2c+41) es) 1/2 
1 c-1 db+t1 (26 +1) (26 +2) (26 4-3) (2c—1) 2c (2c+-1) 
{{ b 3: 2(—4)st 2{b(b+1)+c(c+1)--a(a+4-1)] 
1 c b [26 (26 +1) (2b +-2) 2c (2c +1) (2c+ 2)}1/2 


a b c è 2(8+1)(s—2a)(s---2b)(s-2c4 1) 1/2 
{{ pe} =!) [ 2 
a 


simbolo 9j e viene definito come segue (E. Wigner, 1951)}): 
da È dai 3 (I Jia ha ( Î22 DI x 
Jo J22 7230 = 

- \mj My m Moi m m 
is iù Îaa tuttii m 11 12 13 21 23 23 
- (i j33 Ì33 Ì fia ja Si do Î22 bei i 
Mai Mz TM33 i Mai M31j \Miza Mar M32 
‘lia 23 33 
Pai mos Mal 

Questa grandezza può anche essere rappresentata sotto forma di som- 

ma dei prodotti di tre simboli 6j: 


(108,11) 


C) 


lu Ji j43 
Ju Îz2 js3 = (-1%2+1)| 


ja iu "i 
ix Îs0 33 j! 


Ì3e j33 } 
DO }22 ia ita j23 33 
Ja i Ja3)li Ju Ji 
. 1) Secondo la regola generale della contrazione (108,1), occorrerebbe scrivere 
gli argomenti m nei tre ultimi simboli 3j con il segno meno ed introdurre sotto il 


segno di somma il fattore (120 ). Usando, però, la proprietà (106,6) dei 
simboli 3j e tenendo conto che nel caso in esame, come è facile capire, la somma 


}. (108,12) 


SÌ m di tutti i nove numeri m è zero, arriviamo alla definizione (108,11). 
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Dell’equivalenza fra (108,11) e (108,12) è facile convincersi sosti— 
tuendo nella (108,12) la definizione (108,2) e sfruttando le proprietà 
di ortogonalità dei simboli 3}. 

Il simbolo 9j gode di uno alto grado di simmetria che segue 
direttamente dalla definizione (108,11) e dalle proprietà di sim- 
metria dei simboli 3j. È facile vedere che nella permutazione di 
due sue righe o colonne qualsiasi il simbolo 9j viene moltiplicato 
per (—1)Zi. Inoltre, il simbolo 9j non cambia nella trasposizione, 
cioè nello scambio di righe e colonne. 

Gli scalari d'ordine più elevato dipendono da un numero ancora. 
maggiore di parametri j. È evidente che questo numero deve essere 
sempre multiplo del numero tre (simboli 3nj). Non ci soffermeremo 
qui sulle proprietà di queste grandezze. Ricordiamo soltanto che 
per ogni n > 3 si ha più di un tipo di simboli 3rj diversi non ridu- 
cibili l’uno all’altro. Cosi, ci sono due diversi tipi di simboli 12j!). 


$ 109. Elementi di matrice e composizione dei momenti angolari 


Consideriamo di nuovo un sistema costituito da due parti (che 
chiameremo sottosistemi 1 e 2), e sia fi} un tensore sferico che carat- 
terizza la prima di esse. I suoi elementi di matrice rispetto alle 
funzioni d’onda dello stesso sottosistema sono determinati, confor- 
memente alla (107,6), dalla formula 


(nujim, | fka |rajim) = 
sà i max" ko ji 232 {{ {1 ; 
=i(-1) \_m @ o) (ii: 8° Imaj). (109,1) 

Sorge il problema di come calcolare gli elementi di matrice delle 
stesse grandezze rispetto alle funzioni d'onda dell'intero sistema; 
mostriamo come essi possono essere espressi mediante gli stessi 
elementi di matrice ridotti che figurano nell’espressione (109,1). 

Gli stati dell'intero sistema sono determinati dai numeri quan- 
tici j;j,JMn,n, (I, M sono il modulo del momento angolare del- 
l'intero sistema e la sua proiezione). Poiché fW} si riferisce al sot- 
tosistema 1, il suo operatore commuta con l'operatore del momento 
angolare del sottosistema 2. La sua matrice è perciò diagonale in j,; 
essa è diagonale anche rispetto agli altri numeri quantici z; di que- 
sto sottosistema. Questi indici (j,, n,) li ometteremo per brevità e 
scriveremo gli elementi di matrice cercati come segue 


(rsj:T'M° | fra |maj: JM). 


1) Un’esposizione più dettagliata della teoria dei simboli 9j e delle proprietà 
dei simboli 3rj è fatta nel libro di Edmonds già citato alla pag. 263, nonché nel 
libro di A. P. Jutsis, I. B. Levinson, V. V. Vanagas, Matematiteskij apparat 
teorii momenta kolitestva dvizhenia (L'apparato matematico della teoria del mo- 
mento della quantità di moto), Vilnus, 1960. 


COMPOSIZIONE DEI MOMENTI ANGOLARI 527 


Secondo la (107,6), la loro dipendenza dal numero M è data dalla 
formula 


(nij:J'M° | fi |rj:JM)= 


-M' J' J 
= (— 1) "mex (_ i (mijid' | fR° || ji). (109,2) 


M' q M 

Per stabilire il legame fra gli elementi di matrice ridotti neì 
secondi membri delle (109,Ì) e (109,2) scriviamo per definizione di 
elementi di matrice: 


(mjJ'M°| fi |\miTM)= fu bia Î pr dg = 


PRA i j J' 
= 3 (1° ATM VIT) (25 +1) C » Lui x 


1 
ja Ja JS\ 0, | 

x \m me _%) (mijim, | fka |rjimy)- 
Sostituendovi le (109,1), (109,2) e confrontando la relazione ottenuta 
con la formula (108,4), vediamo che il rapporto degli elementi di 
matrice ridotti (nelle (109,1) e (109,2)) deve essere proporzionale a 
un determinato simbolo 6j. Un confronto particolareggiato di entram- 
be le relazioni indicate conduce alla formula definitiva seguente: 


(miiT' || fe I maji J) = (— 1)71 maxt92+Imin+8 Y/ (2741) (24 +1) x 


i, J ATE 
X{} | p|OMrIlfe lr) (109,3) 
la 


(qui ji max è il massimo fra j; € j;; Jmin il minimo fra J e J'). La for- 
mula analoga per gli elementi di matrice ridotti del tensore sferico 
relativo al secondo sottosistema è: 


(rsj:3" || f® || majaJ)=(—1)/1Y2 mintmart* Y/(27+1) (27 +1) x 


Di dii 
Xx J a k (n.j, || fk | r2Î2). (109,4) 
L’assenza di una completa simmetria fra le espressioni (109,3) e: 
(109,4) (nell’esponente di —1) è dovuta alla dipendenza della fase 
delle funzioni d’onda dall'ordine di composizione dei momenti. 
Bisogna tener conto di questa differenza se si devono calcolare gli 
elementi di matrice contemporaneamente per entrambi i sottosi- 
stemi. 
Stabiliamo inoltre una formula utile per gli elementi di matrice. 
rispetto alle funzioni d’onda dell’intero sistema, del prodotto scalare- 
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(vedi definizione (107,4)) di due tensori sferici dello stesso rango £ 
e relativi ai diversi sottosistemi (e che perciò commutano fra di 
loro). Secondo la (107,10) questi elementi di matrice si esprimono 
in funzione degli elementi di matrice ridotti di ciasuno dei tensori 
(rispetto alle funzioni d'onda dell'intero sistema) nel modo seguente: 


nnaj jo M | (fR°'f k )oo | dti = 
=yH 1 2 (rijat | fa || rajid) (nzjat" || f&° || mojod) 


(abbiamo usato qui il fatto che la matrice di una grandezza relativa 
a uno dei sottosistemi è diagonale nei numeri quantici dell'altro 
sottosistema). Sostituendovi le (109,3) e (109,4) e usando la formula 
della somma (108,8), otteniamo la formula cercata che esprime gli 
elementi di matrice del prodotto scalare in funzione degli elementi 
di matrice ridotti di ciascuno dei tensori rispetto alle funzioni d’onda 
dei sottosistemi corrispondenti: 


4rrsj j:TM | (fE°fP")o0o| ranaj ij. J7M)=(— 1) mint) mart! x 
n fi Îz DI ine 
k ji iii 


$ 110. Elementi di matrice per sistemi a simmetria assiale 


FEO || resja) (Pza || SRO |{ reja). (109,5) 


Per il calcolo degli elementi di matrice di grandezze che carat- 
terizzano sistemi del tipo trottola simmetrica, serve come base l’e- 
spressione dell’integrale del prodotto di tre funzioni D. 

Per ottenere questa formula, torniamo allo sviluppo (106,11) 


Piims Diamo = DI (jm| mme) fim m=my+ ma, 
3 


€ trasformiamo i due membri dell'uguaglianza con una rotazione 
finita del sistema di coordinate. Ciascuna delle funzioni y si tra- 
sforma secondo la (58,7), cosicché otteniamo 


ni, DEI m DA DR ma Pim: jam = = di 2 (jm | myma) Dì. ‘mPjm® 


E ora le funzioni w;n nel secondo membro dell’uguaglian- 
za sotto forma dello sviluppo (106,9) e confrontando i coefficienti 
dei prodotti uguali W,;,m,Wj.m,, otteniamo le relazioni 


Dim i (©) Diximo (0) = Di (mim; | jm") Dim (0) (mimo|jm) = (410,4) 


(dove m = m, + m., m' = m; + m., e © è l'insieme dei tre angoli 
di Eulero a, f, y). Questa formula espressa in funzione dei simboli 
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3j assume la forma 


(71) (32) = SI ja j 
Dimimi (0) Dinimo (0) = Dì (2) + 1) de mi soi Xx 


3 


li ia I\ na 
X (I sa ali Dm. -m (0) (110,2) 
(abbiamo usato qui anche la proprietà (58,19) delle funzioni D). 

Moltiplicando l'uguaglianza (110,2) a destra e a sinistra per 
Didizà (®©), integrando rispetto a, do e usando la relazione di 
ortogonalità (58,20), otteniamo 


(31) (32) (j3) do Ji ja 3 
| Dimmi (0) Denim, (0) Dmim, (0) gra = si mi m;} 
ìì i. js 
my Mo mg 


i (110,3) 


(per una maggiore simmetria abbiamo esplicitamente cambiato qui 
la notazione degli indici). Questa è la formula cercata!). 

Sia fg un tensore sferico di rango % che caratterizza la trottola 
nel sistema di coordinate x'y'z" = Én$ solidale con la trottola (l’as- 
se © è diretto secondo l’asse della trottola); questo può essere, per 
esempio, il tensore del momento di multipolo elettrico o magnetico. 
Siano fig le componenti dello stesso tensore rispetto al sistema di 
coordinate fisso 7yz. Il legame fra gli uni e gli altri è dato dalla 
matrice delle rotazioni finite secondo la formula 


fra = Di Dia (0) faq. (110,4) 
q 


Le funzioni d’onda che descrivono la rotazione del sistema in 
blocco differiscono dalle funzioni D solo per la normalizzazione: 


dim == / FT DIA, (0), (110,5) 


dove j è il momento angolare totale del sistema; m la sua proiezione 
sull’asse fisso z; u la proiezione sull'asse del sistema; il fattore di 
fase è scelto in modo tale che per valori interi di j e per p = O la 
funzione (110,9) diventi autofunzione del momento angolare libero 
(cfr. (103,8)). Calcolando rispetto a queste funzioni l'elemento di 
matrice della grandezza (110,4) mediante la formula (110,3) (con la 


. 3) Per i valori interi j, = 4, j; = lo, j3= l3em = my =mgyj= Ole fun- 
zioni Dj, si riducono, secondo la (58,25) a funzioni sferiche, e la formula (110,3) 
dà l’espressione dell’integrale del prodotto di tre funzioni sferiche (107,14). 
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funzione D complessa coniugata espressa secondo la (58,19)), otte- 
niamo 


(u'm' | faglium)= 77 (—1)87" VRi+1) 27 +1) x 
j k ) ( ji k d 
Xx su : 4 -|u* 110,6 
(_) li mi) ina p*) ( ) 


(con g'=u — p,g=m' — m). 

Questa formula risolve il problema posto. Essa determina la 
dipendenza degli elementi di matrice dai momenti angolari j, j' 
e dalle loro proiezioni m, m'. Invece la dipendenza dai numeri 
quantici pu, p', resta ovviamente indeterminata: i valori di 
questi numeri dipendono dagli stati « interni » del sistema rispetto 
ai quali si calcola l'elemento di matrice « interno » (' |fag- | b}. 

La dipendenza degli elementi di matrice (110,6) dai numeri m, 
m' è, naturalmente, la stessa che per l’intero sistema con dato mo- 
mento angolare totale assegnato. Separando questa dipendenza con 
l’introduzione degli elementi ‘di matrice ridotti secondo la (107,6), 


otteniamo per questi ultimi l’espressione 


Gp’ Il fa li= 2777 (—1)fmax® VRj+1) (27 +1) x 


x | ca ely | bi) (110,7) 
sg 

Il quadrato del modulo dell’elemento di matrice (110,6) som- 
mato su tutti i valori del numero finito m' (e sug = m' — m) per 
un dato m non dipende dal valore di m ed è uguale, secondo la regola 


generale (107,14), a: 

A #_1 o 9 1 ue 
Si 16w'm0" | fag lim) P= 710 IA je) = 
gm 


=@r+0(_p gg) IWlAeloP (1108) 
= I, cal q' ui Ul ha u . ’ 

Le relazioni di hermiticità (107,9) per gli elementi di matrice 
ridotti in coordinate zyz (110,7) sono, come c’era da aspettarsi, in 
accordo con le relazioni (107,8) 

(10° | fa | w)}=(—1)°? (| fa, -g|4)* 
per gli elementi di matrice in coordinate Ent. 

La rotazione dei sistemi a simmetria assiale, come una molecola 
biatomica (o nucleo assiale), è descritta completamente da due soli 
angoli (a = g, f = ©) che determinano la direzione dell’asse del 
sistema. La funzione d'onda rotazionaie differisce in questo caso 
dalla (110,5) per l’assenza del fattore ei*v/Y 2x (cfr. con la nota 


COMPOSIZIONE DEI MOMENTI ANGOLARI 531 


alla pag. 377). Questo mutamento non incide però sugli elementi 
di matrice: poiché la dipendenza delle funzioni D9,_ (a, Bb, Y) 
da y si riduce al fattore ei’, la formula (110,3) si può riscrivere 
come segue: 
; sen a da d 
Bm:0 { Di8îm (&, B, 0) DIM, (, B, 0) DEM, (a, B, 0) ESTE _ 
-(* ja 3) (1 ja n) 
mi May ma] m,j Mm, My 
(dove m' = m;.+ m, + mi) e il risultato del calcolo -dell’integrale 
resta lo stesso. Allora la regola di selezione rispetto alla proiezione 
del momento angolare sull’asse del sistema viene osservata nella 
forma precedente (u’ — u = g:): poiché essa compare (come .con- 
seguenza. della simmetria della molecola rispetto all'asse %) come 
risultato dell’ortogonalità delle funzioni d'onda elettroniche.. Nelle 
formule (110,6) e (110,7) per (W’' |fag | up) occorre intendere ora 
gli elementi di matrice rispetto agli stati elettronici fermi restando 
i nuclei. 
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MOTO IN UN CAMPO MAGNETICO 


$ 111.-Equazione di Schròdinger in un campo magnetico 


Una particella dotata di spin possiede un determinato momento 
magnetico « intrinseco » p. L'operatore quantistico che gli corri- 


sponde è proporzionale all'operatore di spin s, cioè può essere scritto 
nella forma 


p=ts, (111,1) 


dove s è la grandezza dello spin della particella, e u una costante 
che caratterizza la particella. Gli autovalori della proiezione del 
momento magnetico sono p, = uo/s. Da qui si vede che il coeffi- 
ciente p (che è ciò che si chiama di solito semplicemente momento 
magnetico) rappresenta il valore massimo possibile di u,, valore 
che si ottiene per la proiezione dello spin o = s. 

La costante u/hs dà il rapporto del momento magnetico intrin- 
seco al momento meccanico intrinseco (quando ambedue sono diretti 
secondo l’asse z). Come è noto, per il momento ordinario (orbitale) 
questo rapporto è uguale a e/2mc (vedi vol. II, Teoria dei campi, 
$ 44). Quanto al coefficiente di proporzionalità fra il momento ma- 
gnetico intrinseco e lo spin della particella, esso risulta diverso. 
Per l’elettrone esso è uguale a — | e |/mc, cioè al doppio del valore 
comune (questo valore si ottiene teoricamente dalla equazione d’onda 
relativistica di Dirac; (vedi vol. IV, $ 33). Il momento magnetico 
intrinseco dell'elettrone (spin 1/2) è quindi uguale a —pug, dove 
tell 0,927. 10-20 ME. (111,2) 


Ha = 5m gauss 


Questa grandezza è chiamata magnetone di Bohr. 

Secondo una regola universalmente accettata il momento ma- 
gnetico di particelle pesanti si misura in magnetoni nucleari definiti 
come eh/2myc, dove mp è la massa del protone. Sperimentalmente è 
stato ottenuto per il momento magnetico intrinseco del protone il 
valore di 2,79 magnetoni nucleari, essendo il momento magnetico 


parallelo allo spin. Il momento magnetico del neutrone è antipa- 
rallelo allo spin ed è uguale a 1,91 magnetone nucleare. 
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Richiamiamo l’attenzione sul fatto che le grandezze pu e s che 
si trovano in entrambi i membri dell’uguaglianza (111,1) sono, 
come c’era da aspettarsi, uguali per quanto concerne il loro 
carattere vettoriale: ambedue sono vettori assiali. Un’uguaglianza 
analoga per il momento di dipolo elettrico d (d = costante-s) sarebbe 
in contraddizione invece con la simmetria rispetto all’inversione 
delle coordinate: nell’inversione cambierebbe il segno relativo dei 
membri dell’uguaglianza!)). 

Nella meccanica quantistica non relativistica il campo magnetico 
può essere considerato esclusivamente come campo esterno. L'inte- 
razione magnetica fra le particelle è un effetto relativistico e richiede 
una coerente teoria relativistica. 

Nella teoria classica la funzione di Hamilton di una particella 
carica in un campo elettromagnetico ha la forma 


dove q è il potenziale scalare e A il potenziale vettore del campo, p 
la quantità di moto generalizzata della particella (vedi vol. II, 
Teoria dei campi, $ 16). Se la particella non ha spin, il passaggio 
alla meccanica quantistica avviene nel modo solito: la quantità 


di moto generalizzata va sostituita con l’operatore p = —ifiV, e 
si ottiene l’hamiltoniano?) 

- 4 n 2 

Agr (i ta) dita 


Se invece la particella è dotata di spin, tale operazione è insuf- 
ficiente. Ciò è dovuto al fatto che il momento magnetico intrinseco 
interagisce direttamente con il campo magnetico. Nella funzione 
classica di Hamilton questa interazione manca, poiché lo spin stesso, 
come effetto puramente quantistico, scompare nel passaggio al limite 
classico. L’espressione esatta dell’hamiltoniano si ottiene intro- 


ducendo nella (111,3) il termine supplementare — pH corrispondente 
all'energia del momento magnetico u nel campo H. In tal modo, 


1) Osserviamo che questa uguaglianza (e, di conseguenza, l’esistenza di un 
momento elettrico per una particella elementare) sarebbe in contraddizione 
anche con la simmetria rispetto all’inversione del tempo: il cambiamento del 
segno del tempo non fa cambiare d, ma fa cambiare il segno dello spin (come è 
evidente, per esempio, dalla definizione di queste grandezze per il moto orbi- 
tale: nella definizione di d entrano solo le coordinate, mentre nella definizione 
del momento angolare entra anche la velocità della particella). 

2) Indichiamo qui la quantità di moto generalizzata con la stessa lettera p, 
come la quantità di moto ordinaria (in luogo di P nel vol. II, Teoria dei campi, 
$ 16) per mettere in rilievo che le corrisponde lo stesso operatore. 
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l'hamiltoniano della particella con spin ha la forma!) 

A 4 A 9 A 

H=(P_<tA) —uH+ eq. (111,4) 


Sviluppando il quadrato (p — — A) occorre tener presente che l'ope- 


ratore p non commuta, in generale, con il vettore A che è funzione 
delle coordinate. Si deve quindi scrivere 


A 1 A DS 
H=-P- ar (PA + Ap) +3 A°— È sH+ U. (111,5) 
Secondo la regola di commutazione (16,4) dell'operatore della quan- 
tità di moto con qualsiasi funzione delle coordinate, abbiamo 


pA—Ap= —ihdivA. (111,6) 


Cosî, pe A commutano se div A è zero. Questo vale, in particolare, 
per un campo omogeneo se definiamo il suo potenziale vettore nel 


modo seguente 
1 
= [Hr]. (111,7) 


L'equazione ihdY/0t = HY con l’hamiltoniano (111,4) rap- 
presenta l’equazione di Schrédinger generalizzata al caso in cui sia 
presente un campo magnetico. Le funzioni d’onda sulle quali agisce 
iaia: in questa equazione sono spinori simmetrici di ran- 
go 
Le funzioni d’onda di una particella in un campo elettroma- 
gnetico sono caratterizzate da una peculiare non univocità dovuta 
alla non univocità dei potenziali del campo, Come è noto. (vedi 
vol. II, Teoria dei campi, $ 18), questi sono definiti a meno del 
gradiente di una funzione arbitraria delle coordinate e del tempo 


ASA+VI, g+o_ 10. (111,8) 


Questa trasformazione non incide sui valori dei potenziali del campo. 
È chiaro perciò che essa non deve sostanzialmente cambiare neanche 
le soluzioni dell'equazione d’onda; in particolare, deve restare 
inalterato il quadrato | Y |?. Possiamo infatti convincerci facilmente 
che si riottiene l'equazione iniziale se, contemporaneamente con la 
sostituzione (111,8) nell’hamiltoniano, si esegue anche la sosti- 


?) La notazione del campo magnetico e dell'hamiltoniano con la stessa 
lettera non può causare malintesi: l’hamiltoniano è sovrapposto con un accento 


circonflesso. 
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tuzione della funzione d’onda secondo la regola 
W_, Yexp (71). (111,9) 


Questa non univocità della funzione d’onda non incide su nessuna 
grandezza che abbia un significato fisico (nella definizione della 
quale non entrano esplicitamente i potenziali). 

Nella meccanica classica la quantità di moto generalizzata di 
una particella è legata alla sua velocità dalla relazione mv = p — 


— eAlc. Per trovare l'operatore v nella meccanica quantistica, si 
deve calcolare il commutatore del vettore r con l’hamiltoniano. 
Un calcolo semplice porta al risultato 


mv=Pp—-—A, (111,10) 


che è esattamente analogo all'espressione classica. Per gli operatori 
delle componenti della velocità valgono le regole di commutazione 


{bay v)=iÈ H, {Uy o) =iÈ Ha, 
(111,11) 
(D., 0} = 1-4 H 
zr Ux mie Ly 

che è facile verificare con un calcolo diretto. Vediamo che in un 
campo magnetico gli operatori delle tre componenti della velocità 
di una particella (carica) risultano non commutare fra di loro. Questo 
significa che la particella non può avere contemporaneamente valori 
determinati della velocità in tutt'e tre le direzioni. 

In un moto in un campo magnetico si ha simmetria rispetto 
all’inversione del tempo alla sola condizione che cambia il 
segno del campo H (e del potenziale vettore A). Questo vuol dire 
(vedi $$ 18 e 60) che l'equazione di Schròdinger Hp = Ey deve 
conservare la sua forma nel passaggio alle grandezze complesse coniu- 
gate e nel cambiamento del segno di H. Questo è immediatamente 
evidente per tutti i termini nell’hamiltoniano (111,4), tranne che per il 


termine — sHyIl termine — sHy nell'equazione di Schròdinger, nella 
trasformazione citata diventas*Hw* e, a prima vista, viola l’invarianza 


richiesta, poiché l’operatore s* non coincide con — Ss. Si deve però 
tener presente che la funzione d'onda è in realtà lo spinore yH-.- 
e nell’inversione del tempo uno spinore controvariante deve essere 
sostituito con uno spinore covariante (vedi $ 60), cosicché nell’equa- 


zione di Schròdinger il termine, con — sHy®.. va sostituito con 
s*Hy,,.... È facile però' vedere (mediante le definizioni (57,4), 
(57,5)) che il risultato dell’azione dell'operatore s* sulle componenti 


DI 


dello spinore covariante è opposto per segno all’azione dell'opera- 
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tore s sulle componenti dello spinore controvariante. Come risul- 
tato, l'inversione del tempo conduce ad una equazione di Schròdinger 
per le componenti w,y... che ha la stessa forma dell’equazione di 
partenza per le componenti w?4--- 


$ 112. Moto in un campo magnetico omogeneo 


Determiniamo'i livelli energetici di una particella in un campo 
magnetico omogeneo costante (L. D. Landau, 1930). 

È opportuno prendere qui il potenziale vettore del campo omoge- 
neo non nella forma (111,7), bensi nella forma seguente: 


Ax= — Hy, Ay= A;=0 (112,4) 


(l’asse z è preso nella direzione del campo). Allora l’hamiltoniano 
assume la forma 


È = (+2 +4 4a e BGH (112,2) 


Prima di tutto osserviamo che l’operatore s, commuta con l'ha- 
miltoniano (poiché quest’ultimo non contiene operatori delle altre 
componenti dello spin). Questo significa che la proiezione dello spin 
sull'asse z si conserva e, di conseguenza, s, può essere sostituita con 
l’autovalore s, = 0. A questo punto la dipendenza dallo spin della 
funzione d' onda diventa inessenziale, e w nell'equazione di Schré- 
dinger può essere intesa come funzione ordinaria delle coordinate. 
Per questa funzione si ha l'equazione 


3 [(P+-y) 4 a+] pLoHy=Ey. (112,3) 


L’hamiltoniano di questa equazione non contiene esplicitamente 
le coordinate x e z. Quindi con esso commutano anche gli operatori 
Px € p; (derivazioni rispetto a x e z), cioè le componenti x e z della 
quantità di moto generalizzata si conservano. Conformemente a ciò 
cerchiamo w nella forma 


p= eh le” (y). (4 12,4) 


Gli autovalori p, e p, prendono tutti i valori da — co a co. 
Poiché A, = 0, la componente z della quantità di moto generaliz- 
zata coincide con la componente della quantità di moto ordinaria 
muv,. Cosi, la velocità della particella nella direzione del campo può 
avere un valore arbitrario; si può dire che il moto lungo il campo 
«non viene quantizzato ». 
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Sostituendo la (112,4) nella (112,3), otteniamo l’equazione 
seguente per la funzione Y (y): 


+e [(p sti) Boh ]1=0 (125) 


dove abbiamo introdotto le notazioni yy = —cpx/eH e 
_lelH 
Oy = "ng (1 12, 6) 


L'equazione (112,5) coincide in forma con l'equazione di Schrò- 
dinger (23,6) per l’oscillatore lineare con frequenza @®yg. Possiamo 
quindi concludere immediatamente che l’espressione fra parentesi 
tonde nella (112,5) che funge da energia dell’oscillatore può assu- 
mere i valori (nr + 1/2) fig, doven=0, 1, 2, ... 

Si ottiene cosi l’espressione seguente per i livelli energetici di 
una particella in un campo magnetico omogeneo: 

2 
E=(n+)ton +42 H. (112,7) 

Il primo termine di questa espressione dà valori discreti dell'energia 
corrispondenti al moto nel piano perpendicolare al campo; questi 
valori sono detti livelli di Landau. Per l’elettrone si ha p/s = 
= — |e]|/mc, e la formula (112,7) diventa 


(112,8) 


1 Pî 
be (n +5+0) hop +35. 
Le autofunzioni Y, (y) corrispondenti ai livelli energetici (112,7) 
sono date dalla formula (23,12) con opportuno cambiamento delle 
notazioni 


loi __(y— vo)? I2YoO | 
in (9) va (n (I) (412,9) 


dove ay = V h/mog. 

Nella meccanica classica il moto di una particella nel piano perpen- 
dicolare al campo H (piano xy) descrive una circonferenza con centro. 
immobile. La grandezza yo, che si conserva nel caso quantistico, cor- 
risponde alla coordinata classica y del centro della circonferenza. 
Accanto a yo, si conserva anche la grandezza x, = (cpy/eH) + x 
(è facile vedere che il suo operatore commuta con l’hamiltoniano 
(112,2)). Questa grandezza corrisponde alla coordinata classica x 


del centro della circonferenza!). Ma gli operatori 2 e Yo non com- 


1) Infatti, per il moto classico su una circonferenza di raggio cmv;/eHl (v; è 
la proiezione della velocità sul piano zy; vedi vol. II, Teoria dei campi, $ 21). 
abbiamo 
Yo = —cpyleH = — (cmleH) vx + y. 
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mutano fra di loro, cosicché le coordinate z, e Yn non possono avere 
contemporaneamente valori determinati. 

Poiché la (112,7) non contiene la grandezza p,, che prende una 
serie continua di valori, i livelli energetici sono degeneri con mol- 
tiplicità continua. Ma la moltiplicità della degenerazione diventa 
finita se il moto nel piano zy è confinato in un'area grande ma finita 
S= L.L,. Il numero di diversi (ora discreti) valori di p, nel- 
l'intervallo Ap, è uguale a (Z,/2xh) Ap,x. Sono ammissibili tutti 
i valori di p, per cui il centro dell’orbita cade nell’area S (trascu- 
riamo il raggio dell'orbita rispetto a L,). Dalle condizioni 
0< Yo < Ly abbiamo Ap, = eHL,/c. Di conseguenza, il numero 
di stati (per dati n e p,) è e7S/2xhc. Se la regione del moto è limi- 
tata anche lungo l’asse z (dalla lunghezza Z,), il numero di valori 
possibili di p, nell’intervallo Ap, è (L,/2ah) Ap., e il numero di 
stati in questo intervallo è 


HS L, HV . 
Sale 3rf dP:= 7apee Dpe (142,10) 


Per l’elettrone esiste ancora una degenerazione supplementare: 
i livelli energetici (112,8) coincidono per gli stati con numeri quan- 


ticino = 1/2 en+t1,go= —172. 


PROBLEMI 


4. Determinare le funzioni d'onda dell'elettrone in un campo magnetico 
‘omogeneo in stati in cui esso possiede valori determinati della quantità di moto 
e del momento angolare lungo la direzione del campo. 

Soluzione. In coordinate cilindriche p, @, 2 con l’asse z orientato lungo la 
direzione del campo il potenziale vettore ha le componenti A,y = #p/2, A, = 
= Ap= 0 e l'equazione di Schrédinger è!) 


a 41 ddp) 21 929] hoy ww, Mo , _, 
Cercando la soluzione nella forma 
imQ . 
p= Vai eiP22/" R (p) 


«per la funzione radiale otteniamo l'equazione 


h? 1 m? pì Mo? hoym 
aa n” © pisa 2 DO ila da H © EH ue 
57 (A +78 -G R) | [E re IL 0, 


È evidente da quest’espressione che yo è coordinata del centro della circonferen- 


n 


za. L'altra coordinata è 
co = (cm/eH)v, +x = cpyleH + x. 


1) Scriviamo la carica dell'elettrone come e=— |e|, e la sua massa è 
indicata qui con M, a differenza del momento angolare m. Omettiamo il termine 
.di spin che è inessenziale in questo problema. 
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Introducendo la nuova variabile indipendente È = (M 0/2) p?, riscriviamo 
questa equazione nella forma 


"i n E mi \ pn_ son Pî m 


Per È + co, la funzione cercata si comporta come e-*/, e per E +0 come 
È | m |/2. Cerchiamo di conseguenza la soluzione nella forma 


R (E) =e75/2g1 1/2, (E) 


e per w (È) otteniamo l’equazione della funzione ipergeometrica degenere 
m}+4-1 
w=Ff{-(B-LZ), 1m1+1,3}. 


Perché la funzione d’onda sia dappertutto finita, la grandezza B — (1 m | + 1)/2 
deve essere un numero intero non negativo rp. Quindi i livelli energetici sono 
dati dalla formula 


2 
E=h0yg (no ie lti) +iE, 


equivalente alla formula (112,7). Le funzioni d'onda radiali corrispondenti 
a questi livelli sono 


ei (Im ]+ro)! 71/2 (— p? 
Boga 0= TATA tri) ©? (-27)* 


ImMIPF( n. 1 Li 2 
X p Ro, |mM|lt ’ 203; L) (2) 


00 


dove a; = VhGiM 07; la funzione è normalizzata con la condizione | R?°p dp = 


0 
= 1. La funzione ipergeometrica è qui il polinomio generalizzato di Laguerre. 

2. Determinare il livello energetico più basso che corrisponde allo stato 
legato dell’elettrone in una buca di potenziale UV (r) di profondità piccola 
(IU |< A°/ma?, dove a è il raggio d'azione delle forze nella buca) alla quale 
è stato sovrapposto anche un campo magnetico omogeneo (J. A. Bytkov, 1960). 

Soluzione. La condizione e per il campo V (r) assicura (in assenza di 
campo magnetico) l'applicabilità della teoria delle perturbazioni a questo 
campo; allora non ci sono stati legati nella buca ($ 45). In presenza di un campo 
magnetico, U (r) si può considerare come perturbazione solo per il moto nel 

iano trasversale rispetto ad H, il cui spettro energetico (discreto) non varia con 
a sovrapposizione di V. Quanto al carattere del moto nella direzione di H, 
esso cambia diventando (come si vedrà più avanti) da infinito finito, cosicché 
lo spettro da continuo diventa discreto; è chiaro quindi che per questo moto 
il campo della buca non può essere considerato una perturbazione. 

Di conseguenza, separando le variabili nell'equazione di Schrédinger 
(l'equazione (1) del problema precedente con l’aggiunta del termine Vw nel primo 
membro), prendiamo le funzioni radiali & (p) nella forma precedente (2); al 
livello più basso corrispondono i valori dei numeri quantici ng = m = 0. So- 
stituendo nell’equazione di Schrédinger w= oo (P) X (2), moltiplicando poi 
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l'equazione per Roo (p) e integrandola rispetto a p dp, otteniamo per y (z) l’equa- 
zione 


h2 = 
3 +7 ax=ex (3) 
dove e= E — hwyl2, 
D (= | U(VETRÀ) Rip (0) 0 do 
0 


(e m è di nuovo la massa della particella). Questa equazione coincide nella 
forma con l’equazione di Schrédinger per il moto unidimensionale in una buca 
di potenziale U (z), dove e è l'energia di questo moto. Quindi si può semplice- 
mente usare il risultato del problema 1, $ 45, secondo il quale il livello energeti- 
co discreto è 


00 00 


e= — Tir (To) a: l'=-Gr[ | | U(VAFP) COTZITANE 
—c0 0 
(4) 


La funzione d’onda Roo (p) si smorza a distanze p — azz. Se il campo magne- 
tico è cosi debole che ax > a, l’integrale'in dp viene determinato essenzialmente 
dalla regione p < a nella quale si può porre Roo (P) < Roo (0) = 1/ax. Allora 


e=- Fara (| U (2)dV)' (5) 


(AV = 2np dp de + 4nr? dr). Viceversa, nel caso contrario di un campo 
magnetico forte quando ay « a, l’integrale nella (4) è determinato essenzialmente 
dalla regione p< ay, nella quale si può porre YU (VP + 22) ® U (z). Allora 
l'integrale in dp si riduce all’integrale di normalizzazione della funzione Roo € 
diventa uguale a 1, cosicché 


Fr (fc) (6) 


In entrambi i casi la stima degli integrali mostra che e « Rog. 

3. Determinare i livelli energetici dell'atomo d’idrogeno in un campo ma- 
cNGLITÀ cosi forte che ax; « ap,'dove"a 3 è il raggio di Bohr (AR. J. Elliott, R. Lou- 
don, 1960). 

Soluzione. Per ipotesi, 7@y > me*/h?, l’azione del campo coulombiano del 
nucleo sul moto dell'elettrone in un piano trasversale rispetto ad H si può con- 
siderare come perturbazione piccola. Si torna quindi alla situazione esaminata 
nel problema 2, per cui si può applicare l’equazione (3) con 


5 0 _R86 (P) 
U (2)= — e? Î rent. (7) 
0 


Scrivendo in questa espressione la funzione radiale Roo, ci limiteremo nel 
seguito ai livelli pai A del moto longitudinale che si riferiscono al livello 
zero di Landau (#0x;/2) del moto trasversale. , 
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La funzione d’onda dello stato fondamentale, Yo (z) si estende a distanze 
1z|]< «3 variando lentamente su di esse (non avendo zeri, essa non si annulla 
per 2 = 0). Quindi per il livello fondamentale sono soddisfatte le condizioni 
valide per il problema 414, $ 45, esi può applicare la formula (6) basata 
sulla soluzione di questo problema. Allora l’integrale divergente logaritmica- 
mente va « troncato » nel limite superiore alle distanze |[z{ — ag € in quello 
inferiore alle distanze | z] — ag (dove | z| pelasostituzione di Vp? + 23 
con | z| nella (7) è inammissibile). Infine troviamo 


2me4 ag med h3H 
e0—= za In ji ln cleli * (8) 


Questa formula gode, come si dice, di precisione logaritmica: si suppone non 
soltanto che il rapporto ag/ag ma anche che il suo logaritmo sia grande; 
il fattore numerico nell'argomento del logaritmo resta allora indeterminato. 

Gli stati eccitati dello spettro discreto si ottengono come soluzioni del- 
l'equazione di Schrédinger (3) con il campo U (2) = —e?/z (che si ricavano dalla 
(7) per z — ag È gp). Ma questa equazione si riduce con la sostituzione Y = 
= z@ (2) alla forma 

hè 1 d dq e? 

MR i (0° cdi) FAI 

2m 22 dz È dz ) gi dda (9) 

che coincide in forma con l'equazione per le funzioni d’onda radiali degli 

stati s nel problema coulombiano tridimensionale. Quindi i livelli cercati sono 
-dati dalla formula (36,40) . 

me4 

n= Pini» (10) 

dove n = 1, 2,3,... Anche questa espressione ha soltanto una precisione loga- 

ritmica: il termine successivo di correzione sarebbe stato piccolo rispetto a 

quello fondamentale solo nel rapporto 4/In (a 3/ay). 

L'equazione (9) determina la funzione d’onda solo per z > 0; questa fun- 
zione può essere estesa alla regione z < 0 come Y (—2) = Y (2) o come y (—z) = 
= —Y (2). Ne segue che nell’approssimazione considerata i livelli (10) sono 
doppiamente degeneri. Ma questa degenerazione viene rimossa nelle approssi- 
mazioni successive in ag/ag. 


$ 113. L’atomo in un campo magnetico 


Consideriamo un atomo in un campo magnetico omogeneo H. 
Il suo hamiltoniano è 


x 1 2 9 bic 
B= Di[pa+ Ar) ]f+v +1! H$, (113,1) 


dove la somma è estesa a tutti gli elettroni (la carica dell’elettrone 
è scritta come — |e |); UV è l'energia di interazione degli elettroni 
con il nucleo e fra di loro; S = visa è l'operatore dello spin totale 
(elettronico) dell’atomo. 

Se il potenziale vettore del campo è scelto nella forma (111,7), 
l'operatore p, come è stato già rilevato, commuta allora con A. 
Tenendo conto di questa circostanza nello sviluppare il quadrato 
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nella (113.1) e indicando con Z, l’hamiltoniano dell’ atomo in assen- 
za di campo, troviamo 


H = -Ho+ lel SI AaPa 


a a 


Sostituendovi A dalla (111,7), otteniamo 
H= Ho+ ine ED ltaPe) + gras DI (Hr: E +Ieli gg. 


Ma il prodotto vi Ir. pal è V’ SR del momento orbitale 
dell'elettrone, e la somma su tutti gli elettroni dà l'operatore RL 
del momento orbitale totale dell'atomo. In tal modo, 


î= + un (£+28) H+ D (Hr? (113,2) 


(ig è il magnetone di Bohr). L'operatore 
har= — pp (L+ 28) (113,3) 


si può considerare come operatore del momento magnetico « intrin- 
seco » dell'atomo di cui cioè l’atomo stesso è dotato in assenza 
di campo. 

Il campo magnetico esterno separa i livelli atomici rimuovendo 
a degenerazione rispetto alle direzioni del momento angolare totale 
(effetto di Zeeman). Determiniamo l'energia di questa separazione 
dei livelli atomici caratterizzati da determinati valori dei numeri 
quantici 7, L, S (cioè supponendo per i livelli il caso dell’accoppia- 
mento LS; vedi $ 72). 

Supponiamo il campo magnetico cosi debole che sia piccolo ri- 
spetto alle distanze fra i livelli energetici dell'atomo, nonché ri- 
spetto agli intervalli della struttura fine dei livelli. Allora il se- 
condo e il terzo termine nella (113,2) si possono considerare come per- 
turbazioni, e i livelli pervturbati sono componenti di multipletti. 
In prima approssimazione, si può trascurare il terzo termine, qua- 
dratico rispetto al campo, in confronto al secondo, che è lineare. 

In questa approssimazione, l'energia di separazione AF sarà 
determinata dal valore medio della perturbazione in stati (imper- 
turbati) che differiscono per valori della proiezione del momento 
angolare totale sulla direzione del campo. Scegliendo questa dire- 


zione come asse z, abbiamo 

AE = upll (L2+ 25.) = ugll (J,+ Sì). (113,4) 
Il valore medio Y, coincide semplicemente con l’autovalore dato 
J, = M;. Il valore medio S, si può trovare nel modo seguente 
(cfr. $ 72). 
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Mediamo prima l'operatore S rispetto a uno stato dell'atomo per 
il quale sono fissati i numeri S, Le J ma non il numero M,;. L'ope- 
ratore S mediato in questo modo può essere « diretto » soltanto lungo 
J, l’unico « vettore » conservativo che caratterizza l'atomo libero. 
Si può quindi scrivere 

S=costante-J. 

Ma in tale forma questa uguaglianza ha solo un significato conven- 
zionale, poiché le tre componenti. del vettore J non possono avere 


contemporaneamente valori determinati, hanno -però significato 
letterale la sua proiezione sull’asse z 


$,= costante. /,= costante. M, 
e l'uguaglianza 
SJ = costante-J2 = costante-J (J +1), 


che si ottiene moltiplicando i suoi due membri per J. Portando i 


vettore conservativo J sotto il segno di media, scriviamo SJ = SJ. 
Ma il valore medio SJ coincide con l’autovalore 


1 | 
SJ=>[5(J+1)—L(L+1)+S(5+1)], 
al quale questo valore medio è uguale in uno stato con valori deter- 
minati di L°, S?°, J? (cfr. (31,4)). Determinando la costante della 
seconda uguaglianza e sostituendola nella prima, otteniamo cosi 
z JS 
S,= My: (113,5) 


Riunendo le espressioni ottenute e sostituendole nella (113,4), 
troviamo l’espressione seguente dell'energia di separazione: 


AE= usgM;H, (113,6) 
dove 
J(J+1)—L(L+1)+S(S+1 
g=t + TELO TS IA (113,7) 


è il cosiddetto fattore di Landé o fattore giromagnetico. Notiamo che 
g=1selo spin manca (S= 0, cosicché J = L))eg=2seL=0 
(cosicché J = S)!). 


1) La separazione descritta dalla formula generale (113,6)-(113,7) si chiama 
talvolta effetto anomalo di Zeeman. Questa denominazione impropria è dovuta 
storicamente al fatto che, prima della scoperta dello spin dell'elettrone, si 
riteneva come normale l’effetto descritto dalla formula (113,6) con g= 1. 
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La formula (113,6) dà diversi valori dell'energia per i 2J + 1 
diversi valori di M, = —J, —J +1, ...,J. In altre parole, 
il campo magnetico rimuove completamente la degenerazione dei 
livelli rispetto alle direzioni del momento angolare, contrariamente 
al campo elettrico che non separava i livelli con M; = +|M;l| 
($ 76)!). Osserviamo però che la separazione lineare, determinata 
dalla formula (113,6) viene a mancare se g = 0 (ciò che è possibile 
anche per J # 0, per esempio, per gli stati ‘D/2.) 

Abbiamo visto nel $ 76 che esiste un legame fra lo spostamento 
del livello energetico dell'atomo nel campo elettrico e il valore 
medio del suo momento di dipolo elettrico. Un legame analogo esiste 
anche nel campo magnetico. L'energia potenziale di un sistema di 
cariche è data nella teoria classica dall'espressione —uH, dove u 
è il momento magnetico del sistema. Nella teoria quantistica, essa 
va sostituita dall'operatore corrispondente, cosicché l’hamiltoniano 
del sistema è 


f-f,-uH=f,— u.H. 


Applicando ora la formula (11,16) (con il campo H come parametro 
À), troviamo che il valore medio del momento magnetico è 


Wa= Gr: (113,8) 
dove AE è lo spostamento del livello energetico del dato stato del- 
l'atomo in esame. Sostituendovi la (113,6), vediamo che l’atomo 
nello stato con determinato valore M , della proiezione del momento 
angolare su una certa direzione z possiede un momento magnetico 
medio nella stessa direzione dato da 


= — upgMy. (143,9) 


Se l’atomo non possiede né spin né momento angolare orbitale 
(S = L=0), il secondo termine nella (113,2) non dà spostamento 
del livello né in prima approssimazione né in quelle di ordine più 
elevato (in quanto tutti gli elementi di matrice di L e S si annullano). 
Quindi tutto l’effetto è dovuto in questo caso al' terzo termine nella 
(113,2), e nell’approssimazione al primo ordine perturbativo lo 
spostamento dei livelli è uguale al valore medio 


AE == S {Hr}. (113,10) 


1) Le considerazioni applicate a questo proposito nel $ 76 al caso elettri- 
co non sono valide per il campo magnetico. E questo perché H è un vettore 
assiale e quindi cambia di segno nella riflessione in un piano passante per la sua 
direzione. Di conseguenza gli stati che si ottengono l'uno dall'altro in seguito 
a questa operazione si riferiscono sostanzialmente all’atomo che si trova 
in campi diversi. 
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Scrivendo [Hr,]® = 4?rî sen’ 0 dove © è l’angolo fra r, e H, e me- 
diando rispetto alle direzioni di r,, otteniamo sen? 0 = 1 — 
così 0 = 2/3 (la funzione d’onda dello stato con L=5S = 
gode di simmetria sferica e, di conseguenza, la media rispetto alle 
direzioni viene eseguita indipendentemente dalla media rispetto 
alle distanze r.). In tal modo 


AE=3 HS ri. (113,11) 


a 


Il momento magnetico calcolato secondo la formula (143,8) sarà 
ora proporzionale all’intensità del campo (in assenza di campo l’ato- 
mo con L= S=0 non ha ovviamente momento magnetico). Scri- 
vendolo nella forma yH, possiamo considerare il coefficiente y come 
suscettibilità magnetica dell'atomo. Per questa grandezza vale 
la seguente formula di Langevin (1905): 


= 7 fl (113,42) 


Il fatto che questa grandezza è negativa significa che l'atomo è 
diamagnetico!). 

Se invece J=0 ma S=L #0, allora lo spostamento del 
livello, lineare rispetto al campo, manca, ma l’effetto qua- 
dratico nell’approssimazione del secondo ordine perturbativo — 
uarH è superiore all'effetto (113,11)?). Ciò è dovuto al fatto che, se- 
condo la formula generale (38,10), la correzione all'autovalore 
dell’energia nell’aspprossimazione del secondo ordine è determinata 
dalla somma di espressioni nei cui denominatori figurano le 
differenze dei livelli imperturbati: nel caso considerato sono gli 
intervalli della struttura fine del livello, che sono grandezze molto 
piccole. Nel $ 38 è stato rilevato che la correzione nell’approssima- 
zione del secondo ordine al livello fondamentale è sempre negativa. 
Quindi il momento magnetico nello stato fondamentale sarà una 
grandezza positiva, cioè l'atomo che si trova nello stato fondamen- 
tale conJ=0, L = S #0 è paramagnetico. 

In campi magnetici intensi in cui u,/ è paragonabile agli inter- 
valli della struttura fine o è addirittura più grande la separazione 
dei livelli non segue quella prevista dalla formula (113,6), (113,7); 
questo fenomeno è detto effetto di Paschen-Back. 


1) Ricordiamo che per calcolare il valore quadratico medio della distanza 
degli elet troni dal nucleo non si può usare il modello di Thomas-Fermi. 


L'’integrale |\nr® dr, con la densità di Thomas-Fermi n (r), converge troppo 
lentamente, e perciò i valori che si ottengono differiscono molto da quelli 
empirici. ; 

2) Per S = L #0, gli elementi di matrice non diagonali di L,, S, per le 
transizioni S, LL J + S, L2 J +1 sono; in generale, diversi da zero. 
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Il calcolo dell’energia di separazione è assai semplice nel caso 
in cui la separazione di Zeeman è grande rispetto agli intervaili della 
struttura fine, ma sempre piccola, s'intende, rispetto alle distanze 
fra i diversi multipletti (cosicché si può sempre trascurare nel- 
l’hamiltoniano (113,2) il terzo termine rispetto al secondo). In altre 
parole, l'energia nel campo magnetico supera notevolmente l’in- 
terazione spin-orbita!). Quindi, nell’approssimazione del primo 
ordine questa interazione può essere trascurata. In questo caso si con- 
serva non solo la proiezione del momento totale, ma si conservano 
anche le proiezioni M, e Ms del momento angolare orbitale e dello 
spin, cosicché la separazione è determinata dalla formula 


AE= pH (M,+2Ms). (113,13) 


La struttura fine si sovrappone alla separazione nel campo 
magnetico. Essa viene determinata dal valore medio del- 
l'operatore ALS (72,4) rispetto allo stato con Mz, Ms dati stiamo 
considerando la separazione in multipletti dovuta all’interazione spin- 
orbita). Per un dato valore di una delle componenti del momento 
angolare, i valori medi delle altre due sono nulli. Quindi LS = 
= M,Ms, cosicché nell’approssimazione successiva l’energia dei 
livelli è data dalla formula 

AE=ugH (Mr +2Ms)+AM,Ms. (113,14) 


Il calcolo della separazione di Zeeman nel caso generale in cui 

il tipo di accoppiamento è arbitrario (non LS) è impossibile. Si 

può affermare soltanto che la separazione (in un campo debole) è 

lineare rispetto al campo e proporzionale alla proiezione M , dello 
spin totale, cioè ha la forma 

AE= Usfgn5HMy, (113,15) 


dove g,y; sono dei coefficienti caratteristici per un dato termine 
(indichiamo con n l'insieme di numeri quantici, eccetto J, che 
caratterizzano il termine). Benché questi coefficienti non possano 
essere calcolati separatamente, risulta possibile trovare una formula 
utile per le applicazioni che determina la loro somma presa rispetto 
a tutti gli stati possibili dell'atomo con una data configurazione 
elettronica e con dato momento angolare totale. 
Per definizione, 
Eny5M3= JM |L24 25,|nJM 7). 


Quanto alle grandezze gsryMy; (dove gsry è il fattore di Landé 
(113,7) corrispondente all’accoppiamento LS), esse sono gli ele- 


1) Per i casi intermedi in cui l’azione del campo magnetico è paragonabile 
all'interazione spin-orbita, il calcolo della separazione in forma generale è 
impossibile (per il caso S = 1/2 il caicclo è dato nel problema 1). 
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menti di matrice diagonali 


esL3M = (SLIM ;|L.+2S,|SLIJM }), 


calcolati rispetto ad un altro sistema completo di funzioni d'onda. 
Le funzioni di ciascuno di questi sistemi si ottengono dall’altro 
sistema con una trasformazione lineare unitaria. Ma tale trasforma- 
zione lascia invariata la somma degli elementi diagonali della ma- 
trice ($ 12). Concludiamo quindi che 


2, En3M3= è esLsMy 


ossia, poiché gn 5 € £sLy non dipendono da'M,, 
VD 8ns= DI BsLy. (113,16) 
n SL 


La somma è estesa a tutti gli stati con dato J, che sono possibili 
per la configurazione elettronica data. Questa è la relazione cercata. 


PROBLEMI 


1. Determinare la separazione del termine con S = 41/2 per effetto di 
Paschen-Back. 

Soluzione. Il campo magnetico e l'interazione spin-orbita devono essere 
consderati contemporaneamente nella teoria delle perturbazioni, cioè l'opera- 
tore della perturbazione ha la forma!) 


Come funzioni d’onda iniziali nell’approssimazione di ordine zero prendiamo le 

funzioni corrispondenti a stati con valori determinati di L, S = 41/2, Mr, Mg 

(L è dato, My = —L, ..., Li Mg= 4/2). Negli stati perturbati si conserva 

solo la somma M = M;= Mr + Mx, + Mg(V commuta con J,), cosicché si 

0 attribuire alle componenti de. termine separato valori determinati 
i M. 

I valori M = +(L + 41/2) possono essere realizzati in un solo modo: ri- 
spettivamente con | MyMg)= | L1/2)e | ZL, —1/2). Quindi le correzioni 
all'energia degli stati con questi valori di M sono uguali semplicemente agli 
elementi di matrice diagonali (M, Ms |V|MzMsg}) con i valori indicati di 
| MyMs). Gli altri valori di M possono essere realizzati in due modi: 
| M — 1/2,1/2) e | M + 1/2,—4/2). A ciascuno M corrispondono qui due diversi 
valori dell'energia che vengono determinati dall’equazione secolare formata 
dagli elementi di matrice per le transizioni fra questi due stati. Gli elementi 


di matrice di LS vanno calcolati moltiplicando le matrici (M, |L| ML e 


1) Non scriviamo in V il termine proporzionale a (LS)? (interazione spin- 
spin). È da tener presente, però, che, in virtù delle proprietà specifiche delle 
matrici di Pauli (vedi $ 55), per lo spin S = 4/2 l'espressione (LS)? si riduce 
a LS cd è stata perciò incorporata nella formula scritta. 
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Ms |S|] MS) e sono uguali a 
(MyMs|LS|MyMg)=M,Ms, 
(M +1/2, —1/21LS|M_—1/2, 1/2)=(M —1/2, 1/2|LS|M+1/2, —1/2)= 
= VITTI =MFV,. 
In assenza di campo magnetico il termine è un doppietto nel quale la distan- 
za fra le componenti e = A (L + 1/2) (vedi (72,6)). Prendiamo per origine 


dell'energia il più basso fra questi livelli. Allora le formule definitive per i 
livelli in un campo magnetico diventano 


"N fi 2 uaHMe 71/2 
E°=5+tusHiMt£|7 (e2+ pBH) + STA. 


per M=L—-41/2,...,—(L— 17/2). 
Per ugH/e <1 si ottiene 


= 2(L41) Lei 2L 
SRBA i or ra, eheor 


in accordo con le formule (143,6), (113,7) (nelle quali bisogna porre S = 41/2, 
J=L+41/2). Per ugH/le D1 
Ex=yugH(M + 1/2)+5* Me 


2L+1 


in accordo con la (113,14). 
2. Determinare la separazione per effetto di Zeeman dei termini di una 


molecola biatomica nel caso a. 

Soluzione. Il momento magnetico dovuto al moto dei nuclei è molto piccolo 
rispetto al momento magnetico degli elettroni. Quindi la perturbazione del 
campo magnetico per la molecola deve essere scritta come per un sistema di 
elettroni, cioè, come precedentemente, nella forma V= u pH (C+ 2S), dove 
L, S sono i momenti angolari elettronici orbitale e di spin. 

Mediando la perturbazione rispetto allo stato elettronico, otteniamo nel 


caso a 
uplin: (A+2Z)=upHn,(220— A). 


Il valore medio di n, rispetto alla rotazione della molecola è l'elemento di 
matrice diagonale 
QM 


IM n PO=TTI: 


dove M = M ;(l’elemento di matrice si calcola secondo l'elemento di matrice 
ridotto dato dalla formula (87,4) dove va fatta la sostituzione X, A+4,92). 
Quindi, la separazione cercata è 


Q(29— A) 
T(I-F1) 
3. Lo stesso problema per il caso b. 


Soluzione. Gli elementi di matrice diagonali (AKJ | V | AKJ), che de- 
terminano la separazione cercata, potrebbero essere calcolati secondo le regole 
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generali esposte nel $ 87. E più facile, però, fare il calcolo in un modo più intui- 
tivo. Mediando l'operatore della perturbazione rispetto allo stato orbitale e 
elettronico, otteniamo 

; usi (Anz+-25,) 


(questa media non incide sull’operatore dello spin). Mediamo poi rispetto 
alla rotazione della molecola (il valore medio di n, va determinato mediante 


la formula (87,4)): 
Hi fi oe 
HB (7 (K+1) 2+ 26, . 


Infine, mediamo rispetto alla funzione d’onda di spin; i valori finali medi dei 
vettori possono essere diretti soltanto secondo l’unico vettore conservativo, e 
cioè il momento angolare totale J. Otteniamo quindi (cfr. (113,5)) 


usi A? 
TOTI) KRT" + 2(89) | - 


(M=Mj;)o, in definitiva, 
—__ta_ SN » 
bE=TT {FRTETI [J(7+1)+K(K+1)—S(S+1)}+ 
+19 (7+1)—K(K+1)+5(5+4)]} HM. 


4, Un atomo diamagnetico si trova in un campo magnetico esterno. Deter- 
minare l’intensità del campo magnetico indotto al centro dell’atomo. 

Soluzione. Per S = L = 0, la perturbazione lineare rispetto alcampo manca 
nell’hamiltoniano e, di conseguenza, la correzione nell’approssimazione del 
primo ordine rispetto al campo magnetico manca nella funzione d’onda dell’ato- 
mo. La variazione j' della corrente elettronica nell’atomo, indotta dal campo 
magnetico esterno, è dovuta (sempre in prima approssimazione rispetto ad 7) 
solo all'aggiunta del termine (| e |/mc) A_ negli operatori della volocità degli 
elettroni. Abbiamo perciò?) 


[Hr], (1) 


dove p è la densità elettronica nell’atomo. L'intensità del campo magnetico 
creata da questa corrente supplementare al centro dell’atomo è 


1 rj' 
Hma=+ | 55 dv 


(vedi più avanti la (121,8)). Sostituendovi la (1) e mediando sotto il segno di 
integrale rispetto alle direzioni di r, otteniamo 


e? a e 
(Hima= gir H | Lar=L 005, 2) 


dove e (0) è il potenziale del campo creato dallo strato elettronico dell'atomo 
nel suo centro. 

Nel modello di Thomas-Fermi e (0) = —1,80Z‘8me#/n2 (vedi (70,8)), 
cosicché 


; 2 2 
Hina = — 0,60 (1) z4/3H= — 3,2-10-524/3H. 


1) Questa espressione corrisponde alla precessione di Larmor dello strato 
elettronico dell'atomo intorno alla direzione del campo magnetico esterno 
(vedi vol. II, Teoria dei campi, $ 45) 
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$ 114. Spin in un campo magnetico variabile 


Consideriamo una particella elettricamente neutra dotata di 
momento magnetico e che si trova in un campo magnetico omogeneo 
ma variabile (nel tempo). Si può trattare sia di una particella ele- 
mentare (per esempio di un neutrone) sia di una particella complessa 
(di un atomo). Il campo magnetico è supposto così debole che l’ener- 
gia magnetica della particella nel campo è piccola rispetto agli 
intervalli fra i suoi livelli energetici. Allora si può considerare il 
moto della particella in blocco, essendo fissato il suo stato interno. 

Sia s l'operatore del momento « intrinseco » della particella — 
dello spin per una particella elementare o del momento angolare 
totale J per un atomo. Rappresentiamo l’operatore del momento 
magnetico nella forma (111,1). L’hamiltoniano per il moto della 
particella neutra in blocco si scrive nella forma 


É =-sH (114,1) 


(è stata scritta soltanto la parte dell’hamiltoniano che dipende dallo 
spin). 
In un campo omogeneo questo operatore non contiene esplicita- 
mente le coordinate’). Quindi la funzione d’onda della particella 
si scinde nel prodotto della funzione orbitale e della funzione di 
spin. Di queste la prima è semplicemente la funzione d’onda del 
moto libero; ci interesserà più avanti solo la parte di spin. Mostriamo 
che il problema di una particella con momento angolare arbitrario s 
può essere ridotto al problema più semplice del moto di una parti- 
cella con spin 1/2£ (Majorana). A questo scopo è sufficiente appli- 
care il metodo già usato nel $ 57. Precisamente, in luogo di una 
particella con spin s si può formalmente introdurre un sistema di 


2s « particelle » con spin 1/2. L'operatore s sarà rappresentato allora 


dalla somma Ys di operatori di spin di queste « particelle », e la 
funzione d’onda dal prodotto di 2s spinori di rango uno. L’hamilto- 
niano (114,1) si scompone allora nella somma di 2s hamiltoniani 


indipendenti: 


H= Ho, Ha=-tHs, (114,2) 


1) Questi ragionamenti si possono applicare anche al caso in cui una parti- 
cella qualsiasi (che può essere anche carica) si muove in un campo magnetico 
non omogeneo, e il suo moto può essere considerato come quasi-classico. Allora il 
campo magnetico, che varia mentre la particella descrive la sua traiettoria, si 
può considerare semplicemente come funzione del tempo ed applicare alla varia- 
zione della funzione d’onda di spin le stesse equazioni. 
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cosicché il moto di ciascuna delle 2s « particelle » viene determinato 


DI 


indipendentemente dalle altre. Dopo aver fatto questo, è sufficiente - 
introdurre ancora le componenti di uno spinore simmetrico arbi- 
trario di rango 2s in luogo dei prodotti delle componenti dei 2s spi- 
nori di rango uno. 


PROBLEMI 


1. Determinare la funzione d'onda di spin di una particella neutra con spin 
1/2 che si trova in un campo magnetico omogeneo, costante in direzione ma 
variabile in modulo secondo la legge arbitraria H (t). 

Soluzione. La funzione d’onda è lo spinore p* che soddisfa l'equazione 
d’onda | 


ihpY= — 2uHSy”, (1) 


Prendendo la direzione del campo come asse z, riscriviamo questa equazione 
in componenti spinoriali 


hp! = —uHpypi, ip? =uHy% 
Da cui 


yi=e, exp (È | H di) ; w?= co exp (-È | H dt) « 


Le costanti c, è co vanno determinate dalle condizioni iniziali e dalla condizione 
di normalizzazione | wp! |? + | ph? [2 = 1. 

2. Lo stesso problema in un campo magnetico omogeneo, costante in modu- 
lo, ma la cui direzione ruota uniformemente (con velocità angolare ©) intorno 
all'asse 2 formando con esso l’angolo @ 

Soluzione. Le componenti del campo magnetico sono 


H,= Hsen@0cosui, Hy=H sen0 sen ot, H,=H così, 
dalla (1) ricaviamo il sistema di equazioni 
pi= ig (cos 9-yi-+sen 9-eÎ0%p2), 
y? = iy (sen 0-e'9* pi cos 0-y2), 
dove wy = UMH/h. La sostituzione 
yi= e!0!/2 01, yz= ei0t/2 2 


trasforma queste equazioni in un sistema di equazioni lineari a coefficienti 
costanti la cui risoluzione ci dà 


pi= en i08/2 (c,ei902 4 cre i84/2), 


2-20, sen Gei®!/2 C1 iQt/2__ c2 — i9t/2 | 
Ù n i QPo+20y c08 6 Q_- 0-20 608 0 ’ 


dove 
Q= V(0+20y cos 0)?-+- 40}, sen? 8. 
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$ 115. Densità di corrente in un campo magnetico 
Ricaviamo l’espressione quantistica della densità di corrente 


nel caso del moto di particelle cariche in un campo magnetico. 
Partiremo dalla formula!) 


6H=-—1 | j6A dV, (115,4) 


che determina la variazione della funzione di Hamilton di un sistema 
dì cariche distribuite nello spazio in seguito alla variazione del 
potenziale vettore”). Nella meccanica quantistica, essa deve essere 
applicata al valore medio dell’hamiltoniano della particella carica: 


IT — s[_1,°_ € 2_WRgy2 
H=\v 3 (9_TA) — È Hs | Var. (145,2) 

Eseguendo la variazione e tenendo presente che SH = rot SA, 
troviamo 


| v-[- © (PSA + SAp) +-£ ASA ] YaV— 


2me mc? 


E { rot 6A-Y*SY dV. (115,3) 


Trasformiamo il termine con pSA, integrandolo per parti: 
Î Y*PSAY dV = if Î Y*v (SAY) dV = if | SAYVY* dV 


(come al solito, l'integrale su una superficie all’infinito si annulla). 
Integriamo per parti anche nell’ultimo termine della (115,3), 
applicando la ben nota formula dell’analisi vettoriale 


arotb= — div [ab] +brota. 


L’integrale del termine con div si annulla, cosicché resta 
\ Y*SY rot 6A dV = Î SA rot (Y*SY) dV. 


1) In questo paragrafo si indica con j la densità di corrente elettrica: la 
densità di corrente delle particelle moltiplicata per la loro carica e. 
2) La funzione di Lagrange per una carica in un campo magnetico contiene 


. . e . . . . . . 
il termine — vA ossia, rappresentando la carica come distribuzione nello spazio, 


z jA dV. La variazione della funzione di Lagrange al variare di A è quindì 
uguale a 
6L = 2 (0A dv. 


Quanto alla variazione infinitesima della funzione di Hamilton, essa è uguale 
alla variazione della funzione di Langrange presa con il segno contrario (vedi 
vol. I, Meccanica, $ 40). 
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Otteniamo finalmente 
67= 0 di | SA (YYY*— Y*VW) dV + 
TERE | ASAYY* d/— È | SArot (Y*SY) dY. 


Confrontando con la (115,1), troviamo l’espressione seguente della 
densità di corrente: 


= vw) Yeyr]— È APWP4 Lorot(YSY). (115,4) 


inn che anche se questa espressione contiene esplicitamente 
il potenziale vettore, essa, come c’era da aspettarsi, è completa- 
mente univoca. È facile convincersene con un semplice calcolo, os- 
servando che contemporaneamente alla trasformazione del poten- 
ziale vettore, secondo la (111,8), occorre eseguire anche la 
trasformazione della funzione d’onda secondo la (111,9). 

È facile anche verificare che la corrente (115,4) con la densità 
di cariche p =e | Y |? soddisfa, come doveva essere, l’equazione 


di continuità 
2 + divj=0. 


L'ultimo termine nella (115,4) dà un contributo alla densità di 
corrente dovuto al momento magnetico delle particelle. Esso ha la 
forma c rot m, dove 


= Pt Put (115,5) 


è la densità spaziale del momento magnetico. 

L' espressione (115,4) è il valore medio della densità di corren- 
te. La si può considerare come l’elemento di matrice diagonale di un 
certo operatore, dell’operatore densità di corrente j. È più facile 
scrivere questo operatore nella rappresentazione di seconda quantiz- 
zazione, ciò che si effettua sostituendo di Y e Y* con gli ope- 
ratori Y e P* (secondo la regola generale, Y* deve trovarsi in ogni 
termine a sinistra di Y). Di questo operatore si possono determi- 
nare anche gli elementi di matrice non diagonali: 


inm = 97 I(VY%) Ym— YIVY nl È AYRYm+ E crot (YISY n). 
(115,6) 
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$ 116. Invarianza isotopica 


Attualmente non esiste ancora una teoria compiuta delle cosid- 
dette forze nucleari, delle forze cioè che agiscono fra le particelle 
nucleari (nucleoni) assicurandone la coesione nel nucleo atomico. Ne 
segue che nella descrizione delle forze nucleari si deve, per il mo- 
mento, far appello all’esperienza in misura molto maggiore di quanto 
ciò non sarebbe necessario se si avesse una teoria coerente. 

I nucleoni si distinguono in particelle di due specie in primo 
luogo, per le loro proprietà elettriche, in quanto i protoni (p) 
hanno carica positiva e i neutroni (r) sono elettricamente neutri. 
Nello stesso tempo, gli uni e gli altri hanno lo stesso spin 41/2, 
e le loro masse sono quasi uguali (la massa del protone vale 
1836,1 masse elettroniche, e quella del neutrone 1838,6). Questa 
somiglianza non è casuale. Malgrado la differenza fra le loro proprietà 
elettriche, il protone e il neutrone sono particelle molto simili, e 
questa somiglianza ha un'importanza fondamentale. 

A prescindere dalle forze elettriche relativamente deboli, risul- 
ta che le forze di interazione di due protoni sono molto simili alle 
forze agenti fra due neutroni. Questa proprietà si chiama simmetria 
di carica delle forze nucleari!). 

In particolare, si può affermare, nella misura in cui questa sim- 
metria è osservata, che un sistema di due protoni (pp) e un sistema 
di due neutroni (nn) posseggono stati con proprietà identiche. Ovvia- 
mente è essenziale allora che sia i protoni sia i neutroni obbediscano 
a una stessa statistica (statistica di Fermi), e, di conseguenza, sono 
ammissibili per i sistemi pp e nn soltanto stati con la stessa simmetria 
delle funzioni d’onda w (r,, G;; rz, 0) che sono antisimmetriche ri- 
spetto alla permutazione contemporanea delle coordinate e degli spin 
delle particelle. 


1) Essa si rivela, in particolare, nella stretta analogia delle proprietà 
(dell’energia di legame, dello spettro energetico, ecc.) dei cosiddetti nuclei spe- 
culari, nuclei che si distinguono l’uno dall’altro per la sostituzione di tutti i 
protoni con i neutroni, e viceversa. 
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Ma la simmetria di carica non è altro che una delle manifestazio- 
ni di una somiglianza fisica ancora più profonda fra il protone e il 
neutrone che è stata denominata invarianza isotopica'). Questa più 
profonda relazione porta all'esistenza di un’analogia non solo fra i 
sistemi pp e nn (che si ottengono l’uno dall’altro sostituendo tutti i 
protoni con i neutroni, e viceversa), ma anche fra questi sistemi e 
un sistema pn costituito da particelle differenti. È ovvio che, in 
generale, non ci può essere qui l'analogia totale, poiché gli stati pos- 
sibili del sistema pn, costituito da particelle non identiche, non 
devono essere limitati comunque a stati con funzioni d’onda anti- 
simmetriche. Risulta però che fra gli stati possibili del sistema pr vi 
sono stati coincidenti, per quanto riguarda le loro proprietà, con 
gli stati di sistemi di due nucleoni identici”); questi stati sono de- 
scritti, naturalmente, dalle funzioni d’onda antisimmetriche (gli 
altri stati del sistema pr sono descritti dalle funzioni d’onda sim- 
metriche e mancano nei sistemi pp e nn). 

L'’invarianza isotopica, cosi come la simmetria di carica, vale 
soltanto se si trascura l'interazione elettromagnetica. Un'altra 
ragione della sua validità approssimativa consiste nella differenza, 
anche se non grande, fra le masse del neutrone e del protone; l’os- 
servanza perfetta della simmetria fra neutroni e protoni signifi- 
cherebbe, ovviamente, la coincidenza esatta delle loro masse*). 

Per la descrizione dell’invarianza isotopica si può introdurre l’ap- 
parato formale seguente, a cui si arriva in modo naturale osservando 
che l’invarianza isotopica si riduce a stabilire la possibilità di clas- 
sificare gli stati di un sistema di nucleoni secondo la simmetria 
delle sue funzinoi d'onda orbitali e di spin p indipendentemente dal 
tipo al quale appartengono i nucleoni. L'apparato cercato deve quindi 
permettere l'introduzione, per la caratteristica degli stati del siste- 
ma, di un nuovo numero quantico la cui assegnazione definisca uni- 
vocamente la simmetria delle funzioni w. Una situazione analoga 
l'abbiamo già incontrata studiando un sistema di particelle con 


spin 1/2. Precisamente, abbiamo visto (vedi $ 63) che, per un sistema, 


l'assegnazione dello spin totale S a un sistema determina univocame 
nte la simmetria della sua funzione d’onda orbitale 9, qualunque 
sia, fra i due valori possibili (+ 1/2), il valore delle proiezioni o degli 
spin di ciascuna delle particelle. 

E naturale quindi che, per la descrizione formale dell’invarianza 
isotopica, occorre considerare il neutrone e il protone come due diver- 
si stati di carica di una stessa particella (nucleone) che differiscono 


1) Nella letteratura questa invarianza si chiama anche isobarica. 

2) Questo è stato dimostrato con analisi di dati sperimentali sulla diffu- 
sione di neutroni e protoni da parte di protoni, da G. Breit, E. U. Condon, 
R. D. Present (1936). 

3) È da supporre che, in realtà, questa differenza fra le masse del neutrone 
e del protone ab ia anch’essa un'origine elettromagnetica. 
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per il valore della proiezione di un nuovo vettore t analogo, per 
quanto riguarda le sue proprietà formali, al vettore spin 1/2. Questa 
nuova grandezza, che si chiama di solito spir isotopico (0, semplice- 
mente, isospin)!), è un vettore in un certo « spazio isotopico » ausili- 
ario Èn$ (che non ha, ‘beninteso, niente in comune con lo spazio 
reale). 
La proiezione dello spin isotopico del nucleone sull’asse % può 
avere solo due valori tf = + 1/2. Il valore +1/2 siattribuisce con- 
venzionalmente al protone, e il valore — 1/2 al neutrone?). Gli 
isospin di più nucleoni si combinano nello isospin totale del sistema 
secondo la regola di composizione degli spin usuali. Allora, la com- 
ponente % dell’isospin totale del sistema è uguale alla somma dei 
valori t; di tutte le particelle componenti. Per un nucleo con Z (nu- 
mero atomico) protoni, N neutroni e con numero di massa 4 = 
=Z4 N abbiamo 

T=Su=i7=2z-4, (116,1) 
cioè 7: determina, per un dato numero di nucleoni, la carica totale 
del sistema. È chiaro quindi che vale la conservazione rigorosa del- 
la grandezza 7, che è semplicemente la legge di conservazione della 
carica. 

Quanto al valore assoluto dello spin isotopico del sistema 7, 
esso determina la simmetria della « parte di carica » © della fun- 
zione d’onda del sistema, cosi come lo spin totale S determina la 
simmetria della funzione d'onda di spin. Cosî, esso determina anche 
}Ja simmetria della funzione d’onda orbitale e di spin (cioè della fun- 
zione d’onda ordinaria) w, poiché la funzione d’onda totale del si- 
stema di nucleoni (cioè il prodotto pw) deve godere di una simmetria 
determinata: come per tutti i fermioni, essa deve essere antisimme- 
trica rispetto alla permutazione contemporanea delle coordinate, 
degli spin e delle « variabili di carica » © delle particelle. Quindi la 
presenza di una simmetria determinata nelle funzioni d’onda w di 
un sistema qualsiasi di nucleoni si esprime appunto nello schema 
esposto della conservazione della grandezza 7. 

Si può anche dire, in altri termini, che l’invarianza isotopica 
significa l’invarianza delle proprietà del sistema rispetto ad ogni 
rotazione nello spazio isotopico, Gli stati che differiscono solo per i 
valori di 7; (per valori assegnati di 7 e degli altri numeri quantici) 
sono identici per le loro proprietà. In particolare, la simmetria di 
carica — l’invarianza delle proprietà del sistema rispetto alla sosti- 
tuzione di tutti i protoni con i neutroni e viceversa — è un caso 
particolare dell’invarianza isotopica e viene descritta allora come 


1) È stata introdotta da W. Heisenberg (1932) ed applicata alla descrizione 
dell’invarianza isotopica da B. Cassen e E. U. Condon (1936). 
3) Nella letteratura si usa anche la definizione inversa. 
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invarianza rispetto al cambiamento contemporaneo del segno di 
tutte le t;, cioè rispetto alla rotazione di 180° nello spazio isotopico 
attorno ad un asse giacente nel piano Èn. 

Notiamo anche che la violazione evidente dell’invarianza isoto- 
pica nell'interazione coulombiana risulta formalmente dallo schema 
considerato: l’interazione coulombiana dipende dalla carica, cioè 
dalle componenti $ dell’isospin non invarianti rispetto alle rotazioni 
nello spazio Èn6. 

Consideriamo, per esempio, un sistema di due nucleoni. Il suo 
spin isotopico totale può assumere i valori 7 = 1e 7 = 0.Per 7 =1 
sono possibili i valori della proiezione 7; = 1, 0, —41. A questi valo- 
ri corrispondono, secondo la (116,1), i valori della carica 2, 1, 0, 
cioè il sistema con 7 = 1 può essere realizzato come pp, pn e nn. 
La parte di carica © della funzione d’onda con 7 = 1 è simmetrica 
{cosi come al valore dello spin $ = 41 corrisponde una funzione di 
spin simmetrica, cfr. $ 62). Quindi al valore 7 = 1 corrispondono 
gli stati con le funzioni d'onda antisimmetriche ordinarie w. Per 

= 0 è possibile solo 77 =0, e la funzione corrispondente ®© è 
antisimmetrica; di conseguenza, ne fanno parte gli stati del sistema 
pn con le funzioni d'onda simmetriche q. 

Allo spin isotopico corrisponde un operatore t che agisce sulla 
variabile di carica t; nella funzione d'onda, cosi come l’operatore 


di spin s agisce sulla variabile di spin o. Data l'analogia formale 
totale fra l’uno e l’altro, gli operatori TE, ii Tr si esprimono con le 
stesse matrici di Pauli (55,7), da cui sono espressi gli operatori s,, 
Su Sr 

Diamo qui qualche combinazione di questi operatori avente un 
semplice significato intuitivo. La somma 


4. «Ra SOA 
t=Tr + Ttn= n o) 


è un operatore che, applicato a una funzione d’onda di un neutrone, 
la trasforma nella funzione di un protone e che, applicato a una 
funzione di un protone, l’annulla. Analogamente, l'operatore 


“2 ]00 
i=ù-i=(, 0) 


trasforma un protone in neutrone e annichila un neutrone. Infine, 


l'operatore 
4 > 10 
210 0) 


lascia inalterata la funzione di un protone e annichila un neutrone; 
moltiplicato per e, lo si può chiamare operatore di carica del nu 
cleone. 
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Mostriamo ancora come si può esprimere l’ operatore P di per- 
mutazione di due particelle mediante gli operatori t, e ©, degli iso- 
spin di queste particelle. Per definizione di P, il risultato della sua 
azione sulla funzione d'onda del sistema di due particelle w (r,, 0}; 
r,, 0;) consiste nella permutazione delle coordinate e degli spin di 
queste particelle, cioè nella permutazione delle variabili r,, 0, e 
T,, 09. Gli autovalori di questo operatore sono uguali a +1 e si 
ottengono applicandolo a una funzione simmetrica o antisimmetrica w: 


Psotimn= Psimm» PPant = — Want- (116,2) 


Abbiamo visto sopra che alle funzioni Wsimm € Want corrispondono 
le funzioni di carica ©r con valori dell’isospin totale TY = 0 e T = 
= 41. Quindi, se vogliamo rappresentare l’operatore P nella forma 
in cui esso agisce sulle variabili di carica, esso deve godere delle 
proprietà 


Por=o,  Poy= —@%. (116,3) 


A queste condizioni soddisfa l'operatore 1 — T° come ci si convince 
facilmente osservando che ©7 è l’autofunzione dell’operatore T?, cor- 
rispondente all’autovalore 7 (7 +1). Infine, scrivendo T=1t,+ t, 
e tenendo presente che 1? e 13 hanno lo stesso valore determinato 
t (t +1) = 3/4, troviamo finalmente l’espressione cercata!) 


dD=i1-T=-3-20t,. (116,4) 


Esistono per gli elementi di matrice delle varie grandezze fisiche 
di un sistema di nucleoni determinate regole di selezione rispetto 
allo spin isotopico (L. A. Radicati, 1952). Sia 7 una certa grandezza 
(di carattere tensoriale qualsiasi) che gode della proprietà additiva 
nel senso che il suo valore per il sistema è uguale alla somma dei 
valori per i singoli nucleoni. Scriviamo l'operatore di tale grandezza 
nella forma 


F- Dit 


dove la somma è estesa a tuttii protoni ei neutroni del sistema. Que- 
sta espressione si può riscrivere identicamente nella forma 


f- 2 (3+%) Îin+ Di (3-%) = 
= Di (î0+ în + I dl (116,5) 


1) Abbiamo già incontrato nei problemi del $ 62 un operatore di’ questo 
genere costituito dagli spin ordinari delle particelle. 
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dove la somma in ogni termine è estesa a tutti i nucleoni (sia proto- 
ni che neutroni). Il primo termine nella (116,5) è uno scalare e il 
secondo è la componente & di un vettore nello spazio isotopico. Per 
questi due termini valgono le stesse regole di selezione rispetto allo 
spin isotopico che valgono per gli scalari e i vettori nello spazio 
ordinario rispetto al momento orbitale ($ 29). Lo scalare isotopico 
ammette solo le transizioni senza variazione di 7; ma la compo- 
nente È del vettore isotopico ha elementi di matrice non nulli solo 
per le transizioni con variazione AT = 0, +4, essendo interdette le 
transizioni con A7 = 0 fra stati con 7 =0, che corrispondono a 
sistemi con un numero uguale di neutroni e protoni (l’ultima regola 
è dovuta al fatto che l’elemento di matrice della transizione con 
AT =0 è proporzionale a 7x; vedi la (29,7)). 

Cosi, per il momento di dipolo del nucleo il ruolo delle grandezze 
fn è svolto dai prodotti er, mentre fn = 0. Il primo termine nella 


(116,5) diventa allora 
e e 
xit= mr, 


cioè è proporzionale al raggio vettore del centro di massa e può 
essere annullato con una scelta appropriata dell’origine delle coor- 
dinate; in altre parole, il momento di dipolo del nucleo si riduce 
alla componente & del vettore isotopico. 


$ 117. Forze nucleari 


Le forze specificatamente nucleari agenti fra nucleoni sono carat- 
terizzate innanzi tutto, dal fatto di avere raggio d'azione molto 
piccolo; esse decrescono esponenzialmente a distanze —107!3 cm. 

Nel limite non relativistico si può affermare che le forze nucleari 
non dipendono dalle velocità dei nucleoni e ammettono un potenziale: 
(le velocità dei nucleoni nel nucleo sono pressappoco 1/4 della velo- 
cità della luce, vedi più avanti). L'energia potenziale U di intera- 
zione di due nucleoni dipende non solo dalla loro mutua distanza r, 
ma anche dai loro spin, e la dipendenza dagli spin non è per niente 
debole!). La dipendenza esatta da r potrebbe essere stabilita, benin- 
teso, se esistesse una teoria coerente delle forze nucleari. Quanto al 
carattere della dipendenza dagli spin, è possibile dedurlo da semplici 
considerazioni legate alle proprietà degli operatori di spin. 

Abbiamo a nostra disposizione in tutto tre vettori da cui può di- 
pendere l'energia di interazione U; il vettore unità n nella direzione 
del raggio vettore fra i due nucleoni e i loro spin sj e 8,. Secondo le 
proprietà generali dell’operatore di spin 1/2, ogni funzione di questo 


1) Sotto questo aspetto, l’interazione dei nucleoni differisce essenzialmente 
dall'interazione degli elettroni, nei quali l'interazione spin-spin è di natura 
esclusivamente relativistica ed è (negli atomi) piccola. 
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operatore si riduce a una funzione lineare ($ 55). Inoltre, occorre 
tener presente che il prodotto ns non è un vero scalare, bensi uno 
pseudosealare (essendo n un vettore polare e s un vettore assiale). È 
evidente da tutto questo che mediante i tre vettori n, sj, 9, si posso- 
no formare in tutto due grandezze scalari independenti: 8,8, e 
{ns,)(ns,) che sono lineari rispetto a ciascuno degli spin!). 

Di eonseguenza, l'operatore di interazione di due nucleoni, in 
relazione alla sua dipendenza dagli spin, può essere rappresentato 
come la somma di tre termini indipendenti 


Uora=U1 (r) +U2 (r) (8153) +U3(r) [3 (sn) (8,n)—8,82)], (117,1) 


di cui uno non dipende dagli spin e gli altri due ne dipendono. Il 
terzo termine è scritto qui in forma tale da annullarsi quando si 
media sulle direzioni di n; le forze descritte da questo termine si 
chiamano di solito forze tensoriali. 

Abbiamo apposto all'interazione (417,1) l’indice « ordinaria » 
per mettere in rilievo il fatto che questo operatore non cambia lo 
stato di carica dei nueleoni. Accanto a questa interazione è ammis- 
sibile anche un'interazione che ha come effetto la trasformazione di 
protone in neutrone, e viceversa. L’operatore di questa interazione 
« di scambio » differisce, nella‘ sua forma, dall'operatore (117,1) per 
la presenza dell'operatore di scambio delle particelle (116,4): 


Oscamb = {U, (1) +U; (r) (8189) +Us (r) [3 (8:n) (s,n) — s:8,]} P. (117,2) 
L'operatore di interazione totale è dato dalla somma 
Ù = Uora + Uscamb. (117,3) 


Cosi, l'interazione di due nucleoni è caratterizzata da sei diverse 
funzioni della distanza fra di essi. Tutti questi termini sono, in gene- 
rale, dello stesso ordine di grandezza?). 

Gli operatori di spin che figurano nelle (117,1) e (117,2) possono 
essere espressi in funzione dell'operatore dello spin totale S. Infatti, 


elevando al quadrato le uguaglianze S = sj +5, e Sn = sn-+s,n 


1) Si sottintende qui che le forze nucleari sono invarianti rispetto all’in- 
versione spaziale, cioè che esse non possono contenere termini pseudoscalari, 
Per il momento non disponiamo ancora di dati sperimentali che proverebbero 
l'inverso. 

2) Notiamo inoltre che l'interazione dipendente dalle velocità dei nucleoni 
è descritta in approssimazione lineare rispetto alle velocità da un operatore 


del tipo es 
[9, (r) + @o (r) P) LS 


dove L = [rp] è il momento angolare orbitale del movimento relativo dei nucle- 
oni (p è la sua quantità di moto), e S= s, +- 80; questo operatore contiene due 
funzioni di r. I termini del tipo pn e Sn vengono esclusi dalla condizione di in- 
varianza rispetto all’inversione spaziale e all’inversione del tempo. 
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e tenendo presente che s?= s? = 3/4, (s,n)? = (sn)? = 1/4 (vedi 
(55,10)), troviamo 


s8=7(#-3), (Gn) (m)=|(6n?-3]. (117,4) 


L'operatore $* commuta con l'operatore $, e, di conseguenza, 
le interazioni descritte dai primi due termini nella (117,1) e (117,2) 
conservano il vettore dello spin totale del sistema. L'interazione 


tensoriale contiene invece l’operatore (Sn)? che commuta con il 


quadrato S® ma non con l'operatore stesso S. Ne risulta che si con- 
serva solo il modulo dello spin totale ma non la sua direzione. 

Lo spin totale S di un sistema di due nucleoni può avere i valori 
0 e 1. Anche il suo spin isotopico totale 7 può avere gli stessi valori. 
Quindi tutti gli stati possibili di questo sistema si dividono in 
quattro gruppi che si distinguono per valori della coppia di numeri 
S, T. Per gli stati di ciascuno di questi gruppi esiste un operatore 
di interazione della forma A (r) (per S=0) 0 A(r)+B(r) x 
x I(Sn)® — 2/3] (per S = 1) al quale si riduce in questi casi l’ope- 
ratore generale (117,3) (vedi problema 1)}). 

Per valori di S e 7 dati gli stati del sistema si classificano secondo 
i valori del momento angolare totale YJ e la parità. Come sappiamo, 
al valore 7= 0 corrispondono stati con funzioni d’onda simmetri- 
che, e al valore 7 = 1 stati con funzioni d'onda antisimmetriche w. 
Poiché, d’altra parte, il valore di S determina la simmetria della 
funzione d'onda rispetto alle variabili di spin (simmetria per S = 1 
e antisimmetria per S = 0), è chiaro che con l'assegnazione della 
coppia di numeri S, 7 verrà determinato anche il carattere della 
simmetria della funzione d’onda rispetto alle variabili spaziali, 
cioè la parità dello stato. É ovvio che gli stati del sistema con spin 
isotopico 7 = 0 possono essere solo tripletti pari (S = 1) o singo- 
letti dispari (S = 0); invece gli stati del sistema con spin isotopico 
T = 41 sono tripletti dispari o singoletti pari. 

Dato che lo spin, come vettore, non si conserva, anche il momen- 
to angolare orbitale non deve, in generale, conservarsi (si conserva 
solo la somma J = L+S). Ciò nonostante, il modulo di L può 
risultare conservativo semplicemente per il fatto che i dati valori 
di J, S e della parità (oppure J, S e 7) possono essere compatibili 


1) I dati sperimentali sulle proprietà del deutone mostrano che per 7 = 0, 
S = 1 l’interazione dei nucleoni contiene un termine fortemente attrattivo con 
una buca di potenziale profonda (la presenza di forze tensoriali rende difficile la 
formulazione di questo fatto sotto forma di proprietà delle funzioni A (r), B (r)); 
si puo affermare inoltre (partendo dal segno del momento di quadrupolo osservato 
del deutone) che in questo stato il coefficiente 8 (r) nelle forze tensoriali è 
negativo. Dai dati sulla diffusione dei nucleoni segue che per 7 = 1, S= 0 
si ha anche un’attrazione ma più debole che non porta, fra l’altro, alla creazione 
di un sistema stabile di due particelle. 
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con un solo valore determinato di L (ricordiamo che la parità del 
sistema di due particelle è (—1}Z). Cosî, uno stato dispari con S = 1, 
J = 1 può avere solo L = 1, vale a dire può solo essere uno stato ?P,. 
In altri casi invece ai valori dati diJ, S e della parità possono corri- 
spondere due valori diversi di LZ, cosicché L non si conserva. Cosi, in 
uno stato dispari con S = 41, J = 2 può essere L =1ed L=3, 
cioè un tale stato è una sovrapposizione *P,+*7,. 

In tal modo, siamo arrivati ai seguenti stati possibili di un 
sistema di due nucleoni (l’indice + dà la parità): 


per T=1: Pi, *P7, @Pat Fa). Fi, ...: iS, 1Di, IGi, ..., 


per 7T=0: (38, +*D.)*, *D3, (3D34+°G.)*, ...; 1P1,!F;, ... 

Le forze nucleari non sono, in generale, additive. Questo signi- 
fica che l'interazione in un sistema di più di due nucleoni non si 
riduce alla somma delle interazioni di tutte le coppie di particelle. 
Maè probabile che le interazioni a tre (o più) corpi abbiano un ruolo 
relativamente poco importante rispetto alle interazioni a due corpi, e, 
di conseguenza, nello studio delle proprietà dei nuclei complessi ci si 
può, in misura notevole, basare sulle proprietà delle interazioni a 
due corpi. 

I dati sperimentali sui nuclei mostrano che al crescere del nu- 
mero di particelle A un sistema di nucleoni comincia a comportarsi 
come « materia nucleare » macroscopica il cui volume e l’energia 
crescono proporzionalmente ad A (a meno di effetti dovuti all'in- 
terazione coulombiana dei protoni e all’esistenza di una superficie 
libera del nucleo). La proprietà delle forze nucleari alla quale è 
legato questo fenomeno si chiama proprietà di saturazione delle forze 
nucleari. 

L'esistenza di questa proprietà impone restrizioni determinate 
alle funzioni U,, ., Ug che determinano le interazioni a due corpi 
dei nucleoni. Immaginiamo che tutte le particelle siano concentrate 
in un volume le cui dimensioni sono dell’ordine del raggio d'azione 
delle forze nucleari; allora tutte le coppie di particelle interagiscono 
fra di loro. Se esiste allora una configurazione tale dei nucleoni (e 
un'orientazione tale dei loro spin) per cui fra tutte le coppie agi- 
scano forze attrattive, l'energia potenziale di un tale sistema è una 
grandezza negativa proporzionale ad A*. L'energia cinetica di tale 
sistema è invece una grandezza positiva proporzionale a A, cioè 
a una potenza inferiore di A!). É chiaro che in tali condizioni un 
numero abbastanza grande di nucleoni andrebbe a concentrarsi in un 
piccolo volume indipendente da A, senza creare cioè materia nu- 


1) La densità n della concentrazione delle particelle nel volume dato è 
proporzionale al loro numero A, mentre l’energia cinetica di ciascuna delle 


particelle è proporzionale allora a n? (cfr. (70,1)). Quindi l’energia cinetica 


totale è —_ AA? 
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cleare. Di conseguenza, la condizione di saturazione delle forze nucle- 
ari deve esprimersi con l’assenza di configurazioni che comportano 
un’energia di interazione negativa proporzionale ad 4° (vedi pro- 
blema 2). 

La condizione che il volume della materia nucleare sia propor- 
zionale al numero di particelle si esprime con una relazione del tipo 


R=nA', (117,5) 


che lega il raggio del nucleo AR _ al numero di particelle A che con- 
tiene questo nucleo. I dati sperimentali (sulla diffusione degli elet- 
troni per i nuclei) danno il valore rg ® 1,1 -107!° cm. 
Determiniamo la quantità di moto limite dei nucleoni nella ma- 
teria nucleare (cfr. $ 70). Il volume dello spazio delle fasi corrispon- 
dente alle particelle contenute nell'unità di volume dello spazio 
fisico e avente quantità di moto p < py è uguale a 4np$/3. Dividen- 
dolo per (2xà)*, otteniamo il numero di « cellette » ciascuna delle 
quali può contenere contemporaneamente due protoni e due neutro- 
ni. Ponendo il numero di protoni uguale al numero di neutroni, ot- 
teniamo 
43 Po 3 A 
43 (3) =7 


(dove V è il volume del nucleo). Sostituendovi la (117,5), otteniamo 
__ (3524 \1/3,_ (9m)!/% 
Po= ( 2V h= 2ro 


L'energia corrispondente p?/2rn, (mp è la massa del nucleone) è di 
= 30 MeV, e la velocità polrmp x cl4. 


= 1,4107449. cmes. 


PROBLEMI 


4. Determinare gli operatori di interazione di due nucleoni in stati con 
valori determinati di S e 7. 

Soluzione. Gli operatori cercati Ug7r si ottengono dall'espressione generale 
(117,1)-(117,3) tenendo conto delle relazioni (116,3) e (117, 4): 


A 3 3 
Uoo=U1—7U2+Ui—7Us, 


Li 3 3 
Uo=Ui— 7U-U+7Us, 


Ds0=U +7 U2+U4+-4-U5+5 (U3+Uo) (3 ($0?—2, 


- 4 4 1 x 
Ua=U1t7 Un-U—7 Us t  (Us—Ug) (3 (Sn)?— 2]. 


2. Trovare le condizioni di saturazione delle forze nucleari supponendo 
assenti le forze tensoriali; i raggi d’azione di tutti gli altri tipi di forze sono 
supposti uguali. 
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Soluzione. Consideriamo alcuni casi limite (fra i quali cadono tutti gli 
altri casifpossibili) per gli stati di un sistema di A nucleoni e scriviamo le con- 
dizioni perché l'energia di interazione di una coppia « media » di nucleoni sia 
positiva in questo sistema. 

Supponiamo che lo spin totale e lo spin isotopico del nucleo abbiano i valori 
massimi possibili uguali: Snuc = Tnue = 4/2 (tutte le particelle del sistema sono 
protoni con spin paralleli). Allora per ogni coppia di nucleoni abbiamo S = 
= T = 1, cosicché otteniamo la condizione 


U,y>O0. (1) 


., Sia ora Tnuc = 4/2, Snuc = 0. Allora per ogni coppia di nucleoni 7 = 1, 
e il valore medio di s, è zero per ogni singolo nucleone. Quest'ultimo fatto signi- 


fica che il nucleone può avere con la stessa probabilità s, = 1/2 e s, = —1/2; 
in queste condizioni le probabilità per una coppia di nucleoni di trovarsi negli 
stati con S = 005 = sono rispettivamente uguali a 1/4 e 3/4 (esse sono pro- 


porzionali al numero 25 + 1 di valori possibili di S,). Quindi la condizione che 
l'energia media di una coppia sia positiva è 


1 3 ,, 
VA Ut 7 U,gsj>0Q. (2) 


Analogamente, lo studio dello stato con Tnue = 0 Snuc = 4/2 porta alla 
«ondizione 
1 3 
7Ut0+7U1>0. (3) 
Nello stato con Tnuc = Snue = 0 la probabilità per una coppia di nucleoni 
di avere S = 7 = 1è uguale a 3/4 -1/4, e la probabilità di avere 7 = 1,5S= 0 
è uguale a 3/4-1/4, ecc. Otteniamo (quindi) la condizione 


9 3 1 
16 tg (Uio +Uo) +7 Uo0>0. (4) 
Supponiamo infine che il sistema sia composto di A/2 protoni e A/2 neutro- 
ni e che gli spin di tutti i protoni siano paralleli fra di loro e antiparalleli agli 
spin dei neutroni. Un singolo nucleone ha la stessa probabilità di essere p o n, 
cioè di avere t; = 1/2 0 tf = —1/2; la probabilità per una coppia di nucleoni 
di avere 7 = 0 è uguale a 1/4. Allora uno dei nucleoni nella coppia è p e l’altro 
n; si avrà perciò S, = 0. Questo valore di S, si ottiene con la stessa probabilità 
dallo stato con S = 00con S = 4. Di conseguenza, le probabilità per una coppia 
di trovarsi nello stato con 7T = 0, S=00 7T=0, S= 1 sono uguali a 1/4- 
-1/2 = 1/8. Uguale è la probabilità dello stato con 7 = 1, S= 0, e i 5/8 che 
restano spettano allo stato con 7 = S = 1. Tenendo conto di tutto questo, ot- 


teniamo la condizione 


Pers Dig 

E (Uoo + Vor + Uso) +7 U1>0. (9) 
Le disuguaglianze (1) — (5) costituiscono il sistema di condizioni di sa- 

turazione delle forze nucleari cercato. 


$ 118. Modello a strati 


Molte proprietà dei nuclei possono essere descritte bene mediante 
il modello a strati, analogo, nelle sue linee fondamentali, alla de- 
scrizione della struttura dello strato elettronico dell'atomo. In questa 
descrizione, si suppone che ogni nucleone nel nucleo si muova nel 
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campo autocompatibile, creato dall'insieme di tutti gli altri nucleo- 
ni (poiché il raggio d'azione delle forze nucleari è piccolo, questo 
campo decresce rapidamente fuori del volume delimitato dalla « su- 
perficie » del nucleo). Ne segue che lo stato del nucleo in blocco 
viene descritto elencando gli stati dei singoli nucleoni. 

Il campo autocompatibile gode di simmetria sferica, avendo come 
centro di simmetria, naturalmente, il centro di massa del nucleo. 
Tuttavia, c’è la seguente difficoltà. Nel metodo del campo auto- 
compatibile la funzione d’onda del sistema è costruita come 
prodotto (o come somma di prodotti simmetrizzata in modo 
appropriato) delle funzioni d'onda delle singole particelle. Ma una 
tale funzione non garantisce l’immobilità del centro di massa 
benché il valore medio della velocità del centro di massa calcolato 
con l'ausilio di questa funzione sia zero, questa stessa funzione con- 
duce a probabilità finite per valori della velocità diversi da zero!). 

Questa difficoltà si può superare escludendo preliminarmente il 
movimento del centro di massa dal calcolo di qualsiasi grandezza 
fisica mediante le funzioni d’onda + (r,, - . ., ra) del metodo del 
campo autocompatibile. Sia f(r;, p;) una certa grandezza fisica, 
una funzione delle coordinate e delle quantità di moto dei nucleoni. 
Allora, calcolandone gli elementi di matrice rispetto alle funzioni w, 
occorre, senza cambiare w (r;), sostituire le variabili indipendenti 


della funzione f nel modo seguente 


rr>r,R, pi>pi— 7, (118,1) 


dove R è il raggio vettore del centro di massa del nucleo; 4 il nu- 
mero di particelle in esso; Pla quantità di moto del nucleo in blocco; 
la seconda delle sostituzioni (118,1) corrisponde alla sottrazione 
Vi -> vi — V dalle velocità dei nucleoni della velocità del centro di 
massa V, alla quale la quantità di moto P è legata da P = AmpV 
(S. Gartenhaus, C. Schwartz, 1957). 

Così, l'operatore del momento di dipolo del nucleo è d = eYiry, 
dove la somma è estesa a tutti i protoni del nucleo. Per calcolare 
gli elementi di matrice nel metodo del campo autocompatibile, 
questo operatore va sostituito con l'operatore eX (r, — R). Le coor- 
dinate del centro del nucleo sono definite da 


= (24m) 


(le somme sono estese a tutti i protoni e i neutroni). Poiché il nume- 
ro di protoni nel nucleo è Z, l’operatore del momento di dipolo deve 


. 1) Nel caso degli elettroni nell'atomo, tale difficoltà non sorgeva nemmeno, 
poiché l’immobilità del centro di massa era garantita automaticamente dal 
fatto che esso coincide con la posizione del nucleo pesante immobile. 
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essere, in definitiva, sostituito nel modo seguente 


eNrp+e(1-4) Dro-eF 3 Fn. (118,2) 
p p n 


I protoni entrano in questa formula con la «carica efficace » 
e (1 — Z/A), e i neutroni con la «carica » — eZ/A. Notiamo che 
l’ordine di grandezza relativo dei termini di correzione che compaiono 
nel calcolo del momento di dipolo è, come risulta dalla (118,2), 
1. Le correzioni che compaiono calcolando i momenti di multipolo 
magnetici ed i momenti di multipolo elettrici successivi sono, come 
è facile vedere, dell'ordine di -—1/A. 

Nell’approssimazione non relativistica l'interazione del nucleone 
con il campo autocompatibile non dipende dallo spin del nucleone: 
tale dipendenza potrebbe essere espressa solo da un termine propor- 
zionale a sn, dove n è il vettore unità nella direzione del raggio 
vettore del nucleone rj ma questo prodotto non è un vero scalare, 
bensi uno pseudoscalare. 

La dipendenza dell’energia del nucleone dal suo spin compare, 
però, se si tiene conto dei termini relativistici dipendenti dalla velo- 
cità della particella. Il più grande di questi termini è quello propor- 
zionale alla prima potenza della velocità. Dei tre vettori s, n e v 
si può formare un vero scalare: Inv] s. Quindi l'operatore dell’accop- 
piamento spin-orbita del nucleone nel nucleo ha la forma 


Vai= — P(r)[nv]s, (118,3) 


dove @ (r) è una funzione di r (cfr. anche nota alla pag. 560). Poiché 


my lrv] è il momento angolare orbitale ©Î della particella, l’espres- 
sione (118,3) si può anche scrivere nella forma 


Va=—{(nÎs, (118,4) 


dove f = Rp/rmp. Sottolineiamo che questa interazione è del primo 
ordine in v/c, mentre l’accoppiamento spin-orbita dell’elettrone 
nell’atomo è un effetto del secondo ordine ($ 72); questa differenza è 
dovuta al fatto che le forze nucleari dipendono dallo spin già nell’ap- 
prossimazione non relativistica, mentre l’interazione non relativisti- 
ca degli elettroni (forze coulombiane) non dipende dagli spin. 
L’energia di interazione spin-orbita è concentrata essenzialmente 
vicino alla superficie del nucleo, cioè la funzione f (r) decresce all’in- 
terno del nucleo. Infatti, nella materia nucleare infinita, un’intera- 
zione di questo genere non potrebbe esistere, come risulta già dal 
fatto che, essendo tale sistema omogeneo, non esiste una direzione 
privilegiata lungo la quale potrebbe essere diretto il vettore n. 
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L'interazione (118,4) comporta la separazione del livello nucleo- 
nico con momento orbitale / in due livelli con momenti j = / + 1/2. 
Poiché ’ 


(118,5) 


(secondo la formula (31,3)), la grandezza di questa separazione è 
=== 1 
AE=E-1/2—E1+1/2= f (7) ((+3). (118,6) 


L’esperienza mostra che il livello con j = / + 4/2 (vettori l e s 
sono paralleli) risulta più basso del livello con j = l — 41/2; questo 
vuol dire che la funzione f (r) > 0. 

L’accoppiamento spin-orbita del nucleone nel nucleo è relativa- 
mente debole rispetto alla sua interazione con il campo autocompa- 
tibile. Nello stesso tempo, esso risulta, in generale, grande rispetto 
all'energia di interazione diretta di due nucleoni; quest’ultima 
interazione decresce più rapidamente al crescere del peso atomico. 

Tale relazione fra le energie di diverse interazioni ha come con- 
seguenza che la classificazione dei livelli nucleari deve essere ese- 
guita secondo il tipo di accoppiamento jj: gli spin e i momenti ango- 
lari orbitali di ciascun nucleone si compongono nei momenti angola- 
ri totali j=1+ s, che risultano essere grandezze determinate, 
poiché l’accoppiamento fra ] e s non viene distrutto dall'interazione 
diretta fra le particelle (M. Gòppert-M ayer, 1949; O. Haxel,J. H. Jen- 
sen, H. E. Suess, 1949)!). I vettori j dei singoli nucleoni si compon- 
gono poi nel momento angolare totale J del nucleo (detto di solito 
semplicemente spin del nucleo, come se il nucleo fosse una particella 
elementare). Sotto questo aspetto, la classificazione dei livelli nu- 
cleari differisce essenzialmente dalla classificazione dei livelli ato- 
mici: nello strato elettronico dell’atomo, l’accoppiamento spin-orbi- 
ta relativistico è, in generale, piccolo rispetto all’interazione elettri- 
ca diretta e all’interazione di scambio; cosi, la classificazione dei li- 
velli viene fatta di solito secondo il tipo di accoppiamento LS. 

Lo stato di ogni nucleone nel nucleo è caratterizzato dal suo 
momento angolare j e dalla sua parità. Benché ciascuno dei suoi 
vettori Ì e s separatamente non si conservi, ciononostante il valore 
assoluto del momento angolare orbitale del nucleone resta deter- 
minato. Infatti, il momento j si può ottenere sia dallo stato con 
I = j — 1/2, che dallo stato con / = j + 1/2. Per un valore dato di 
ji (semintero), questi due stati hanno parità differente (—1)', e per- 


1) Solo per i nuclei più leggeri l'accoppiamento tende al tipo LS. 
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ciò l'assegnazione di j e della parità determina anche il numero 
quantico /. 

Siusa comunemente numerare gli stati di nucleoni con valori uguali 
di / e j (nell'ordine di energia crescente) con il « numero quantico 
principale » r che prende valori interi a partire da 1!). I diversi stati 
vengono indicati con i simboli 18,/2, 1P1/2 1P3/2; 2Cc., dove la cifra 
precedente la lettera è il numero quantico principale; le lettere 
S, p, d, . . . indicano, come di solito, il valore di /, e l’indice della 
lettera dà il valore di j. Non si possono avere contemporaneamente 
più di 2j + 1 neutroni e altrettanti protoni in uno stato con valori 
dati di n, I, j. 

Si è soliti scrivere le caratteristiche dello stato del nucleo in 
blocco (per una data configurazione)! con una cifra che dà il valo- 
re di J, con l’indice + o— che indica la parità dello stato (quest’ul- 
tima è determinata nel modello a strati dalla parità della somma alge- 
brica dei valori di / di tutti i nucleoni). 

Dall'analisi dei dati sperimentali sulle proprietà dei nuclei ri- 
sulta possibile stabilire un certo numero di leggi sulla disposizione 
dei livelli nucleari. 

In primo luogo, risulta che l'energia dei livelli del nucleone cresce 
all'aumentare del momento angolare orbitale /. Questa regola è lega- 
ta al fatto che all'aumentare di / cresce l'energia centrifuga della 
particella e, di conseguenza, diminuisce la sua energia di legame. 

Inoltre, per un valore dato di /, il livello con j = / + 1/2 (cor- 
rispondente cioè ai vettori paralleli l e s) risulta più basso del li- 
vello con j = / — 1/2. Questa regola è stata già ricordata sopra in 
relazione alle proprietà dell’accoppiamento spin-orbita del nucleone 
nel nucleo. 

La regola seguente riguarda lo spin isotopico dei nuclei. Ricordia- 
mo che la proiezione 7; dell’isospin è determinata dal peso e dal 
numero del nucleo (vedi (116,1). Per un dato valore di 7, il modu- 
lo dell’isospin può assumere valori qualsiasi che soddisfano la disu- 
guaglianza 7 = | Tx |. Lo stato fondamentale del nucleo ha di soli- 
to il minimo di questi valori ammissibili dell’isospin, cioè 


Tron =|T:]=5(N—2). (118,7) 


Questa regola è legata al carattere dell’interazione del neutrone con 
il protone, cioè al fatto che nel sistema rp lo stato con isospin 7 = 
= 0 (stato del deutone) ha un’energia di legame maggiore che non 
lo stato con 7 = 1 (vedi nota alla pag. 561). 

Si possono formulare anche alcune regole relative agli spin degli 
stati fondamentali dei nuclei. Queste regole determinano in che 


1) A differenza della convenzione seguita per i livelli elettronici dell'atomo 
secondo la quale il numero n prende i valori a partire da / + 1. 
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modo i momenti j dei singoli nucleoni si compongono nello spin 
totale del nucleo. Esse sono l’espressione della tendenza dei protoni 
e neutroni, che si trovano nel nucleo in stati uguali, ad « accop- 
piarsi » adue a due (pp e nr) con momenti mutuamente opposti (l’ener- 
gia di legame di tali coppie è dell'ordine di 1-2 MeV). 

Questo fenomeno, per esempio, ha come risultato che se il nucleo 
contiene un numero pari di protoni e un numero pari di neutroni 
(nuclei pari-pari) i momenti di tutti i nucleoni si compensano a cop- 
pie, cosicché il momento angolare totale del nucleo risulta zero. 

Se il nucleo contiene un numero dispari di protoni o di neutroni, 
e se tutti i nucleoni, fuori degli strati completi, si trovano nello 
stesso stato, allora il momento totale del nucleo coincide di solito 
con il momento angolare di un solo nucleone, come se dopo tutti i 
possibili appaiamenti di protoni e di neutroni restasse in tutto un 
nucleone con momento angolare non compensato (mentre i momenti 
angolari totali degli strati occupati sono automaticamente uguali a 
Zero). 

Per i nuclei dispari-dispari (Z e N dispari) non esiste invece una 
regola sufficientemente generale che determini lo spin dello stato 
fondamentale. 

L'esame delle modalità concrete con cui si riempiono gli strati 
nei nuclei richiederebbe un'analisi dettagliata dei dati sperimentali 
e esce dai limiti di questo libro. Qui ci limitiamo solo a qualche 
indicazione generale. 

Studiando le proprietà degli atomi, abbiamo visto che gli stati 
elettronici negli atomi si possono dividere in gruppi tali che l’ener- 
gia di legame dell’elettrone diminuisce sistematicamente ogni volta 
che si comincia a riemrire un nuovo gruppo di stati. Una situa- 
zione analoga si verifica per i nuclei, e gli stati nucleonici.si distri- 
buiscono nei gruppi seguenti: 


bo 
184/2 2 nucleoni, 
1p3;2» A1p1;2 6 nucleoni, 
10552, 1d3/2, 21/2 12 nucleoni, 
1fr,2, 2P3;2» 41fsi»n 2P12, 1892 30 nucleoni, 
2d5/2, 418752, 1hyuo, 203/92) 381/21 32 nucleoni, 


2Î7/2, 1h9/2, 1i13/2» 2f5/2 3P3/2; 31/2 44 nucleoni. (118,8) 


Per ogni gruppo è indicato il numero totale di protoni o neutroni 
che vi possono trovare posto. Conformemente a questi numeri, il 
riempimento di qualsiasi gruppo è terminato quando il numero totale 


a 


di protoni Z o di neutroni N nel nucleo è uguale a uno dei numeri 


‘ 
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seguenti: 
2, 8, 20, 50, 82, 126. 


Questi numeri sono detti magici!). 

Particolarmente stabili sono i cosiddetti nuclei doppiamente 
magici in cui sia Z che N sono numeri magici. A confronto con i 
nuclei vicini, essi sono dotati di un’attitudine anomalmente piccola 
ad aggregarsi ancora un nucleone, e i loro primi stati eccitati sono 
anomalmente alti?). 

I diversi stati di ciascuno dei gruppi (118,8) sono numerati in linea 
di massima nell'ordine del loro riempimento successivo nella serie dei 
nuclei. Ma, in realtà, irregolarità notevoli si presentano nelle moda- 
lità di questo riempimento. Inoltre, è da tener presente che nei nu- 
clei pesanti (lontani dai nuclei magici) le distanze fra i diversi livelli 
possono risultare comparabili con l’« energia di appaiamento »; in 
queste condizioni il concetto stesso di stati individuali delle com- 
ponenti della coppia perde notevolmente senso. 

Accenniamo brevemente al calcolo del momento magnetico del 
nucleo nel modello a strati. Parlando del momento magnetico del 
nucleo sottintendiamo, naturalmente, il momento magnetico mediato 
rispetto al moto delle particelle nel nucleo. Questo momento 


magnetico medio pu è diretto, evidentemente, come lo spin del nucleo 
J la cui direzione è l’unica direzione privilegiata nel nucleo; il suo 
operatore è quindi 


H= pogi, (118,9) 


dove uy è il magnetone nucleare, e g il fattore giromagnetico. L’auto- 


valore della proiezione di questo momento è u, = wgMy. Di solito 
{cfr. (111,1)) con momento magnetico u del nucleo sì intende sempli- 
cemente il valore massimo della sua proiezione, cioè u = uoggJ; la 
notazione è la seguente 


p=pi. (118,10) 


Al momento magnetico del nucleo contribuiscono solo i momenti 
magnetici dei nucleoni che si trovano al di fuori degli strati completi, 
poiché i momenti magnetici dei nucleoni negli strati completi si 
compensano mutuamente. Ad ogni nucleone nel nucleo è associato un 
momento magnetico composto di due parti: la parte di spin e (nel 


1) Gli stati 1f7,, con gli 8 posti disponibili sono talvolta considerati come 
gruppo a parte, in quanto anche il numero 28 gode, in certa misura, delle pro- 


prietà dei numeri magici. i 
2) Tali sono $Hes, 1$08, #5 Caso» 288P b196; il nucleo ‘He è incapace ad aggre- 
garsi ancora un nucleone. 
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caso del protone) la parte orbitale, è cioè rappresentato dalla somma 


gs8+ gl. 


(Omettiamo qui e nel seguito il fattore 4, supponendo, come di 
solito, che i momenti magnetici sono misurati in magnetoni nucle- 
ari). I rapporti giromagnetici di spin e orbitali sono: g1 = 1, gs, = 
= 5,585 per il protone e g; = 0, gs = —3,826 per il neutrone. 
Dopo aver mediato rispetto al suo moto nel nucleo il momento 
del nucleone magnetico diventa proporzionale a j; scrivendolo nella 


forma g;i, abbiamo 
< TT. .F_1 <A = 
gii=g8+g1=- (614 8)J}+ 3 (81— 83) (1-8). 


Moltiplicando questa uguaglianza dall'una e dall’altra parte per 
=i+se passando agli un otteniamo 


gii (7+1)=3 (+6) i(i+1)+3 5 (81- 8) IL(0+1)—s(s+4)], 
ponendovi s = 1/2, j = 1 + 1/2, troviamo che 
g;=2.t FTT per jISl+1/2. (118,11) 


Tenendo conto dei valori dei fattori giromagnetici riportati so pra, 
otteniamo per il momento magnetico del protone up = g;j: 


2,29 i 
= (1 _- —— er j=l— 1/2, 
n= (1-337)} per. | (118,12) 
up=j+ 2,29 per j=l1+ 1/2 
e per il momento magnetico del neutrone 
4,910. ,. 7 
= er j=/—-1/2, 
hi pag «Bel / / (118,13) 


un, = — 1,91 per j=1+1/2 


(T. Schmidt, 1937). 

Se resta un solo nucleone al di fuori degli strati completi, le 
formule (118,12) o (118,13) danno direttamente il momento magne- 
tico del nucleo. Nel caso di due nucleoni la composizione dei loro 
momenti magnetici viene fatta in modo elementare (vedi problema 1). 
Se si ha un numero più grande di nucleoni, si deve mediare il mo- 
mento magnetico con l’ausilio della funzione d’onda del sistema, 
costruita in modo appropriato mediante le funzioni d'onda dei sin- 
goli nucleoni. L'assegnazione della configurazione nucleonica e dello 
stato del nucleo in blocco permette di eseguire questa media 
in modo univoco nei casi in cui alla configurazione data può corri- 
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spondere in tutto un solo stato del sistema con J e 7 dati (vedi, per 
esempio, problema 3); in caso contrario, lo stato del nucleo è una 
miscela di più stati indipendenti (con J, 7 uguali) e, in generale, i 
coefficienti della combinazione lineare che definisce la funzione 
d'onda del nucleo restano incogniti!). 

Indichiamo infine che la presenza dell’accoppiamento spin-orbita 
dei nucleoni nel nucleo fa sf che i protoni nel nucleo acquistano un 
certo momento magnetico supplementare (rispetto alla (118,9)) 
(M. Goppert-Mayer, J. H. Jensen, 1952). Questo perché data 
la dipendenza esplicita dell'operatore di interazione dalla velocità 
della particella, il passaggio al caso in cui si ha un campo esterno si 
effettua sostituendo l'operatore della quantità di moto come segue: 


D -+Pp — £ A. Facendo questa sostituzione nella (118,3) e usando 
p c 


l'espressione (111,7) del potenziale vettore troviamo che nell’hamil- 
toniano del protone compare un termine supplementare 


Pm) = 7 INA) s=f (n) Ga l" [Hr] 8=/(7) 7 lr [sm] H. 


Tale termine equivale alla comparsa. di un momento magnetico 
addizionale con operatore 


fsup= 37 /MIrrl=—35 fM6—-En)n}. (118,14) 


PROBLEMI 


1. Determinare il momento magnetico di un sistema di due nucleoni (con 
momento meccanico totale J = j, + je) esprimendolo in funzione dei momenti 
magnetici pu, «© puo di ciascuno dei nucleoni. 

Soluzione. In modo analogo alla deduzione della formula (118,11), otte- 


niamo 
I 2\ii' ia 2 

2. Trovare gli stati possibili di un sistema .di tre nucleoni con momenti 
i = 3/2 (e con numeri quantici principali uguali). 

Soluzione. Procediamo analogamente a come è stato fatto nel $ 67 per tro- 
vare gli stati possibili di un sistema di elettroni equivalenti. Ogni nucleone può 
venir a trovarsi in uno degli otto stati con le coppie di valori seguenti (mj, ©): 

(3/2, 1/2) (1/2, 1/2), (—4/2, 1/2), (—3/2, 1/2), 
(3/2, —1/2), (1/2, —4/2), (41/2, —4/2), (—3/2, —4/2). 


Combinando i tre stati diversi, troviamo le seguenti coppie di valori (My, 7{) 
per il sistema di tre nucleoni: 


(7/2, 4/2), 2 (5/2, 1/2), (3/2, 3/2).\}4 (3/2, 1/2), (1/2, 3/2), 5 (4/2, 1/2) 


1) Notiamo, però, che lo schema « ad una sola particella » per il calcolo dei 
momenti magnetici dei nuclei risulta di fatto poco preciso. Le coppie di valori 
(118,12) e (118,13) sono piuttosto il limite superiore e inferiore, anziché i valori 
esatti dei momenti. 


d_1 (41, b\,1/Hb He \(it_-ja)(jtiot+1) 
(b14 )+ (È al mn ASI i 
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(la cifra davanti alla parentesi indica il numero di stati corrispondenti; si 
possono omettere gli stati con valori negativi di M }, 7). A queste coppie corri- 
spondono gli stati del sistema con i valori seguenti dei numeri (/, 7): 


(7/2, 41/2), (5/2, 1/2), (3/2, 3/2), (3/2, 1/2), (1/2, 1/2). 
3. Determinare il momento magnetico dello stato fondamentale della con- 
figurazione di due neutroni e di un protone negli stati p3,3 (con r uguali) tenendo 


conto dell’invarianza isotopica!). 

Soluzione. Lo stato fondamentale di tale contigurazione ha J = 3/2, e 
secondo la e data nel testo, il suo isospin ha il valore minimo possibile 
T=|T:|= 1/2. 

Deté&rminiamo la funzione d’onda del sistema corrispondente al valore 
massimo possibile M y = 3/2. Questo valore di M ; può essere realizzato (tenen- 
do conto delle richieste del principio di Pauli per due nucleoni uguali) dalle 
terne di valori seguenti di m; per i nucleoni p, n, n, rispettivamente: 


(3/2, 3/2, —3/2), (3/2, 1/2, —4/2), (4/2, 3/2, —4/2), (--1/2, 3/2, 1/2). 


. C) ®° JM e . C ° 
wvindi la funzione d’onda cercata Y è una combinazione lineare della forma 
TT 


3/2 3/2 _ 3/2 3/2,,,7 3/2 3/2 1/2,,- 1/2 
vii = a T_T» pian 1a _ 1/31 + 
3/2, — 1/2 3/2 1/2,,- 1/2 
+e [p_iowrA 21/5] +4d p_{/ap_{/59 1/21» (1) 
dove [...] è un prodotto antisimmetrico normalizzato (cioè un determinante 
della forma (61,5)) delle funzioni d’onda pri dei singoli nucleoni. 
La funzione (1) deve annultarsi sotto l’azione degli operatori 
A 3 A A 3 Age 
PST è = 79 
i=1 i=1 


(vedi problema del $ 67). Gli operatori 1° trasformano la funzione protonica 
dell’i-esimo nucleone in funzione neutronica (e annullano quella neutronica). 


È facile vedere perciò che l'operatore T_ trasforma il primo termine della (1) 
in un determinante con due righe uguali, cioè l’annulla, mentre i determinanti 
dei tre altri termini diventano identici; otteniamo quindi la condizione 


b+c+d=0. 


Inoltre, per un singolo nucleone con momento j = 3/2 e con diversi valori di m; 
abbiamo (secondo la (27,12)). 


82 =0, fp = VI 48/2, Fap 1/2= 21/2, fp 82= VE a, 

È facile vedere da qui che agendo con l'operatore /y sulla funzione (1) si ottiene 
? y3/2 3/2__ 3/5 3/2, 3/2ap=1/2 3/2,,1/2,n 1/2 
T,Yi/2-1/2= V3(+b—0) [pi/a_1/291/21+2(c—d) IP_{/S1/29_1/3) 


(il cambiamento del segno di alcuni termini è dovuto alla permutazione delle 
righe del determinante). Perché questa espressione sia zero deve essere 


atbT_cec=0, c-d=0. 


1) Tale configurazione (oltre allo strato occupato (14s1,,)*) si presenta nel 
nucleo ?Li. 
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Insieme alla condizione di normalizzazione della funzione (1) le relazioni otte- 
nute danno 


b- —_—-, =d= —_, 
Vi15° V15 ; V15 


Tenendo presente che il valore medio della proiezione del momento magnetico 
del protone (o del neutrone) nello stato con un dato m; è ppmj/j (0 pnm ST), tro- 
viamo che il valore medio del momento del sistema calcolato mediante la fun- 
zione d'onda (1) è 


— 9 4 1 (1 2 1 1 4 
p=le=apntazio ta; (3rotgin) +7 (-3t3n)- 


1 
= (1301p+2n). 


Applicando le formule (118,12) e (118,13), troviamo che per un nucleone nello 
stato p3j3: bn = —1:91, pp = 3,79. Il risultato finaleè p = 3,03 

4. Determinare il momento magnetico di un nucleo in cui tutti i nucleoni 
fuori dagli strati completi si trovano in uno stesso stato, essendo il numero di 


protoni uguale a quello di neutroni. 
Soluzione. Poiché per N = Z la proiezione dell’isospin è 7 = 0, gli ele- 
menti di matrice diagonali esistono solo per la parte isoscalare dell’opera- 


tore 


b= enin+d gpip 

n p 
(vedi fine del $ 116). Mettendo inj evidenza questa parte in accordo con la 
formula (116,5), troviamo che essa è uguale a 


1 2 1 & 
> (En +8p) DI j=-> (En+8p) J. 
n, p 


° 


Quindi il momento magnetico medio totale del nucleo è 5 (En + Ep)}. 
5. Calcolare il momento magnetico addizionale di un nucleone con momento 


meccanico j esprimendolo mediante la separazione spin-orbitale (118,6) 


(M. Gòppert-Mayer, J. H. Jensen, 1952). 
Soluzione. La media della parte angolare dell'operatore (118,14) (l’espres- 


sione fra le parentesi graffe nella (118,14) che indichiamo con 6) viene eseguita 
secondo la formula ottenuta nel problema del $ 29 e dà 


(sDÎî+T(s D_1- I(1-+1)S 


=". = Dx 
o=s_(sn)n=+ rr (2) 


D'altra parte, dopo la media totale rispetto al moto del nucleone il valore 
medio di a può essere diretto solo secondo j, cioè € = aj; da qui a = (0j)/j?. Pro- 
iettando il vettore (2) su j (è da tener presente che l’operatore j commuta con 
(1 8)) e passando agli autovalori delle grandezze 1s, 1?, ecc., otteniamo dopo un 
calcolo assai semplice, la seguente espressione per il momento magnetico addi- 
zionale del nucleone (in magnetoni nucleari): 

mol 2544 


bsup= FI (M) Ga GF) per j=l!+1/2 (3) 
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(mp è la massa del nucleone; A il raggio del nucleo; nella media di r?f il fattore 
r? è stato sostituito con A?, poiché f (r) decresce rapidamente verso l’interno del 


nucleo). Il valore medio f nella (3) può essere espresso per il tramite della 
separazione spinorbita secondo la (118,6). 


$ 119. Nuclei non sferici 


Un sistema di particelle che si muovono in un campo a simmetria 
sferica non può avere uno spettro energetico rotazionale; nella mec- 
canicg quantistica, il concetto di rotazione per un tale sistema non 
ha assolutamente alcun senso. Questo riguarda anche il modello a 
strati del nucleo con campo autocompatibile a simmetria sferica, che 
abbiamo considerato nel paragrafo precedente. 

La divisione dell'energia di un sistema in una parte interna e in 
una rotazionale non ha un significato preciso nella meccanica quan- 
tistica. Essa può avere solo un carattere approssimato ed è possibile 
nei casi in cui, per ragioni fisiche diverse, la considerazione del 
sistema come un insieme di particelle moventisi in un campo dato, 
che non gode di simmetria sferica, dà una buona approssimazione. 
La struttura rotazionale dei livelli compare allora come risultato del 
fatto che si tiene conto della possibilità della rotazione del campo 
considerato rispetto ad un sistema di coordinate fisso. Abbiamo già 
incontrato un caso simile)\\per esempio, nelle molecole i cui termini 
elettronici si possono determinare come livelli energetici di un siste- 
ma di elettroni che si muovono nel campo dato dei nuclei fissi. 

L'esperienza mostra che la maggior parte dei nuclei non possiede 
effettivamente una struttura rotazionale. Questo significa che il 
campo autocompatibile a simmetria sferica è una buona approssima- 
zione per questi nuclei, cioè che i nuclei (a meno delle fluttuazioni 
quantistiche) sono sferici. 

Esiste, però, una categoria di nuclei dotati di spettro energetico 
di tipo rotazionale (tali sono i nuclei con peso atomico all’incirca 
negli intervalli 150 < A < 190 e A > 220). Questa loro proprietà 
significa che l’approssimazione del campo autocompatibile a sim- 
metria sferica è in questo caso inaccettabile. Per essi si deve, in 
linea di principio, cercare il campo autocompatibile senza ipotesi 
preliminari sul carattere della sua simmetria in modo che anche 
la forma del nucleo possa essere determinata in maniera « auto- 
compatibile ». L'esperienza mostra che il modello valido per i nuclei 
di questa categoria è un campo autocompatibile avente un asse di 
simmetria e un piano di simmetria perpendicolare a questo asse 
(avente cioè la simmetria di un’ellissoide di rotazione). Il concetto di 
nuclei non sferici è stato sviluppato in modo completo nei lavori 
di A. Bohr e B. R. Mottelson (1952-1953). i 

Sottolineiamo che abbiamo a che fare con due categorie qualita- 
tivamente distinte di nuclei. Questo si esprime fra l’altro nel fatto 
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che i nuclei risultano o sferici o non sferici con un « grado di non 
sfericità » tutt'altro che trascurabile. 

La comparsa della non sfericità è favorita dalla presenza nel 
nucleo di strati incompleti; allora un ruolo essenziale è assunto, 
probabilmente, anche dal fenomeno di accoppiamento dei nucleoni. 
Viceversa, la completezza degli strati favorisce la sfericità del nucleo. 
1l nucleo doppiamente magico î?9* Pb è in questo senso caratteristico; 
grazie alla completezza ben netta della sua configurazione nucleoni- 
ca, questo nucleo (cosi come i suoi vicini) è sferico, il che implica 
la comparsa di una discontinuità nella serie dei nuclei pesanti non 
sferici. 

I livelli energetici di un nucleo non sferico sono rappresentati 
dalla somma di due parti: i livelli del nucleo « immobile » e l'ener- 
gia della sua rotazione in blocco. Gli intervalli della struttura rota- 
zionale dei livelli risultano allora piccoli rispetto alle distanze fra 
i livelli del nucleo « immobile ». 

La classificazione dei livelli di un nucleo non sferico è, sotto mol- 
ti aspetti, analoga alla classificazione dei livelli di una molecola 
biatomica (costituita da atomi identici), in quanto la simmetria 
del campo in cui si muovono le particelle (nucleoni ed elettroni) è 
in entrambi i casi uguale. Questo ci consentirà di usare direttamente 
qualche risultato del capitolo XI). 

Soffermiamoci dapprima sulla classificazione degli stati di un 
« nucleo immobile ». In un campo a simmetria assiale si conserva 
solo la proiezione del momento angolare sull'asse di simmetria. 
Quindi ogni stato del nucleo -è caratterizzato prima di tutto dalla 
proiezione £ del suo momento angolare totale?) che puo assumere va- 
lori sia interi che seminteri. Secondo il comportamento della fun- 
zione d’onda nel cambiamento del segno delle coordinate di tutti i 
nucleoni (rispetto al centro del nucleo), i livelli si dividono in li- 
velli pari (g) e dispari (uv). 

Inoltre, per £ = 0 si distinguono ancora stati positivi e stati 
negativi a seconda del comportamento della funzione d’onda nelle 
riflessioni in un piano passante per l’asse del nucleo (vedi $ 78). 

Gli stati fondamentali dei nuclei non sferici pari-pari sono gli 
stati 0} (la cifra indica il valore di £?) corrispondenti a momento 


1) Sottolineiamo che si tratta di un’analogia con la classificazione dei livel- 
li della molecola biatomica, e non della trottola simmetrica. Per un sistema di 
particelle in moto in un campo a simmetria assiale il concetto di rotazione 
attorno all’asse del campo non ha senso, cosi come non ha senso il concetto di 
FRIDA? attorno a un asse qualsiasi per un sistema nel campo a simmetria cen- 
trale. 

1) Per definizione, £ = 0 (così come nelle molecole biatomiche è positivo il 
numero quantico A). Ricordiamo che i valori negativi del numero £ nel caso 
delle molecole biatomiche erano dovute al fatto che £ era definito come la som- 
ma A + £, dove X poteva essere (a seconda delle direzioni relative del momen- 
to angolare orbitale e dello spin) sia positivo che negativo. 
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angolare zero e a simmetria massima della funzione d’onda; questa 
circostanza è il risultato dell’appaiamento di tutti i neutroni e di 
tutti i protoni. Se invece il nucleo contiene un numero dispari di 
protoni o di neutroni, si può allora considerare lo stato di nucleone 
« dispari » nel campo autocompatibile del « nocciolo » pari-pari 
del nucleo. 

Allora il valore di £ è determinato dalla proiezione © del mo- 
mento angolare di questo nucleone. Analogamente, in un nucleo 
dispari-dispari il valore di £ è dato dalla somma delle proiezioni 
dei momenti angolari del neutrone dispari e del protone dispari 
(Q=|opto, |). 

È da sottolineare a questo punto che non si può parlare di valori 
determinati delle proiezioni del momento angolare orbitale e dello 
spin del nucleone. Il fatto è che, benché l'accoppiamento spin-orbita 
del nucleone sia piccolo rispetto all’energia della sua interazione 
con il campo autocompatibile del nocciolo del nucleo, esso non è 
però piccolo rispetto alle distanze fra i livelli energetici contigui 
del nucleone in questo campo; ed è appunto quest’ultima condizione 
che sarebbe necessaria, tra l’altro, per l’applicabilità della teoria 
delle perturbazioni che consentirebbe di considerare, con buona 
approssimazione, il momento angolare orbitale e lo spin del nucleone 
separatamente!). I 

Passiamo alla struttira rotazionale dei livelli di un nucleo non 
sferico. Gli intervalli di questa struttura sono piccoli rispetto all’in- 
terazione spin-orbita dei nucleoni nel nucleo; tale situazione corri- 
sponde al caso a della teoria delle molecole biatomiche ($ 83). 

È ovvio che il momento angolare totale del nucleo rotante J si 
conserva. Per un dato £ la sua grandezza J prende valori a partire 
da ©: 


J=9, Q+41, Q+2,... (119,1) 


(vedi la (83,2)). Una limitazione supplementare ai valori possibili di 

J si ha peri nuclei con £2 = 0: negli stati 0} e 07 il numero J assume 

solo valori pari, e negli stati 0; e 07 solo valori dispari (vedi $ 86). 

In particolare, nei livelli rotazionali del termine fondamentale dei 

nuclei pari-pari (07) il numero J prende i valori 0, 2, 4, ... 
L'energia rotazionale del nucleo è data dalla formula 


Es=5-J(1+1), (119.2) 


dove / è il momento di inerzia del nucleo (rispetto ad un asse per- 
pendicolare al suo asse di simmetria); questa formula corrisponde 
ad un'espressione analoga della teoria delle molecole biatomiche (il 


1) Cionondimeno, nei nuclei sferici è risultato possibile determinare la 
grandezza . in seguito all’applicazione simultanea della conservazione della 
parità e del momento angolare. 
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termine dipendente da / nella (83,6.)) Al livello più basso corri- 
sponde il valore minimo possibile di J, cioè J = Q. 

Secondo la (119,2), la struttura rotazionale dei livelli è caratte- 
rizzata da determinate regole sugli intervalli, che non dipendono (per 
un dato £) dalle altre caratteristiche del livello. Così, i componenti 
della struttura rotazionale del termine fondamentale del nucleo 
pari-pari (con J = 2, 4, 6, 8, .. .)si trovano a distanze dal livello 
più basso (J = 0) che stanno nei rapporti 1:3, 3:7:12... 

La formula (119,2) è però insufficiente per gli stati con Q = 1/2 
che si possono presentare per i nuclei con numero dispari di nucleo- 
ni. In questo caso compare un contributo all'energia, comparabile 
con la (119,2), dovuto all’interazione del nucleone dispari con il 
campo centrifugo del nucleo rotante. La sua dipendenza da J si può 
trovare nel modo seguente. 

Come è noto dalla meccanica (vedi vol. I, Meccarica, $ 39), 
l'energia di una particella in un sistema di coordinate rotante con- 
tiene un termine addizionale uguale al prodotto della velocità ango- 
lare della rotazione per il momento angolare della particella. Il ter- 
mine corrispondente nell’hamiltoniano del nucleo si può rappre- 


sentare nella forma 2bKo, dove d è una costante; K il momento rota- 


zionale del nocciolo del nucleo (nucleo senza l’ultimo nucleone), e 6 
il momento angolare del nucleone; quest’ultimo deve essere inteso 
qui in senso puramente formale (in realtà un vettore momento del 
nucleone nel campo assiale del nucleo non esiste) come operatore 
analogo all'operatore dello spin 1/2 che dà le transizioni fra gli stati 
con valori della proiezione del momento angolare +1/2, in accordo 
con il valore Q = 1/2). Poiché K = J — 0, gli autovalori di questo 


operatore sono 
3 
20Ko=b|J(J+1)— K(K+ 1-3] 


Aggiungendovi per comodità la costante 5/2 non dipendente da 4, 
troviamo che questa grandezza è uguale a + (J + 4/2) per J = 
= K+ 172. 

Si può scrivere questa espressione nella forma (—1)/-/2b (J + 1/2) 
tenendo presente che il momento angolare X del nocciolo (che è un 
nucleo pari-pari) è un numero pari. In tal modo, otteniamo infine 


1) La particolarità del caso Q = 1/2 consiste precisamente nell’esistenza 
di elementi di matrice della perturbazione dell’energia per transizioni fra stati 
che si RISUBEUONO solo per il segno della proiezione del momento e che si rife- 
riscono quindi a una stessa energia. Questo implica uno spostamento dell'ener- 
gia già nel primo ordine della teoria delle perturbazioni. 

Il fenomeno considerato è analogo allo sdoppiamento A dei livelli di una 
molecola biatomica con Q = 1/2 ($ 88). 
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l’espressione seguente per l’energia rotazionale di un nucleo con 


Q = 1/2: 
Eso=57 3 (7+1)+(—1)"!?b(J+ 1/2) (119,3) 


(A. Bohr, B. Mottelson, 1953). Notiamo che se la costante bd è posi- 
tiva e sufficientemente grande, il livello con J = 3/2 può venire a 
trovarsi al di sotto del livello con J = 1/2, vale a dire che l’ordine 
normale dei livelli rotazionali, per cui il livello più basso corri- 
sponde al valore minimo possibile di J, può risultare alterato. 

Il momento di inerzia di un nucleo non sferico non può essere 
calcolato come momento di inerzia di un solido con una data forma. 
Tale calcolo sarebbe possibile se si potessero considerare i nucleoni 
che si muovono nel campo autocompatibile del nucleo come non 
interagenti direttamente fra di loro. In realtà, il fenomeno di 
accoppiamento comporta una diminuzione del momento di inerzia 
rispetto al valore corrispondente a un corpo rigido. 

Il momento magnetico u di un nucleo non sferico è costituito dal 
momento magnetico del nucleo « fisso » e dal momento legato 
alla rotazione del nucleo. Il primo è diretto (dopo che si è mediato 
rispetto al moto dei nucleoni nel nucleo) lungo l’asse del nucleo; 
indicando con wu’ il modulo di questo momento e con n il vettore 
unità lungo l’asse del micleo, lo possiamo scrivere nella forma u'n. 
Il momento magnetico legato alla rotazione è diretto invece (sempre 
dopo aver mediato) come il vettore J — n che è il momento ango- 
lare meccanico totale del nucleo meno il momento dei nucleoni nel 
« nucleo immobile »*). In tal modo, 


u=pun+4g(J—-Qhn). (110,4) 


Qui gr è il fattore giromagnetico rotazionale del nucleo. Poiché solo 
i protoni contribuiscono al momento magnetico nella rotazione, 
allora 
Li 119,5 
IIa SRI 
dove I, e ZI, sono la parte neutronica e la parte protonica del mo- 
mento di inerzia del nucleo (per un sistema di soli protoni si avrebbe 
semplicemente g, = 1). Il rapporto (119,5) non coincide, in gene- 
rale, con il rapporto Z/A del numero di protoni alla massa totale del 
nucleo. 
Dopo aver mediato rispetto alla rotazione del nucleo il momento 
magnetico è diretto come il vettore conservativo J: 


i 
AN 


p=tJ= (L'— Lg) n+ grd. 


1) Questa forma può essere usata solo per Q + 4/2 (vedi problema 2). 
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Moltiplichiamo ora questa uguaglianza dall'una e dall'altra parte per 
J e passiamo agli autovalori. Nello stato fondamentale del nucleo si 
ha Q = J, e troviamo in definitiva 


Fu J 
u= (4 + 8) FIT: (119,6) 


PROBLEMI 


14. Esprimere il momento di quadrupolo @Q di un nucleo rotante in funzione 
del momento di quadrupolo @y rispetto agli assi solidali con il nucleo (A. Bohr, 


Soluzione. L'operatore del tensore del momento di quadrupolo del nucleo 
rotante si esprime in funzione di Qo come segue 


Oin=5 do (ninn—3 dik i 


si tratta di un tensore simmetrico con traccia nulla formato dalle componenti 
del vettore unitario n lungo l’asse del nucleo e con Q,, = 0. La media rispetto 
allo stato rotazionale del nucleo va fatta in modo analogo a quello impiegato 


nella risoluzione del problema: del $ 29 (con la sola differenza che njjj = 9, 
e non zero) e porta a un'espressione della forma (75,2) con 


_ n. 32-J(S+1) 
OO RIFINITA 


Per lo stato fondamentale del nucleo con & = J otteniamo 


n (24—1)J 
O=0RTTI TI): 


Al crescere di J il rapporto Q/00 tende a 1, ma abbastanza lentamente. 
2. Determinare il momento magnetico nello stato fondamentale del nucleo 


con Q= 1/2. 
Soluzione. In questo caso, l'operatore del momento magnetico può essere 


scritto mediante l’operatore g introdotto nel testo nella forma 
u=2u'0+ gr, R=Î-0. 


I calcoli successivi sono analoghi a quelli eseguiti nel testo. Se allo stato fonda- 
mentale del nucleo corrisponde il valore J = 1/2 (allora il numero K = J — 
— 1/2 = 0), si ottiene 1 = p°’. Se invece nello stato fondamentale sì ha / = 3/2 


(allora K£ = J + 1/2 = 2), allora up = 2. Er — LI u'. 


3. Determinare le energie di alcuni dei primi livelli della struttura rota- 
zionale dello stato fondamentale di un nucleo pari-pari avente la simmetria di 
un ellissoide triassiale. 

Soluzione. Allo stato fondamentale del nucleo pari-pari corrisponde la 
funzione d'onda più simmetrica del nucleo « immobile », cioè una funzione la 
cui simmetria corrisponde alla rappresentazione A del gruppo Dy. Quindi ci 
sono in tutto J/2 + 4 (per J pari) o (J — 1)/2 (per J dispari) diversi livelli per 
un dato valore di J. Per J = 2 essi sono determinati dalla formula (7) ricavata 
nei problemi del $ 103, e per J = 3 dalla formula (8). 
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$ 120. Spostamento isotopico 


Le proprietà specifiche del nucleo (massa finita, dimensioni 
spin) che lo distinguono dal centro puntiforme immobile del campo 
coulombiano esercitano una certa influenza sui livelli elettronici 
dell'energia dell’atomo. 

Uno degli effetti di questo genere è il cosiddetto spostamento iso- 
topico dei livelli, vale a dire la variazione dell'energia del livello 
nel passaggio da un isotopo di un dato elemento a un altro. Ma, di 
fatto, non è la variazione dell’energia di un livello a presentare un 
interesse, bensi quella della differenza di due livelli, osservata sotto 
forma di una riga spettrale. Per questa ragione, occorre di fatto con- 
siderare non l’energia di tutto lo strato elettronico dell’atomo in 
totale, ma solo quella «associata» all’elettrone che partecipa alla 
transizione spettrale considerata. 

Negli atomi leggeri la causa principale dello spostamento isoto- 
pico è il valore finito della massa del nucleo. Se si tiene conto del 
movimento del nucleo, nell’hamiltoniano dell’atomo compare il 


termine 
aw(Zh): 


1 
dove M è la massa del nucleo, e p; sono le quantità di moto degli 
elettroni!). Di conseguenza, lo spostamento isotopico dovuto a questo 
effetto si trova come il valore medio 


4-4) Diet 120.) 


calcolato rispetto alla funzione d’onda dello stato dell'atomo in 
esame (MM, ed M, sono le masse dei nuclei degli isotopi). 

Negli atomi pesanti, il contributo principale allo spostamento 
isotopico proviene dal fatto che il nucleo è esteso. Questo effetto è 
praticamente osservabile solo per i livelli di un elettrone esterno che 
si trova nello stato s, poiché la funzione d’onda dello stato s (a diffe- 
renza delle funzioni d’onda degli stati con } +4 0) non si annulla per 
r >Q0, e la probabilità di trovare l’elettrone nel « volume del nu- 
cleo » è quindi relativamente grande. Calcoliamo lo spostamento 
isotopico per questo caso?). 

1) Nel sistema del centro di massa dell'atomo la somma delle quantità di 
moto del nucleo e degli elettroni è nulla: pruc + ZPi = 0. Quindi la loro energia 
cinetica totale è 


2 
Pnuc 


1 sei 2.1 
mt DM (Dr) ta Sb 


t. 
2) Il calcolo che segue e che non tiene conto degli effetti relativistici nel 
movimento dell'elettrone vicino al nucleo è valido se è soddisfatta la condizione 


Ze/he K 1. 
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Sia  (r) il potenziale elettrostatico reale del campo del nucleo, che 
differisce dal potenziale Ze/r del campo coulombiano della carica 
puntiforme Ze. Allora la variazione dell'energia dell’elettrone ri- 
spetto al suo valore nel campo puramente coulombiano Ze/r è data 
dall’integrale 


AE = —e | (0-2) 42m) dv, (120,2) 


dove w (r) è la funzione d’onda dell’elettrone (nello stato s questa 
funzione gode di simmetria sferica ed è reale). Benché l’integrazione 
sia estesa qui formalmente a tutto lo spazio, la differenza @ — Ze/r 
che figura nell’espressione integranda è diversa da zero solo all’in- 
terno del volume del nucleo. D'altra parte, la funzione d'onda dello 
stato s tende, per r +0, a un limite costante (vedi $ 32), e questo 
valore costante si ottiene praticamente già ai limiti del nucleo. Si può 
quindi portare yw? fuori dell’integrale, sostituendo w (r) con il suo 
valore in r = 0, calcolato per il campo coulombiano della carica 
puntiforme. 

Per trasformare ulteriormente l’integrale, usiamo l’identità 
Ar? = 6 e riscriviamo la (120,2) nella forma 


AE- — Ley? (0) | (o \Ar2.av= —ley (0) {r24 (p- É) av 


(nella trasformazione dell’integrale di volume è stato preso in con- 
siderazione che l'integrale sulla superficie all’infinito è zero). Ma 


Al = —4n8 (r), e r°26 (r) =0 per tutte le r. Secondo l’equazione 
elettrostatica di Poiss on Ag = —4npg, dove gp è nel dato caso la 


densità di distribuzione della carica elettrica nel nucleo. Otteniamo 
alla fine il risultato seguente 


AE=5 42 (0) Zetr®, (120,3) 


dove 


1 
= 7- | or? dV 


è il valore quadratico medio del raggio protonico del nucleo (con una 
distribuzione omogenea dei protoni nel nucleo si avrebbe r? = 3.R?/5, 
dove A è il raggio geometrico del nucleo). Lo spostamento isotopico 
del livello è determinato dalla differenza delle espressioni (120,3) 
per due isotopi. 

Abbiamo stimato nel $ 71 la grandezza y (0) e stabilito che essa 
dipende dal numero atomico (supposto grande) come )/ Z. Ne segue 
che la separazione (120,3) è proporzionale a R?Z?. 
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$ 121. Struttura iperfine dei livelli atomici 


Un altro effetto atomico dovuto alle proprietà specifiche del nu- 
cleo è la separazione dei livelli energetici atomici in conseguenza 
dell’interazione degli elettroni con lo spin del nucleo, detta struttura 
iperfine dei livelli. Poiché tale interazione è debole, gli; intervalli 
di questa struttura sono molto piccoli, anche rispetto agli intervalli 
della struttura fine. Quindi la struttura iperfine deve essere consi- 
derata per ogni componente della struttura fine presa separatamente. 

ln questo paragrafo indicheremo lo spin del nucleo con i (in accor- 
do con gli usi della spettroscopia atomica), conservando la notazione 
J per il momento angolare totale dello strato elettronico dell'atomo. 
Indichiamo con F = J + i il momento angolare totale dell'atomo 
(compreso il nucleo). Ogni componente della struttura iperfine è 
caratterizzato da un valore determinato del modulo di questo mo- 
mento angolare. Secondo le regole generali della composizione dei 
momenti il numero quantico F assume i valori 


Pisidia ni (121,1) 


cosicché ogni livello con un dato J si separa in 2î + 1 (sei<4/J)o0 
2J +1 (se i>J) componenti. 

Poiché le distanze Medie r degli elettroni nell’atomo sono granid 
rispetto al raggio R del nucleo, il ruolo fondamentale nella separa- 
zione iperfine è svolto dall'interazione degli elettroni con i momenti 
di multipolo del nucleo di ordine inferiore. Tali sono il momento 
magnetico di dipolo e il momento elettrico di quadrupolo (il mo- 
mento di dipolo medio è nullo; vedi $ 75). 

Il momento magnetico del nucleo è dell’ordine di unuc —eRUnuc/6, 
dove vnuc sono le velocità dei nucleoni nel nucleo. L’energia della 
sua interazione con il momento magnetico dell’elettrone (ue, — 
= eh/mc) è dell’ordine di 


MnucMel e°h Rvnuc 
r3 vai mc? r3 î (121,2) 


, Il momento di quadrupolo del nucleo è Q — eR?; l’energia di 
interazione del campo che esso crea con la carica dell’elettrone è 
dell'ordine di 


eQ e2R?2 
73 30° 


(121,3) 


Confrontando la (121,2) con la (121,3), vediamo che l’interazione 
magnetica (e quindi anche la separazione dei livelli che essa provoca 
è (Unuc/c) (h/mcR) — 15 volte più grande dell’interazione di qua- 
drupolo; benché il rapporto vnuc/c sia relativamente piccolo, il 
rapporto h/mcR è però grande. 
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L'operatore dell’interazione magnetica degli elettroni con il 
nucleo ha la forma 


Vi;= ail (121,4) 


(analogamente all’interazione spin-orbita degli elettroni (72,4)). 
La dipendenza da F della separazione dei livelli che essa provoca è 
quindi data dall’espressione 


3 F(F+1) (121,5) 


(vedi (72,9)). 

L'operatore di interazione di quadrupolo degli elettroni con il 
nucleo è costruito con l’operatore O;, del tensore del momento di 
quadrupolo del nucleo e con le componenti del vettore J del momen- 
to degli elettroni. Esso è proporzionale allo scalare Q;,J;J, formato 
da questi operatori, cioè ha la forma 


b [ i+ i —Zi(i+A) 6;n ] Î.Îu; (121,6) 


dove si è tenuto conto del fatto che Q;x, si esprime in funzione 
dell'operatore di spin del nucleo con una formula del tipo (75,2). 
Dopo aver calcolato gli autovalori dell’operatore (121,6) (procedendo 
come nei calcoli nel problema 1, $ 84), troviamo che la dipendenza 
della separazione di quadrupolo iperfine dei livelli dal numero 
quantico F è data RT 


3 F°(F+1)-+ F(F+1){1-2J(J+1)—2i(i+1)]. (121,7) 


L'effetto della separazione magnetica iperfine è particolarmente 
osservabile per i livelli connessi con un elettrone esterno che si 
trova nello stato s, data la probabilità relativamente grande che un 
tale elettrone si trovi vicino al nucleo. 

Calcoliamo la separazione iperfine per un atomo con un elettro- 
ne esterno s (E. Fermi, 1930). Questo elettrone è descritto dalla fun- 
zione d’onda a simmetria sferica w (r) del uso moto nel campo auto- 
compatibile degli altri elettroni e del nucleo!). 

Cercheremo l’operatore di interazione dell'elettrone con il nucleo 
come operatore dell'energia uH del momento magnetico del nucleo 
u = = ui/i nel campo magnetico creato (nell’origine) dall’elettrone. 
Conformemente a una formula ben nota dell’elettrodinamica, questo 
campo è 


u=- 1 (CI oÎ) gy, (121,8) 


1) Il calcolo che segue suppone che sia soddisfatta la condizione Ze?/fic K 1 
(vedi nota alla pag. 581). 
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dove j è l'operatore di densità di corrente creata dallo spin elettro- 
nico in moto, e r = nr il raggio vettore tracciato dal centro all’ele- 
mento dV!). In accordo con la (115,4) abbiamo 


j= — Zuge rot (48) = — 2ugo O ine] 


(La è il magnetone di Bohr). Scrivendo dV = r? dr do e integrando, 
troviamo 


00 


H= —2Ug | SE dr | [n {ns]] do = — 2Ugw? (0) E S. 
0 


Per l'operatore di interazione abbiamo infine 
V.,= — Ri =- 3° uppy?(0)Îs. (121,9) 


Se il momento angolare totale dell'atomo è J = S = 1/2, la 
separazione iperfine porta alla comparsa di un doppietto (f = 
= i + 1/2); conformemente alle (121,5) e (121,9), per la distanza 
fra i due livelli del doppietto troviamo 


8 i 
E;s1,2— Ei-1/2= 37 Ubs (2641) 4° (0). (121,10) 


Poiché il valore di y (0) è proporzionale a Y Z (vedi $ 71), il modulo 
di questa separazione aumenta proporzionalmente al numero ato- 


mico. 


PROBLEMI 


1. Calcolare la separazione iperfine (dovuta all’interazione magnetica) per 
un atomo contenente fuori degli strati completi un elettrone con momento orbi- 


tale ! (E. Fermi, 1930). 
Soluzione. Il potenziale vettore e il campo magnetico creato dal momento 


magnetico del nucleo p sono 


r r 


(div A = 0). Applicando queste espressioni, scriviamo l’operatore di intera- 
zione nella forma 

Lel gg del® ga_2ha ars nni 

— — Hs=+ n— Ss]. 

EL Ap+ OL fie= 2 (+3 (Gn) n—5S] 
Mediando rispetto allo stato con un dato valore di j l’espressione entro parente- 
sì quadre si orienta secondo j. Quindi possiamo scrivere 


- AIA AA Ai FARAI 3 
Vij=2un RÎ)(ÎÎ+3 6). 


1) Vedi vol. Il, Teoria dei campi, $ 43, formula (43,7); osserviamo che in 
quest’ultima il vettore R è diretto in senso opposto da dV al centro (punto di 
osservazione del campo). 
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Il valore medio di n;nz è stato calcolato nel problema del $ 29. Sostituendo 
e passando agli autovalori, otteniamo 


pl ,. fu 21(1+1)sj—6(s1) 7 r-3 
io SIIT Rina Jigrm 
e infine, dopo un calcolo semplice 


pe er4 
i j(j+1) 
dove F = j + i, ej= / + 1/2. La media di r-3 è eseguita rispetto alla parte 
radiale della funzione d’onda dell'elettrone. 
2. Determinare la separazione per effetto Zeeman dei componenti della 
struttura iperfine di un livello atomico (S. A. Goudsmit, R. F. Bacher, 1930). 
Soluzione. Nella formula (113,4) (supponiamo il campo cosî debole che la 
separazione da esso provocata è piccola rispetto agli intervalli della struttura 
iperfine) la media deve essere eseguita ora non soltanto rispetto allo stato elet- 
tronico, ma anche rispetto alle direzioni dello spin nucleare. Dopo aver eseguito 
la prima media si ottiene AE 4 usg757:H con g; dato dalla (113,7). La seconda 
media, dà, in modo analogo alla (113,5), 


(JF) 
F? 


F(F+1)r:3, 


J,= Mp. 


Otteniamo infine cosi 


F(F+1)4+J(J+1)—i(i+1 
AE =upgFHMp, e e. 


$ 122. Struttura iperfine dei livelli molecolari 


La struttura iperfine dei livelli energetici di una molecola è di 
natura analoga a quella dei livelli atomici. 

Per la grande maggioranza delle molecole lo spin elettronico 
totale è zero. La causa fondamentale della separazione iperfine dei 
livelli è per queste molecole l’interazione di quadrupolo dei nuclei 
con gli elettroni; è ovvio che all'interazione partecipano allora quei 
nuclei che hanno spin i diverso da zero o da 1/2, poiché in caso con- 
trario il momento di quadrupolo è zero. 

Poiché il movimento dei nuclei nella molecola è relativamente 
lento, la media dell'operatore di interazione di quadrupolo rispetto 
allo stato della molecola viene eseguita in due tappe: prima deve 
essere presa la media rispetto allo stato elettronico per i nuclei fissi, 
poi rispetto alla rotazione della molecola. 

Consideriamo prima una molecola biatomica. In seguito alla 
prima media l’interazione di ciascuno dei nuclei con gli elettroni si 


esprime con un operatore proporzionale allo scalare Q;xr;nx formato 
con l'operatore del tensore momento di quadrupolo del nucleo e con 
il vettore unità n diretto secondo l’asse della molecola, l’unica 
grandezza che determina l’orientazione della molecola rispetto alla 


è 
è 
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direzione dello spin del nucleo. Tenendo presente che Ò;; = 0, pos- 
siamo rappresentare questo operatore nella forma 


bî;în (nim-3 bin}; (122,1) 


per un valore dato della proiezione i; dello spin del nucleo sull’asse 
della molecola questa grandezza è uguale a bd [if — ta i(i4+ 1). 

In seguito alla media dell’operatore (122,1) rispetto alla rota- 
zione della molecola esso risulta espresso in funzione dell'operatore 
K del momento rotazionale conservativo. La media del prodotto n;n7 


viene eseguita secondo la formula ricavata nel problema del $ 29 
(con il vettore K in luogo di 1) e dà come risultato 


b ‘see PE 2 i 
TT RK=1)(2kK+3) lil [Kika +Arki-3 6;p K (K+1) |. (122 2) 
Gli autovalori di questo operatore si trovano nello stesso modo che 
per l'operatore (121,6). 

Nel caso di una molecola poliatomica, in luogo della (122,1), si 
ottiene, in generale, un operatore della forma 


E. binizia, (122 3) 


dove b;, è un tensore con traccia nulla, che rappresenta una carat- 
teristica determinata dello stato elettronico della molecola. Dopo 
la media rispetto alla rotazione della molecola esso risulta espresso 
pe del suo momento rotazionale totale J con una formula 
del tipo 


by =D [Fit -3I (J+1) Gn ]. (122.4) 


Il coefficiente è può essere espresso mediante le componenti 
del tensore bd; rispetto agli assi di inerzia principali della molecola 
€, n, G; poiché questi assi sono solidali con la molecola, le 
componenti dir, ... sono una caratteristica della molecola su cui 
la media non ha alcun effetto. A questo scopo consideriamo lo scalare 


binJiJx. Calcolando con l’ausilio della (122,4) otteniamo 
binJiJ,=bJ (J+1) ($ J(3+1)—1] (122,5) 


(il calcolo è analogo a quello eseguito nel problema del $ 29). D'al- 
tra parte, sviluppando il prodotto tensoriale nel sistema degli assi 
E, n, È, otteniamo 


» 


binJiJy = badi + bnnJi + but. (122,6) 
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Si è qui tenuto conto del fatto che le medie dei prodotti J:Jt, . .. 
sono nulle!). Le medie dei quadrati Jf . .. si calcolano mediante 
le funzioni d’onda degli stati rotazionali corrispondenti della 
trottola. In particolare, per una trottola simmetrica si ha semplice- 


mente 
= = 4 
Ji=k, Ji=J=34/(/+1)-F1. 


Se gli spin dei nuclei sono uguali a 1/2, l'interazione di quadru- 
polo manca. Una delle cause fondamentali della separazione iper- 
fine è in questo caso l’interazione magnetica diretta fra i momenti 
magnetici nucleari. L'operatore di interazione di due momenti 
magnetici pu, = pix/i,, he = pgiz/i, è dato dalla formula 


Dent [ii — 3 (in) (ign)]. 
Per calcolare l’energia della separazione, questo operatore deve 
essere mediato rispetto allo stato della molecola, analogamente a 
quagpto descritto sopra. 

Quando la molecola contiene atomi pesanti, insieme con l’inte- 
razione diretta dei momenti nucleari, alla separazione iperfine 
contribuisce in misura confrontabile anche la loro interazione indi- 
retta per il tramite della corteccia elettronica. Dal punto di vista 
formale, questa interazione rappresenta un effetto del secondo ordine 
della teoria delle perturbazioni rispetto all’interazione dello spin 
nucleare con gli elettroni. Applicando i risultati del $ 121, è facile 
trovare che il rapporto di questo effetto all’effetto di interazione 
diretta dei momenti nucleari è dell’ordine di (Ze*/fic)?; per Z grandi, 
questo rapporto è dell’ordine dell’unità. 

Infine, l’effetto di interazione del momento nucleare con la rota- 
zione della molecola porta un certo contributo alla separazione iper- 
fine dei livelli molecolari. Una molecola rotante, cosi come un si- 
stema di cariche in moto, crea un certo campo magnetico; questo 
campo si può calcolare mediante le note formule dell’elettro- 
dinamica partendo dalla densità di corrente data j = p [Qr], dove p 
è la densità delle cariche (degli elettroni e dei nuclei) nella molecola 
immobile, e £ la velocità angolare di rotazione della stessa. La sepa- 
razione dei livelli si ottiene come energia del momento magnetico 
del nucleo in questo campo, mentre le componenti della velocità 
angolare della molecola devono essere espresse in funzione delle 
componenti del suo momento angolare (vedi $ 103). 


1) Infatti, nella rappresentazione, in cui la matrice di una delle componenti 
di J (per esempio, J;) è diagonale, le matrici dei prodotti J:J:, JnJ conten- 
gono solo elementi con variazione del numero quantico k di 1; le funzioni d'onda 
degli stati stazionari di una trottola asimmetrica contengono invece funzioni 
Py, con valori di % differenti di un numero pari (vedi $ 103). 
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URTI ELASTICI 


$ 123. Teoria generale della diffusione 


Nella meccanica classica l'urto di due particelle è completamente 
determinato dalle loro velocità e dalla distanza d’urto (distanza 
alla quale esse passerebbero l’una vicino all'altra in assenza di in- 
terazione). Nella meccanica quantistica, l'impostazione stessa del 
problema è diversa, poiché in un moto con velocità determinate il 
concetto di traiettoria, e con essa quello di distanza d’urto, perde 
senso. Scopo della teoria è qui il calcolo della probabilità che in 
seguito all'urto le particelle siano deviate (0, come si dice, siano 
diffuse) nelle varie direzioni. Parliamo qui dei cosiddetti urti elastici 
in cui le particelle non subiscono alcuna trasformazione o (se queste 
particelle sono complesse) non varia il loro stato interno. 

Il problema dell’urto elastico, cosi come ogni problema a due 
corpi, si riduce al problema della diffusione di una particella con 
massa ridotta nel campo U (r) di un centro di forze fisso!).. A questo 
scopo, si passa a un sistema di coordinate in cui il centro di massa 
delle due particelle è in quiete. Indicheremo l’angolo di diffusione 
in questo sistema con 8. Esso è legato da formule semplici agli angoli 
0, e è, di deflessione delle due particelle nel sistema del «laboratorio » 
in cui una delle particelle (la seconda) è in quiete prima dell’urto: 


odia eni dt (123,1) 


my-+mo cos 9 î Sn 2 Ù 


dove m,, my sono le masse delle particelle (vedi vol. I, Meccanica, 
$ 17). In particolare, se le masse di ambedue le particelle sono ugua- 
li (m, = mi), si ottiene semplicemente 
0 n_-0 
di=z, da= o; (123,2) 
si ha allora 9, + &. = x/2, cioè le particelle si allontanano ad ango- 
lo retto. 


. ) Trascuriamo l’interazione spin-orbita delle particelle (se esse sono dotate 
di spin). Supponendo il campo a simmetria centrale, escludiamo quindi dall’esa- 
dl processi come, ad esempio, la diffusione degli elettroni da parte di 
molecole. 
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In questo capitolo useremo sempre (se non è specificato il con- 
trario) un sistema di coordinate solidale col centro di massa e con 
m indicheremo la massa ridotta delle particelle collidenti. 

Una particella libera che si muove nella direzione positiva dell’ as- 
se z è descritta da un’onda piana che scriviamo nella forma p = e'*?, 
cioè scegliamo una normalizzazione tale per cui la densità di cor- 
rente nell’onda è uguale alla velocità delle particelle v. Le particelle 
diffuse devono essere descritte, lontano dal centro, da un'onda sfe- 
rica divergente della forma {(0)e'"/r, dove f (9) è una certa fun- 
zione dell'angolo di diffusione 0 (l'angolo formato dall’asse 2 e dalla 
direzione della particella diffusa); questa funzione è detta ampiezza 
di diffusione. In tal modo, la funzione d’onda esatta, che è la solu- 
zione dell'equazione di Schròdinger con l'energia potenziale U (r), 
deve avere a grandi distanze la forma asintotica 


pas ei p LO gie, (123,3) 


La probabilità che la particella diffusa passi nell’unità di tempo 
attraverso l’elemento di superficie dS = r? do (do è l’elemento di 
angolo solido) è uguale a vr-? | f |} dS = v | f |? do). Il rapporto fra 
questa probabilità e la densità di corrente nell’onda incidente è 


do=|{(0){} do. (123,4) 


Questa grandezza ha le dimensioni di un’area e si chiama sezione 
efficace (0 semplicemente sezione) di diffusione entro l'angolo solido 
do. Ponendo d0 = 2n sen 0 d0, otteniamo la sezione d’urto 


do = 25 sen 8] f(0)|? d0 (123,5) 


per la diffusione nell’intervallo di angoli fra 0 e 0 + d@. 

Ogni soluzione dell’equazione di Schròdinger che descrive la dif- 
fusione in un campo centrale U (r) deve, evidentemente, godere di 
simmetria assiale rispetto all'asse z, cioè rispetto alla direzione delle 
particelle incidenti. Ogni soluzione di questo tipo può essere rappre- 
sentata come sovrapposizione delle funzioni d’onda di uno spettro 
continuo, corrispondenti al moto delle particelle in un dato campo 
aventi energia A?°k?/2m e diversi momenti orbitali Z e proiezioni nulle 
sull’asse z (queste funzioni non dipendono dall'angolo azimutale 
intorno all’asse z, cioè godono di simmetria assiale). Cosi, la fun- 


1) In questo ragionamento si suppone implicitamente che il fascio di par- 
ticelle incidenti sia limitato da un diaframma largo (per evitare gli effetti di 
diffrazione) ma finito, come precisamente avviene negli esperimenti reali di 
diffusione. Per questa ragione, non esiste interferenza fra i due termini dell’e- 
spressione (123,3); il quadrato | |? è preso nei punti in cui l’onda incidente 
manca. 
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zione d’onda cercata ha la forma 
pa AP (cos 6) Ra; (r), (123,6) 
dove A; sono delle costanti, e R,;(r) funzioni radiali che soddi- 


sfano l’equazione 


1 d dR i 1(24-1 2 
Si (PO FU Mao. (123,7) 


I coefficienti 4; devono essere scelti in modo tale che la funzione 
(123,6) abbia, a grandi distanze, la forma asintotica (123,3). Mostria- 
mo che a questo scopo si deve porre 


DEA > (224 1)i'exp(i6)), (123,8) 


dove $, sono gli sfasamenti delle funzioni Rx;. In questo modo verrà 
risolto anche il problema di come esprimere l'ampiezza di diffu- 
sione mediante queste fasi. 

La forma asintotica della funzione RR}; è data dalla (33,20) 


2 la 
Ra =— sen (&r_5+8) = 
=L{(- i)'exp[i (kr + 8)]— ilexp[—i (kr 4 8.)]}- 
Sostituendo, questa espressione e la (123,8) nella (123,6), otteniamo 
l’espressione asintotica della funzione d'onda nella forma 


pa Di (241) Pi (cos@) {(— 1)!+! eri + Speri], (123,9) 
I=0 


dove abbiamo introdotto la notazione 
S,= exp (2i6;). (123,10) 


D'altra parte, per la forma asintotica dello sviluppo dell’onda 
piana in onde sferiche (34,2) si ha 


ihz i ;41 p-iRr _ piàr 
eil Ra Di (21+1) P1(cos0)[(—1)'t! e RF 1 gift], 
1=0 


Si vede che nella differenza w — e'*” tutti i termini contenenti i 
fattori e-**" sono esclusi, come doveva essere. Per ìl coefficiente 
di e'*"/r in questa differenza, cioè per l'ampiezza di diffusione, 
troviamo 


j(0)=-> D (22+1)(S—1) P;(cos0). (123,11) 
I=0 
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Questa formula risolve il problema posto: esprimere l’ampiezza di 
diffusione mediante fasi 6; (H. Faxen, J. Holtsmark, 1927)}). 

Integrando do su tutti gli angoli, otteniamo la sezione totale di 
diffusione o, che è il rapporto fra la probabilità totale di diffusione 
della particella (nell'unità di tempo) e la densità di corrente nell’on- 
da incidente. Sostituendo la (123,11) nell’integrale 


IT 
o=22 | |7(0)|?sen0 40 
0 


e ricordando che i polinomi di Legendre con ! diversi sono mutua- 
mente ortogonali e che 


2 


IT 
{ Pi (cos 6) sen 0 d0= 3777 ; 
0 


per la sezione totale otteniamo l’espressione seguente 


o=57 È (21+1) sen? 8,. (123,12) 
t=0 


Ciascuno dei termini di questa somma rappresenta la sezione 
parziale o; di diffusione di particelle con un dato momento orbitale 
I. Notiamo che il valore massimo possibile di questa sezione è 


0, mar=42- (21-+1). (123,13) 


Confrontando con la formula (34,5), vediamo che il numero di par- 
ticelle diffuse con momento / può risultare 4 volte superiore al nu- 
mero di tali particelle nel fascio incidente. Questa circostanza è 
un effetto puramente quantistico legato all’interferenza fra par- 
ticelle diffuse e quelle non diffuse. 


1) Il problema della ricostruzione della forma del potenziale di diffusione 
dalle fasi supposte note è; presenta un interesse fondamentale. Questo problema 
è stato risolto da /. M. Gelfand, B. M. Levitan e V. A. Maréenko. Risulta che per 
la determinazione di U (r) è sufficiente conoscere èp (k) come funzione del vettore 
d'onda in tutta la regione da X = 0a X = co, nonché i coefficienti a, nelle 
espressioni asintotiche (r + 00) 


Rino ane *9"/T (xn= V2m | En /hn ) 


delle funzioni d'onda degli stati corrispondenti ai livelli energetici discreti 
(negativi) E,, se questi esistono. La determinazione di UV (r) da questi dati 
si riduce alla soluzione di una determinata equazione integrale lineare. Per 
una esposizione sistematica di questo problema vedi il libro di V. de Alfaro, 
T. Regge, Potential Scattering, North-Holland, Publishing Company, 1965. 
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In seguito, sarà opportuno usare anche le ampiezze di diffusione 
parziali f;, che determineremo come i coefficienti dello sviluppo 


f(0)= DI (21+ 1) fiP1 (cos0). (123,14) 
î 
Secondo la (123,11), essi sono legati alle fasi è, mediante 
1 1 i 
fi= 7 (Si- 1) = 7 (e°!1--1), (123,15) 


e le sezioni parziali sono 
o,— 4 (2241)|f 2, (123,16) 


$ 124. Studio della formula generale 


Le formule ottenute sono applicabili, in linea di principio, alla 
diffusione in un campo VU (r) qualsiasi che si annulli all’infinito. 
Lo studio di queste formule si riduce a quello delle proprietà delle 
fasi 6, che vi compaiono. 

Per valutare l’ordine di grandezza delle fasi è, con / grandi, ser- 
viamoci del fatto che per questi valori il moto è quasi-classico 
(vedi $ 49). Quindi la fase della funzione d'onda è data dall’integrale 


(fF-THPE DIO y4i, 
ro 


dove ry e la radice dell’espressione sotto il radicale (r > ro è la re- 
gione di moto classicamente accessibile). Sottraendo da qui la fase 


{ye TUE #45 


To 


della funzione d'onda del moto libero e ponendo r + co, otteniamo, 
per definizione, la grandezza 6;. Per / grandi è grande anche il valore 
di ro; quindi in tutta la regione di integrazione UV (r) è piccolo, e si 
ottiene approssimativamente 


6,= — ei (124,1) 
) rif a TED 


Quanto all’ordine di grandezza, questo integrale (se converge) è 
uguale a 


o Econ, (124,2) 


L'ordine di grandezza di rh è ro — Uk 
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Se U (r) si annulla all'infinito come r-" con n >1, l’integrale 
(124,1) converge e le fasi 6; sono finite. Viceversa, per n 41, 
l'integrale diverge, cosicché le fasi 6, risultano infinite. Questo 
vale per qualsiasi Z, poiché la convergenza o la divergenza dell’in- 
tegrale (124,1) dipende dal comportamento di U (r) per r grandi, e 
a grandi distanze (dove il campo U (r) è già debole) il moto radiale 
è quasi-classico per qualsiasi 2. Come si devono intendere le for- 
mule (123,11) e (123,12) per 6; infinite sarà mostrato più avanti. 

Consideriamo dapprima la convergenza della serie (123,12) che 
rappresenta la sezione totale di diffusione. Per / grandi, le fasi sono 
8, < 1, come risulta dalla (124,1), se si tiene presente che U (r) 
decresce più rapidamente di 1/r. Si può perciò porre sen? 8, ® 83} e, 
di conseguenza, la somma dei termini elevati della serie (123,12) 
sarà dell'ordine di Y} /8?. In accordo con un noto criterio integrale 


1354 N | 
di convergenza delle serie concludiamo che la serie considerata con- 


00 


verge se converge l'integrale 187 dl. Usando la (124,2) e sosti- 


tuendo / con kr, otteniamo l'integrale 
{ U? (ro) ri dro. 


Se U (r) decresce all’infinito come r-” con n > 2, questo integrale 
converge, e la sezione totale è finita. Viceversa, se il campo U (r) 
decresce come 41/r?, o più lentamente ancora, la sezione totale risul- 
ta infinita. Fisicamente, questo è dovuto al fatto che, quando il 
campo decresce lentamente, con la distanza la probabilità di diffusio- 
ne ad angoli piccoli diventa molto grande. Ricordiamo a questo 
proposito che nella meccanica classica, in ogni campo che si annulla 
per r + co, una particella passante a una distanza d’urto gp arbitra- 
riamente grande ma finita subisce una deviazione di un angolo pic- 
colo ma diverso da zero; quindi la sezione totale di diffusione risulta 
infinita per qualsiasi legge di decrescenza di U (r)!). Nella meccanica 
quantistica questo ragionamento è inapplicabile per il fatto che 
si può parlare di diffusione di un certo angolo solo alla condizio- 
ne che questo angolo sia grande rispetto alla indeterminazione nella 
direzione del movimento della particella. Se la distanza d’urto è 
nota a meno di Ap, si crea cosi un’indeterminazione h/Ap nella 
componente trasversale della quantità di moto, cioè un’indetermi- 


nazione — h/mv Agp nell'angolo. 
Data la grande importanza che ha la diffusione ad angoli piccoli 


N 


con un campo U (r) che decresce lentamente, è naturale porsi la 


1) Questo si traduce nella divergenza dell’integrale {250 ap che determina 


“nella meccanica classica la sezione totale. 
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domanda: convergerà l'ampiezza di diffusione f (0) per 0 = 0 anche 
se U (r) decresce più rapidamente di 41/r?? Ponendo 8 = 0 nella 
(123,11), otteniamo per i termini elevati della somma un'espressione 
proporzionale a >} /$;. Ragionando come nel caso precedente, arri- 


IDA 
viamo, nel cercare il criterio di finitezza della somma, all’integrale 


{U (1a rè dro, 


che diverge per U (r) vw r-" (n < 3). Pertanto, l'ampiezza di diffu- 
sione diventa infinita per 6 = 0 in campi decrescenti come 1/r? o 
più lentamente ancora. 

Infine, soffermiamoci sul caso in cui la fase stessa è; è infinita, il 
che ha luogo per U (r) wr" (n< 1). Dai risultati ottenuti sopra 
è subito evidente che con un campo cosi lentamente decrescente 
sarà infinita sia la sezione totale sia l'ampiezza di diffusione per 
0 = 0. Ma resta il problema del calcolo di f (0) per 0 #0. Osser- 
viamo prima di tutto che vale la formula!) 


Der 


z (22 + 1) P:(cos0)=46(1—cos0). (124,3) 


In altre parole, per tutti i 0 4 0 questa somma è nulla. Nell'espres- 
sione (123,14) per l'ampiezza di diffusione si può quindi trascurare 
l’unità fra parentesi quadre in ogni termine della somma, quando 
0+ 0, cosicché resta 


j(0)= 7 D (21+1) P; (cos0) ei. (124,4) 


I=0 


Se si moltiplica il secondo membro dell'uguaglianza per il fattore 
costante exp (—2iò,) non si altera la sezione, determinata dal qua- 
drato del modulo |f(60) |? e la fase della funzione complessa f (9) 
varierà solo di una costante inessenziale. D'altro canto, nella diffe- 
renza 6, — 6 delle espressioni (124,1) l'integrale di UV (r) divergente 
si cancella, e resta una certa grandezza finita. In tal modo, per cal- 


1) Questa formula è lo sviluppo della funzione è in polinomi di Legendre; 
essa si verifica direttamente moltiplicandone i due membri per sen @P; (cos 0) e 


integrando in d0. L'’integrale È (x) dx della funzione pari è (x) è preso 
0 


uguale a 41/2. 
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colare l'ampiezza di diffusione nel caso considerato, si può usare la 
formula 


$(0)= S (2241) P;(cos0) e%'1-% (124,5) 


1=0 


$ 125. Condizione di unitarietà per la diffusione 


L'ampiezza di diffusione in un campo arbitrario (non necessa- 
riamente centrale) soddisfa determinate relazioni che sono conse- 
guenza di presupposti fisici generali. 

La forma asintotica della funzione d'onda alle grandi distanze 
nella diffusione elastica in un campo arbitrario è 


pa eihrnn' L —f (n, n') e'l”. (125,1) 


Questa espressione si distingue dalla (123,3) per il fatto che l'ampiezza 
di diffusione dipende qui dalle direzioni dei due vettori unità, dal 
vettore nella direzione dal fascio incidente di particelle (n) e dal 
vettore nella direzione del fascio diffuso (n’), e non solo dall'angolo 
che essi formano. 

Ogni combinazione lineare di funzioni della forma (125,1) con 
diverse direzioni di incidenza n rappresenta pure un processo possi- 
bile di diffusione. Moltiplicando le funzioni (125,1) per coefficienti 
arbitrari F (n) e integrando rispetto a tutte le direzioni di n {ele- 
mento di angolo solido do), scriviamo tale combinazione lineare 
sotto forma di integrale 

‘ eikr 
{ F (n) eikrnn' do + 


r 


{ F (n) f (n, n°) do. (125,2) 


Poiché la distanza r è arbitrariamente grande il fattore exp (ikrnn’) 
nel primo integrale è una funzione rapidamente oscillante della 
direzione del vettore variabile n. Quindi il valore dell’integrale è 
determinato essenzialmente dalle regioni vicine a quei valori di n 
per cui l’esponente ha un estremo (n = + n°). In ciascuna delle 
regioni il fattore 7 (n) & F(+n’) si può portare fuori dal segno di 
integrale, dopodiché l'integrazione dà!) 

eikr eikr 


— 2riF (n°) + 


emihkr 
Tr 


— | f (n, n°) F (n) do. 


2riF(—n') 


r 


1) Per calcolare l’integrale, spostiamo il cammino di integrazione rispetto 
alla variabile p = cos 0 (0 è l'angolo fra n ed n') nel piano della variabile com- 
plessa u in modo tale che esso s’incurvi verso il semipiano superiore restando 
fissato ai punti estremali up = +1. Allora, nell’allontanarsi da ciascuno di 


questi punti la funzione e? decresce rapidamente. 
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Riscriviamo questa espressione in forma operatoriale concisa omet- 
tendo il fattore comune 2ri/k: 


Cn) SA), (125,3) 
dove _ 
$=1-4+2ikf, (125,4) 
e f è l'operatore integrale 
fF (n°) = { f (n, n°) F (n) do. (425,5) 


L'operatore S è detto operatore (o matrice) di diffusione, o sempli- 
cemente matrice S; esso è stato originariamente introdotto da 
W. Heisenberg (1943). 

Il primo termine nella (125,3) è un’onda convergente verso il 
centro, e il secondo un’onda che da esso diverge. La conservazione 
del numero di particelle durante la diffusione elastica è espressa 
dall’uguaglianza dei flussi totali di particelle nelle onde conver- 
gente e divergente. In altre parole, queste due onde devono avere 
la stessa normalizzazione. A tale scopo l’operatore di diffusione 
deve essere unitario ($ 12), vale a dire 

i, 


S$t=1, (125,6) 
o, sostituendo la (125,4) e moltiplicando: 
f- ft = 2ikf f*. (125,7) 
Infine, tenendo conto della definizione (125,5), riscriviamo la 
condizione di unitarietà per la diffusione nella forma 
f(n, n')— f*(n’, n)= aa { f (n, n°) f* (n°, n°) do". (125,8) 


Per n = n' l'integrale nel secondo membro dell'uguaglianza non 
è altro che la sezione totale di diffusione 


o= { | f(n, n°)|2 do”. 


Quanto alla differenza nel primo membro dell’uguaglianza, essa si 
riduce in questo caso alla parte immaginaria dell’ampiezza f (n, n). 
In tal modo, otteniamo la relazione generale seguente fra la sezione 
totale della diffusione elastica e la parte immaginaria dell’ampiezza 
di diffusione ad angolo zero: 


Im f (n, n)=-=0 (125,9) 


(il cosiddetto teorema ottico della diffusione). 
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Si può ottenere ancora un’altra proprietà generale dell’ampiezza 
di diffusione partendo dalla richiesta di simmetria rispetto all’in- 
versione del tempo. Nella meccanica quantistica questa simmetria 
si traduce nel fatto che se una funzione descrive un possibile stato, 
anche la sua complessa coniugata w* corrisponde a uno stato pos- 
sibile ($ 18). Quindi la funzione d'onda 


eikr è , ecikr Se » i 
= FP*(-n°)_—_S°F* (n'), 


che è la complessa coniugata della funzione (125,3), descrive anch'’es- 
sa un possibile processo di diffusione. Introduciamo una nuova 
funzione arbitraria, ponendo —sS* F* (n')= ®(—n'). Tenendo 
conto dell’unitarietà dell'operatore S, abbiamo 


F* (n°) = — $*-10(—n')=—S0(—n); 


introducendo l'operatore di inversione delle coordinate P che cam- 
bia il segno dei vettori n ed n’, scriviamo 


F*(—n')= PF*(n')= — P$60 (n). 
Otteniamo cosi una funzione d’onda invertita rispetto al tempo 
della forma 


ecikr ; eikr XA ; 
2° @(—n')- È PSbO m). 


Essa deve, di fatto, coincidere con la funzione d’onda iniziale (125,3). 
Dal confronto risulta che per questo deve essere soddisfatta la con- 
dizione n 

DSP =$, (125,10) 


allora le due funzioni non si differenziano che per la notazione della 
funzione arbitraria. 

Passando dall’uguaglianza operatoriale (125,10) a quella matri- 
ciale, otteniamo la relazione corrispondente per l'ampiezza di dif- 
fusione. La trasposizione cambia di posto il vettore iniziale n e il 
vettore finale n’, e l'inversione ne cambia i segni. Quindi abbiamo 


S(nn')=S(—n',—-n) (125,11) 
ovvero, ciò che è lo stesso: 
f(n,n)=f(—n,—-n.. (125,12) 


Questa relazione (il cosiddetto teorema di reciprocità) esprime un 
risultato del tutto naturale: l’uguaglianza delle ampiezze di due 
processi di diffusione invertiti nel tempo l’uno rispetto all’altro. 
L’inversione del tempo scambia gli stati iniziale e finale e inverte 
le direzioni del moto delle particelle in questi stati. 
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Nel caso della diffusione in un campo centrale le relazioni gene- 
rali ottenute si semplificano. L'ampiezza f(n, n’) dipende allora 
solo dall’angolo 0 fra n ed n°. Quindi l'uguaglianza (125,12) diventa 
un'identità, mentre la condizione di unitarietà (125,8) assume la 
forma 


Im} (= | {Mf" (7) do”, (125,13) 


dove y, y' sono gli angoli formati da n e n' con una certa direzione 
n” nello spazio. Rappresentando f(0) sotto forma di sviluppo 
(123,14), usando il teorema di composizione delle funzioni sferiche 
(c,10) ricaviamo dalla (125,13) la relazione seguente per le ampiezze 
parziali: 

Imfi=k|f}?. (125,14) 


Questa formula può essere ottenuta anche direttamente dall’e- 
spressione (123,15) secondo la quale |2ikf, + 1 |? = 1. Anche il 
teorema ottico (125,9) si ottiene facilmente dalle formule (123,11) e 
(123,12) nel caso della diffusione in un campo centrale. 

Riscrivendo la (125,14) nella forma Im (1/f;) = —%, vediamo 
che l'ampiezza f; deve avere la forma 


o f= (125,15) 


dove g; = g:(k) è una grandezza reale legata alla fase 6, dalla re- 
lazione 


g&=kctg ò;. (125,16) 


In seguito, useremo più volte questa rappresentazione dell’ampiezza. 

Esaminiamo, per la diffusione in un campo centrale, il legame 
fra il concetto di operatore di diffusione introdotto sopra e le gran- 
dezze che figurano nella teoria esposta nel $ 123. 

Poiché in un campo centrale il momento orbitale si conserva, 
l'operatore di diffusione commuta con l’operatore del momento. 
In altre parole, la matrice $ nella rappresentazione / è diagonale. 
Allora, in virtii dell’unitarietà dell'operatore S, i suoi autovalori 
devono essere uguali in modulo all'unità, cioè hanno la forma 
exp (2i6;) con è, grandezze reali. È facile vedere che queste grandez- 
ze coincidono con gli sfasamenti' delle funzioni d’onda, cosicché 
gli autovalori della matrice S coincidono con le grandezze S, (123,10) 
introdotte nel $ 123; per quanto riguarda gli autovalori dell’opera- 
torte f = (S — 1)/2ik, essi coincidono rispettivamente con le am- 
piezze parziali (123,15). Infatti, se come funzione 7 (n) si prende 
P, (cos 9) (allora F (—n) = P;(—cos 0) = (—1)'P; (cos 6)), la fun- 
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zione d'onda (125,3) deve allora coincidere con la soluzione dell’e- 
quazione di Schròdinger rappresentata da un solo termine in (123,9); 
ciò vuol dire precisamente che 


SP, (cos 0) = SP; (cos 6). 


Per un'onda piana incidente lungo l’asse z, la funzione / (n) 
nella (125,3) è la funzione è F = 46 (1 — cos 6), dove 0 è l'angolo 
fra n e l asse z, la funzione $ è definita qui come è stato indicato 
nella nota alla pag. 595, e il coefficiente che la precede è scelto in 
modo tale che, sostituendolo nel secondo membro della definizione 
(125,9), si ottiene semplicemente f (9) (dove 0 è ora l’angolo fra n' 
e l’asse z). Rappresentando la funzione 6 nella forma (124,3) 


F=48(1— cos 0)= 2 (21 +1) P;(cos0) (125,17) 
[= 


e applicando ad essa l’operatore f, otteniamo, come c’era da aspet- 
tarsi, l'ampiezza di diffusione nella forma (123,14). 

Infine, facciamo ancora l’osservazione seguente. Dal punto di 
vista matematico, la condizione di unitarietà (125,8) mostra che 
non ogni funzione pre-assegnata f (n, n’) potrebbe essere un'ampiezza 
di diffusione in un campo qualsiasi. In particolare, non ogni fun- 
zione f (8) potrebbe essere un’ampiezza di diffusione in un campo 
centrale qualsiasi. In forza della (125,13), deve essere soddisfatta 
una determinata relazione fra la sua parte reale e la parte immagina- 
ria. Se scriviamo f (06) = |f | e', per un modulo dato |f | per tutti 
gli angoli, la relazione (125,13) darà un'equazione integrale dalla 
quale si può, in linea di principio, determinare la fase incognita 
a (0). In altre parole, conoscendo la sezione di diffusione (il quadrato 
If |?) per tutti gli angoli, si può, in linea di principio, trovare 
anche l'ampiezza. Ma questa ricostruzione non è del tutto univoca 
e determina l'ampiezza soltanto a meno della sostituzione 


f(0)> —f* (0), (125,18) 


che lascia invariante l'equazione (125,13) e, certo, non cambia la 
sezione | f |? (la trasformazione (125,18) è equivalente al cambiamen- 
to contemporaneo del segno di tutte le fasi 6, nella (123,11)). Questa 
non univocità viene eliminata, però, se si considera l'ampiezza di 
diffusione non solo come funzione dell'angolo, ma anche dell’ener- 
gia. Vedremo più avanti ($$ 128, 129) che le proprietà di analiticità 
dell’ampiezza come funzione dell'energia non sono invarianti ri- 
spetto alla trasformazione (125,18). 
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S$ 126. Formula di Born 


La sezione di diffusione può essere calcolata nella forma generale 
nel caso molto importante in cui il campo diffusore può essere con- 
siderato come perturbazione!). È stato mostrato nel $ 45 che questo 
è possibile se è soddisfatta almeno una delle due condizioni: 


h2 
IU|Ka3 (126,1) 

oppure 
IU|& P_i ka, (126,2) 


dove a è il raggio d’azione del campo U (r), e U il suo ordine di gran- 
dezza nella regione in cui la sua azione è importante. Se è soddi- 
sfatta la prima condizione, l’approssimazione considerata è appli- 
cabile per tutte le velocità. Quanto alla seconda condizione si vede 
invece che essa è applicabile per particelle sufficientemente veloci. 

Conformemente al’ $ 45, cerchlamo una tùnzione d'ònda nellà 
forma p = p® + p®, dove y° = e'kr corrisponde a una parti- 
cella incidente con vettore d’onda k = p/. Dalla formula (45,3) 
abbiamo 


4° (2,9, = Î U(2',y',2') gior+aR) DI (126,3) 


Prendendo il centro diffusore come origine delle coordinate, intro- 
duciamo il raggio vettore R, nel punto di osservazione di wp” e indi- 
chiamo con n’ il vettore unità nella direzione di Roy. Sia r’ il raggio 
vettore dell’elemento di volume dV’, allora R= Ro, — r'. Alle 
grandi distanze dal centro si ha Ry r', cosicché 


R= | Ro—r' Î VÀ Ro-r'n'. 
Sostituendo questa espressione nella (126,3), otteniamo per y” 


l’espressione asintotica seguente: 
ihRo 


pi DI dba E 
2rh° Ro 


(dove k’ = kn’ è il vettore d’onda della particella dopo la diffu- 
sione). Confrontando con la definizione di ampiezza di diffusione 
nella (123,3), otteniamo per quest’ultima l’espressione 


= | Ue-iar dV, (126,4) 


| U (r') Viale Li dV'. 


1) Nella teoria generale sviluppata nel $ 123, questa approssimazione cor- 
risponde al caso in cui tutte le fasi è; sono piccole; occorre inoltre che queste fasi 
possano essere calcolate a partire dall’equazione di Schròdinger nella quale l’ener- 
gia potenziale è considerata come perturbazione (vedi problema 4). 
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dove abbiamo modificato la notazione delle variabili di integrazione 
e introdotto il vettore 


q=k —k (126,5) 
di modulo 
q=2ksen 3, (126,6) 


in cui 0 è l'angolo fra k e k', cioè l’angolo di diffusione. 

Infine, elevando al quadrato il modulo dell’ampiezza di diffu- 
sione, otteniamo la formula seguente per la sezione di diffusione 
nell'elemento di angolo solido do: 


d0= 7a | { Ue-ia: dv | do. (126,7) 


Vediamo che la diffusione con variazione della quantità di moto 
di ?q è determinata dal quadrato del modulo della componente di 
Fourier corrispondente del campo U. La formula (126,7) è stata ori- 
ginariamente ottenuta da M. Born (1926); tale approssimazione si 
chiama spesso nella teoria degli urti approssimazione di Born. 

Notiamo che in questa approssimazione si ha la relazione 


f (k, k')=f* (k', k) (126,8) 


fra le ampiezze del processo di diffusione diretto e del processo di 
diffusione inverso (nel senso letterale), cioè di processi che si di- 
stinguono l’uno dall'altro per lo scambio della quantità di moto ini- 
ziale e finale, senza cambiamento di loro segni, come nell’inversione 
del tempo. Cosi, nella diffusione si manifesta, oltre al teorema di 
reciprocità (125,12), una proprietà addizionale di simmetria. Questa 
proprietà è strettamente legata alla piccolezza delle ampiezze di 
diffusione (piccolezza nel senso della teoria delle pertrurbazioni) e 
segue direttamente dalla condizione di unitarietà (125,8), se si 
trascura in essa il termine integrale quadratico in f!). 

La formula (126,7) può anche essere ottenuta in un altro modo 
(che, però, lascia indeterminata la fase dell’ampiezza di diffusione). 
Precisamente, possiamo partire dalla formula generale (43,1) secon- 
do la quale la probabilità di transizione fra stati dello spettro con- 
tinuo è data dalla formula. 


2° 
dws; =+l Uji |? Ò (Ej- E) dv,. 
1) Risulta chiaro che questa proprietà viene a mancare già quando si passa 


all'approssimazione del secondo ordine della teoria delle perturbazioni. Di 
questo ci convinceremo direttamente nel $ 130 in base alla formula (130,13). 
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Nel caso in esame dobbiamo applicare questa formula alla transi- 
zione dallo stato della particella incidente libera con quantità di 
moto p allo stato della particella con quantità di moto p'’ diffusa 
nell'elemento di angolo solido do’. Prendiamo d°p'/(21h)? come inter- 
vallo degli stati dv;. Sostituendo la differenza dell'energia finale e 
iniziale E, — E; con (p°° — p°)/2m abbiamo 


4 P d3 p' 
dwg = = |Up9 8 (P°°— PI) Tar (126,9) 


Le funzioni d'onda della particella incidente e della particella 
diffusa sono onde piane. Poiché come intervallo degli stati dv; è 
stato scelto l’elemento dello spazio p/2rà, la funzione d’onda finale 
deve allora essere normalizzata rispetto alla funzione 6 di p/2nhs 


pp = etna, (126,10) 


Normalizziamo invece la funzione d’onda iniziale in modo che la 
densità di corrente sia uguale all'unità 


do ny Da gipen, (126,11) 


L'espressione (126,9) avrà allora la dimensione di un’area e rappre- 
senterà la sezione differenziale di diffusione. 

La presenza della funzione è nella formula (126,9) significa che 
p° = p, cioè il modulo della quantità di moto non cambia, come 
deve essere nella diffusione elastica. Si può eliminare la funzione è 
passando a coordinate sferiche nello spazio p (sostituendo cioè d3p' 


con p'*dp'do' = + p'd (p'?) do') e integrando in d(p'’). Poiché 
l'integrazione si riduce alla sostituzione del modulo di p’ con p 
nell'espressione integranda, e otteniamo 


ne| | VHUwpdV ldo'. 


4n2h4 


do = 


Sostituendovi le funzioni (126,10) e (126,11), torniamo alla formu- 
la (126,7). 

Nella forma (126,7), questa formula è applicabile alla diffusione 
in un campo U (z, y, z) che rappresenta funzione delle coordinate 
combinate in modo qualsiasi, e non solo una funzione di r. Ma ne] 
caso di un campo centrale U (r) essa può ancora essere trasformata. 

Nell’integrale 


\ U (r) r-i9" dV 


usiamo le coordinate sferiche spaziali r, &, 4 con l’asse polare preso 
nella direzione del vettore q (indichiamo con ® l'angolo polare a 
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differenza dell'angolo di diffusione 0). L'integrazione in 9 e q ci dà 


co 2510 I co 
| | | U (7) eser cost re son 9 dd dp dr=4n | U(M 2 rar. 
000 0 


Sostituendo questa espressione nella (126,4), otteniamo la formula 
seguente per l'ampiezza di diffusione in un campo a simmetria cen- 
trale: 


00 


f= i IU (Mr dr. (126,12) 


Per 09= 0 (cioè g= 0), questo integrale diverge se U (r) decresce 
all'infinito come 1/r*, o più lentamente (in accordo con i risultati 
generali del $ 124). 

Richiamiamo l’attenzione sulla seguente circostanza interessan- 
te. La quantità di moto p della particella e l'angolo di diffusione 0 
entrano nella (126,12) soltanto tramite g. Cosî, nell’approssimazione 
di Born la sezione di diffusione dipende da p e 6 solo nella combina- 
zione p sen (0/2). | 

Tornando al caso generale dei campi arbitrari V (7, y, z), consi- 
deriamo i casi limite di velocità piccole (ka « 1) e grandi (ka > 1). 

Nel caso di velocità piccole, si può porre nell’integrale (126,4) 
e-i9t = 1, cosicché l'ampiezza di diffusione è 


f= Tr) U dV, (126,13) 


e se U = U (r), allora 
(= |UMredr. (126,14) 


La diffusione qui è isotropa rispetto alle direzioni e non dipende 
dalla velocità, ciò che è in accordo con i risultati generali del $ 132. 

Nell’altro caso limite in cui le velocità sono grandi, la diffusio- 
ne manifesta un’anisotropia molto accentuata ed è diretta in avan- 
ti, in uno stretto cono con angolo di apertura A8 — 1/ka. Infatti, 
fuori di questo cono la grandezza gq è grande, il fattore e-i9" è una 
funzione rapidamente oscillante e l'integrale del suo prodotto con 
la funzione lentamente variabile U tende a zero. 

La legge secondo cui la sezione per grandi valori di g diminuisce 
non è universale e dipende dalla forma concreta del campo. Se il 
campo U (r) ha qualche singolarità per r = 0 per qualche altro 
valore reale di r, il contributo determinante nell’integrale della 
(126,12) è dato dalla regione nell’intorno di questo punto e la sezione 
diminuisce come una potenza. Lo stesso vale per il caso in cui la 
funzione V (r) non ha singolarità, ma non è pari: il contributo prin- 
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cipale nell’integrale è dato allora dalla regione attorno al punto 
r = 0. Se invece U (r) è una funzione pari di r, si può formalmente 
estendere l’integrazione anche ai valori negativi di r, cioè integrare 
lungo tutto l’asse reale della variabile r, dopodiché (se U (r) non ha 
punti singolari sull’asse reale) si può spostare il cammino di inte- 
grazione nella regione complessa fino a che esso non resta « impiglia- 
to » nel punto singolare complesso più vicino. Allora, per grandi 
g, l'integrale risulta decrescere secondo una legge esponenziale. 
Tuttavia, è da tener presente che per il calcolo di questa piccola 
grandezza esponenziale l’approssimazione di Born è, in generale, 
inapplicabile (vedi anche $ 131). 

Benché il valore della sezione differenziale di diffusione all’in- 
terno del cono AB — 1/ka non dipenda essenzialmente dalla velocità, 
cionondimeno, grazie alla diminuzione dell'angolo di apertura del 


cono, la sezione totale di diffusione (se l'integrale | do converge) a 


grandi energie decresce. Precisamente, la sezione totale decresce 
insieme con l'angolo solido tagliato dal cono proporzionalmente a 
(A0)? — 1/k?a*, cioè è inversamente proporzionale all’energia. 

In molte applicazioni fisiche della teoria degli urti interviene 
come caratteristica della diffusione l’integrale 


dz= | (1-—cos 6) do, (126,15) 


detto spesso sezione di trasporto. Da considerazioni analoghe a quelle 
svolte sopra risulta che a grandi velocità questa grandezza è inver- 
samente proporzionale al quadrato dell’energia. 


PROBLEMI 
4. Determinare nell’approssimazione di Born la sezione di diffusione da 


parte di una buca di potenziale sferica: U = —U, perr<a, U= 0 perr>a. 
Soluzione. Il calcolo dell'integrale nella (126,12) dà di 


do. 


mU 4? \ (sen ga— qa cos ga)? 
h° (ga)6 
L'integrazione rispetto a tutti gli angoli (che è opportuno eseguire passando alla 


variabile q = 2% sen (9/2) e sostituendo do con 2xq dg/k?) dà la sezione totale 
di diffusione 


do = 4a? ( 


o 2 mU pa? YI ____I1 sen 4ka sen? 2ka 
_ k2 | (2ka)? La (2a)? = (2ka)t ] 


h2 


Nei casi limite questa formula dà 


161142 / mUpa? \2 
= 908 (SUE)? re de 


PALI mU 04° ) 


“Ra 


per kaD>1. 
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2. Lo stesso problema per il campo U = Ue r?/a?. 
Soluzione. E opportuno fare il calcolo usando la formula (126,7) scegliend« 
la direzione q per direzione di uno degli assi coordinati. Si ottiene 


de = ai (IR) e-9°2°/2 do 


e la sezione totale 
ss: (oe) )° 4. -20108) 


Le condizioni di applicabilità di queste formule sono date dalle disuguaglianze 
(126,1), (126,2) con Vo in luogo di U. Inoltre, la formula per do è inapplicabile 
se l'esponente è grande in valore assoluto!). 


3. Lo stesso problema nel campo U = 2 
Soluzione. Il calcolo dell’integrale nella (126,12) dà 


eta, 


_ 722 { ama \ do 
sins ( ha ] (g9a2+1)2" 


La sezione totale è 


ama \2 1 
o=done (FF) arr: 


La condizione di REBUCADLITA di queste formule si deduce dalle (126,1) e (126,2) 
1 


con &/a in luogo di U: ama/f? < 1 0 alfiv < 1. 
4. Determinare le fasi è; per la diffusione in un campo a simmetria centrale 


nel caso corrispondente all’approssimazione di Born. 
Soluzione. Per la funzione d’onda radiale y = rA del moto nel campo U (r) 
e per la funzione x‘® del moto libero abbiamo le equazioni (vedi (32,10)) 


x+[e- EL 0]4=0, 


” I(2H41 
xl0 +e PEZIL yo. 


Moltiplicando la po equazione per x‘ e la seconda per x, sottraendo membro 
a membro l'una dall'altra e integrando poi in dr (tenendo conto della condizio- 


ne al contorno y= 0 per r = 0), otteniamo 
r 
+ (7) y(0) (0) (7) LP ( Vyy0 a 
NM Ma Mat M=7 ) t dr. 
0 


Considerando U come perturbazione, possiamo porre nel secondo membro del- 
l'uguaglianza y ® yx(®. Per r + co, nel primo membro dell’uguaglianza usia- 


1) E facile convincersi dell’înapplicabilità della teoria delle perturbazioni 
in questo caso calcolando l'ampiezza di diffusione nell’approssimazione del 
secondo ordine (vedi più avanti la (130,43)): benché il fattore che precede l’espo- 
nenziale sia piccolo rispetto al coefficiente del termine in prima approssima- 
zione, l'esponente negativo risulta due volte più piccolo. 
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mo le espressioni asintotiche (33,12), (33,20), e nell’integrale sostituiamo l'e- 
spressione esatta (33,10). Otteniamo 


sen è, di= — Le { U (r) [T141/2 (kr)]? r dr. 
0 


Questa formula si potrebbe anche ottenere sviluppando direttamente l'ampiez- 
za di diffusione di Born (126,4) in polinomi di Legendre, in accordo con la (123,11) 


(per le 8; piccole). 
5. Determinare nell’approssimazione di Born la sezione totale di diffusione 


nel campo U = a/(r? + a2)” con n > 2 per particelle veloci (ka > 1). 
Soluzione. Come si vedrà, nel caso considerato il contributo essenziale 
nella diffusione è dato dalle ampiezze pesta con grandi /. Quindi la sezione 
si può calcolare mediante la formula (123,11) sostituendovi le somme in / con 
l'integrazione; in approssimazione di Born tutte le fasi sono è, <« 1, cosicché 


4 (°_°) 
dx sua { 218? dl. (4) 
0 


Le fasi 6, con grandi /! si calcolano con la formula (124,1) 


o) dr 


am MR Se 
ao | (r2 + a°y®/2 (1° — 1P)r2j1/2 
1/k 
Con la sostituzione r? + a? = (a? + 12/k3)/E l'integrale si riduce al noto integra- 
le di Eulero e dà 
1 n_1i 
ipa PT) 2 
L= 2};2 (ak 4 rr) 1)/2 T (1/2) Ù 


L'integrale (1) è determinato dalla regione / — ak È 1, ciò che guistifica l’ipo- 
tesi fatta. Il calcolo dell’integrale dà: 


n—-1 2 
= fi] (Fg? ). (3) 


Conformemente alla (126,2), la condizione di applicabilità dell'approssimazione 
di Born è data qui dalla disuguaglianza ma/h?ka"-! < 1. Richiamiamo l’atten- 
zione sulla dipendenza o — k-? che corrisponde alle affermazioni generali nel 
testo. 
6. Determinare nell’approssimazione di Born l'ampiezza di diffusione nel 
caso bidimensionale (il campo U = U (z, z); il fascio di particelle incidenti è 
diretto secondo l’asse 2). 

Soluzione. Sfruttando la nota alla pag. 198 e l’espressione asintotica della 
funzione di Hanckel 

2 4 
1 a —n/4 
Hi (ua e 1/4) per U- 00; 
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per la correzione alla funzione d'onda a distanze A, grandi dall’asse del campo 
(asse y) troviamo l’espressione 
pl & 1 (0) LihRo 
VRo 


dove l'ampiezza di diffusione è 


m 
03 Vai 


(0 = (x, z) è il raggio vettore bidimensionale; d°p = dr dz; 6 l'angolo di dif- 
fusione nel piano xz). Nel caso bidimensionale l’ampiezza di diffusione ha la 
dimensione folla radice della lunghezza, e la sezione di diffusione do = | f |? 40 
la dimensione della lunghezza. 


eli Î U (p) e Î90 d2p 


$ 127. Caso quasi-classico 


Esaminiamo in che modo avviene il passaggio al limite classico 
della teoria quantistica della diffusione. 

Escludendo dall'esame l’angolo di diffusione 0 uguale a zero, 
possiamo scrivere l’ampiezza di diffusione data dalla teoria esatta 


nella forma (124,4) 
i (0)=-7 Y (2141) P; (cos0) e. (127,1) 
1=0 


Sappiamo che le funzioni d’onda quasi-classiche sono caratterizzate 
da fasi grandi. È naturale quindi supporre a priori che al passaggio 
al limite nella teoria della diffusione corrispondano fasi è, grandi. 
Il valore della somma (127,1) è determinato essenzialmente dai ter- 
mini con grandi /. Si può quindi sostituire P, (cos 6) con l’espres- 
sione asintotica (49,7) che scriviamo nella forma 


P, (cos0)=- = {exp fi (14) 0+i7 |— 
—up[-:(1+4)0-14]} 
Sostituendo questa espressione nella (127,1), otteniamo 
i0=1 3 Va (0 [i[28-(2+3) 6-7 ]}— 
l 


—exp fi[28,+ (1+3)0++]})- (127,2) 


I fattori esponenziali considerati come funzioni di / sono fun- 
zioni rapidamente oscillanti (poiché le loro fasi sono grandi). Ne 
segue che la maggior parte dei termini nella somma (127,2) si can- 
cella. La somma sarà di fatto determinata dall’intervallo dei valori 
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di ! vicini a un valore per cui uno degli esponenti ha un estremo, cioè 
valori vicini alla radice dell'equazione 


d 
2 +00. (127,3) 
In questo intervallo si ha un grande numero di termini della serie 
per i quali i fattori esponenziali conservano valori approssimativa- 
mente costanti (gli esponenti variano lentamente nell’intorno del 
loro estremo) e che, di conseguenza, non si cancellano. 

Le fasi è, possono essere scritte nel caso quasi-classico (vedi $ 124) 
come limite al quale tende per r + co la differenza fra la fase 


if h2 (14 1/2)? 
4 (mE MEOLO dr 
ro 


della funzione d’onda quasi-classica nel campo © (r) e la fase 
della funzione d’onda del moto libero, uguale a %r — 2/2 (vedi 
$ 33). In tal modo, 


o,={[1/2m (e=)-EEEE x] dr + 


ro 
SA +5 (1+3) 4. (127.4) 


Questa espressione va sostituita nell'equazione (127,3). Nella deri- 
vazione dell’integrale, occorre tener presente che il limite di inte- 
grazione r dipende anche da /; ma il termine X dr/dl, che si ottiene, 
si cancella con la derivata del termine —kr, in $;. La grandezza 
h (1 + 1/2) è il momento angolare della particella. Nella meccanica 
classica può venir scritto nella forma mpv, dove p è la distanza d'urto, 
e v la velocità della particella all’infinito. 

Fatta questa sostituzione, l'equazione (127,3) assume la forma 
definitiva 


sus 0 pio RO, (127,5) 
V U e? s 

RO Pl E 

E r° 
In un campo repulsivo questa equazione ha una radice (per g) solo 
se 0 nel secondo membro è preceduto dal segno negativo, e in un 

campo attrattivo dal segno positivo. 

L'equazione (127,5) coincide esattamente con l'equazione classica 
che determina l’angolo di diffusione come funzione della distanza 


d’urto (vedi vol. I, Meccanica, $ 18). E facile anche vedere che per 
la sezione d'urto si ottiene effettivamente l’espressione classica. 
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A tale scopo sviluppiamo l'esponente nella (127,2) secondo le 
potenze di l’ = / — l, (8), dove ly (0) è determinata dalle equazioni 
(127,3)-(127,5). Per fissare le idee, consideriamo il primo termine 
nella (127,2) e prendiamo il segno inferiore nella (127,3) (caso di 
attrazione). Osserviamo che, secondo la (127,3), 

d?81 __1 40 
“dl? dr D DI dlo 1 


da qui abbiamo 
i[26-(1+3)0-#] mi[28,—(b+3)0-+]+3 7! 


Sostituiamo ora la somma rispetto a / nella (127,2) con l’integrazione 
in dl’ nell'intorno del punto /’ = 0. Considerando l’ come variabi- 
le complessa, orientiamo il cammino di integrazione nell'intorno 
del punto indicato lungo la direzione in cui l'esponente decresce più 
rapidamente, la direzione che forma l’angolo 1/4 o —xn/4 con l’asse 
reale, a seconda del segno di d0/di,. In altre parole, poniamo l' = 
— È exp(+in/4) ed integriamo rispetto ai valori reali di È; poiché 
l'integrale converge rapidamente, lo si può estendere all’intervallo 
fra — co € co: 


fer(-£|®|)a-(2| |)" 


Otteniamo finalmente 
10=+ (+7 )'ecepfi[20,—(1+4)0-2]}. (127,6) 


d09 
Da cui 


dla 


Do | d0, (127,7) 


do=|{|2+2x sen 0 d0=2n 


e dopo aver introdotto la distanza d'urto secondo la formula p = 
= lyk arriviamo all'espressione classica do = 2xng dp. 

Cosi, la condizione di classicità della diffusione in un angolo 
dato 0 richiede che sia grande il valore di / per cui vale la (127,3), 
e che per questo valore di / sia grande anche è). Il significato di 
questa condizione è semplice. Perché si possa parlare di diffusione 
classica nell'angolo 0 quando la particella passa ad una distanza 
d’urto p, occorre che le indeterminazioni quantomeccaniche nei 
valori dell’uno e dell’altro siano relativamente piccole: Ap « p, 


1) Il legame fra 0 e p (dato dalla formula (127,5)) può risultare non univoco; 
allora allo stesso valore di 0 corrispondono più valori di p. In questo caso l’am- 
piezza f (0) è data dalla somma delle espressioni (127,6) con i valori corrispon- 
denti di }). Negli estremi della funzione 0 (gp) la derivata dp/d0, e con essa la 
sezione classica differenziale do/do diventano infinite; nell’intorno di quest'an- 
golo l’approssimazione classica non è, ovviamente, attendibile (vedi problema 2). 
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A0 «€ 0. L’indeterminazione dell’angolo di diffusione è dell’ordine 
di AB — Apip, dove p è la quantità di moto della particella, e Ap 
l’indeterminazione della sua componente trasversale. Poiché Ap — 
= h/Ap > hip, si ha AB > h/pe e, di conseguenza, in ogni caso 
h 

0> n (127,8) 
Sostituendo il momento angolare mpv con hl, otteniamo 0/ > 1, 
che coincide con la condizione 6; > 1 (poiché è, — /0, comesi vede 
dalla (127,3). 

L’angolo di deflessione classico della particella si può valutare 
dal rapporto fra l’incremento trasversale della quantità di moto Ap 
durante « il tempo di collisione » t — g/v e la quantità di moto ini- 
ziale mv. La forza agente nel campo U (r) sulla particella alla di- 
stanzagè 7 = —dU (0)/do, quindi Ap — Fo/v, cosicché 0 — pF/m. 
Questa valutazione è rigorosamente corretta solo nel caso in cui 
l'angolo 0 « 41, ma per quanto concerne l’ordine di grandezza può 
essere applicata anche fino a 8 — 1. Sostituendo questa espressione 
nella (127,8), otteniamo la condizione di quasi-classicità della 
diffusione nella forma 


|Fle°> ho. (127,9) 
Questa disuguaglianza deve essere soddisfatta per tutti i valori di p 
per cui |U]|()< £. 

Se il campo U (r) decresce più rapidamente di 1/r, la condizione 
(127,9) cessa comunque di essere soddisfatta per g sufficientemente 
grandi. Ma a grandi g corrispondono 6 piccoli; e quindi si può 
affermare che la diffusione ad angoli sufficientemente piccoli non è 
mai classica. Ma se il campo decresce più lentamente di 1/r, la dif- 
fusione ad angoli piccoli è classica; sarà classica in questo caso 
anche la diffusione ad angoli grandi? Ciò dipende dalla forma del 
campo alle piccole distanze. 

Per un campo coulombiano YU = a/r la condizione (127,9) è sod- 
disfatta se a © fv. Questa condizione è l'inverso di quella che per- 
mette di considerare il campo coulombiano come perturbazione. 
Vedremo tuttavia che, per una fortunata combinazione, la teoria 
quantistica della diffusione in un campo coulombiano porta ad un 
risultato coincidente in tutti i casi con il risultato classico. 


PROBLEMI 


1. Trovare la sezione totale di diffusione quasi-classica in un campo che, 
a distanze sufficientemente grandi ha la forma U = a/r conn > 2. 

Soluzione. Tenendo presente che il ruolo principale è svolto dalle fasi 8 
ron grandi /, calcoliamo è; secondo la formula (124,1) 


00 1 n= 
ma { dr __ makn7? x (3) T ( 2 ) 


vece da Ve=RI  — BI Ta 


l/h 
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(per il calcolo dell’integrale vedi problema 5, $ 126). Sostituendo alla somma nel- 
la (123,12) l'integrazione, scriviamo 


4 co 
0=77 | 21 sen? è; dI. 
0 


Dopo la sostituzione è, = u e l'integrazione in du per parti l’integrale si riduce 
alla funzione T. Otteniamo finalmente 


2 
_ ra/fn-3 n—3 Li (7) Do a i 
o=20"-! sen[5-(-—{) |P (3 ) —a _ (75) (2) 


(per n = 3 lo sviluppo dell’indeterminazione dà o = 2r°2a/hv). 
La condizione di applicabilità di questo risultato richiede innanzi tutto che 
per è; — 4 si abbia / + 41; da cui otteniamo la disuguaglianza 


mak"=2/f2 d 1. 


Un'altra condizione deriva dalla richiesta che il campo U (r) abbia la 
forma,considerata già alle distanze 


(! è individuato dalla relazione è; — 4), che danno il contributo essenziale 
pi Gist (1). Se questa forma si ottiene solo alle distanze r > a (dove a 
sono le dimensioni caratteristiche del campo), ne deriva la condizione 


ma/h%ka"-t S 1, 


che stabilisce il limite superiore delle velocità ammissibili. Ricordiamo che 
in questo caso a velocità sufficientemente grandi (per la condizione ma/n?ka-=1 «& 
& 1) si manifesta la dipendenza o © k-? (cfr. problema 5, $ 126). 

2. Determinare la distribuzione angolare di diffusione nell’intorno del pun- 
‘to estremale Aia di diffusione classico 0 (p) come funzione della distanza 
d'urto p = Z7/k. 

Giuli La presenza di un estremo della funzione 6 (7) per un certo valo- 
re! = k significa, secondo la (127,3), che la fase $, vicino a questo punto ha la 


forma 
28, = 28,400 +13, 


dove 0, = 0 (do), = I — b (per fissare le idee, prendiamo di nuovo il caso 
del limite inferiore nella (127,3)); la costante è a < 0 oppure a > 0 rispettiva- 
mente nei casi in cui la funzione 6 (/) ha un massimo o un minimo. Per l’ampiez- 
za di diffusione otteniamo, in luogo della (127,6): 


ctr) lite) 
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dove 0’ = 0 — 0. Esprimendo l’integrale mediante la funzione di Ayri secondo 
la (»b, 3), troviamo finalmente per la sezione di diffusione!) 


_ 4tlo 9 0’ , 
dea (- 2173 ) de. 


La sezione differenziale 40/40’ diminuisce inoltrandosi nella regione classi- 
camente inaccessibile di diffusione (0’ > 0 pera<0, 0 0" < 0 pera > 0), 
mentre dall’altra parte del punto 0’ = 0 oscilla con ampiezza gradualmente 
Jocoronte: Il suo valore massimo si ottiene per 0/a7!/ = 4,02, dove D° = 
= 0,90. 

3. Determinare la distribuzione angolare di diffusione quasi-classica a 
DICOLI ARGO, se l’angolo di deflessione classico 0 si annulla per un certo valore 
inito 9) = lo k. 

Soluzione. Dall’ipotesi di quasi-classicità della diffusione nel caso 
considerato discende che hl D1e ò,, > 1. Allora nella diffusione sono essenzia- 


li i valori di / vicini a lb. Per ! = { — do piccoli abbiamo 


62 8,+5-1? 


(allora, secondo la (127,3), 9 = 0 per l' = 0). Questa espressione va sostituita 
nella (127,1), e P; (cos 0) si può rappresentare nella forma (49,6). La somma 
rispetto a / va sostituita con l’integrazione in dl’ intorno al punto l’ = 02): 


Ì 
j=a exp (216,,) | To (10) exp (i8/’2) dl”. 


L’integrale è determinato dalla regione Y — Bo °. Per gli angoli 0 « VB si 
può portare la funzione Jo (10) fuori del segno di integrale sostituendola con il 
valore per / = lo. L’integrale che resta si calcola come è stato spiegato nel testo. 
Per la sezione troviamo finalmente?) 


__ nh 
do = pa? 


Un risultato analogo si ottiene per la sezione di diffusione ad angoli vicini 
a n, se l'angolo di diffusione classico sì riduce a x per un certo valore finito 
(non nullo) di p. 


$ 128. Proprietà analitiche dell’ampiezza di diffusione 


Alcune importanti proprietà dell’ampiezza di diffusione possono 
essere stabilite studiandole come funzione dell’energia della parti- 
cella diffusa £, considerata formalmente come variabile complessa. 

Consideriamo il moto di una particella in un campo U (r) che 
si annulla con sufficiente rapidità all’infinito (preciseremo più avan- 
ti il grado di rapidità richiesto). Per semplificare i ragionamenti 


1) Questo tipo di diffusione si incontra nella teoria dell’iride e si chiama 
quindi diffusione iridescente. 

2) A rigore, a questa ampiezza si deve aggiungere un termine corrispondente 
a un contributo alla diffusione per piccoli angoli da parte delle distanze d’urto 
p > co. Ma questo contributo è in generale piccolo rispetto a quello scritto. 

3) Questo tipo di diffusione è detto «aurora» per il fatto che lo si trova nella 
teoria di alcuni fenomeni meteorologici. 
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che seguono, supponiamo dapprima che il momento orbitale della par- 
ticella sia zero: ! = 0. Scriviamo la forma asintotica della funzione 
d'onda (che è la soluzione dell'equazione di Schròdinger per ! = 0 
per un dato valore arbitrario di Z£) come segue 


X=ryw= A (E)exp (Gir) +B(£E) exp (LETTA r) i 
(128,1) 


e consideriamo £ come una variabile complessa; fissiamo 
allora V — È come grandezza positiva per valori reali negativi di E. 
La funzione d'onda è supposta normalizzata con una certa condi- 
zione determinata, per esempio con la condizione w (0) = 1. 

Sulla parte negativa dell’asse reale (E < 0) gli esponenti di en- 
trambi i membri della (128,1) sono reali; uno di essi decresce e l’altro 
cresce per r + co. Dalla condizione di realtà di Y segue che le fun- 
zioni A (E) e B(E) sono reali per E<0; ne segue, che 
queste funzioni hanno valori complessi coniugati in ogni coppia di 
punti disposti simmetricamente rispetto all’asse reale: 


A(E*)=A*(E), B(E*)=B*(E). (128,2) 


Passando dal semiasse reale negativo al semiasse positivo attra- 
verso il semipiano superiore, otteniamo un'espressione asintotica 
della funzione d’onda per £ > 0 della forma 

y=A (E) e?" 4 B (E) evi”, k= +. (128,3) 


Se avessimo eseguito questo passaggio attraverso il semipiano infe- 
riore avremmo ottenuto 


y= A* (E) ei" + B* (E) ell”. 


Poiché yx deve essere una funzione monodroma di £, questo vuol di- 
re che 
A(E)=B*(E) per E>O0 (128,4) 


(questa relazione risulta anche direttamente dal fatto che y per 
E >Q0 è reale). Tuttavia, poiché la radice V —£ nella (128,1) non 
è monodroma anche i coefficienti A (£) e B (E) non sono monodromi. 
Per eliminare questa mancanza di monodromia, tagliamo il piano 
complesso lungo il semiasse reale positivo. Questo taglio rende Y —£ 
monodroma e assicura cosî la monodromia della definizione delle 
funzioni A (E) e B (£). Allora, sul bordo superiore e inferiore del 
taglio queste funzioni hanno valori complessi coniugati (nell’espres- 
sione (128,3) A (E) e B (E) sono prese sul bordo superiore del taglio). 
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Chiameremo il piano complesso cosî tagliato foglio fisico della 
superficie di Riemann. In accordo con la nostra definizione in tutto 
questo foglio abbiamo 


Rey — E>5>0. (128,5) 


In particolare, sul bordo superiore del taglio la grandezza Y —£ 


cosî definita diventa — iV £1). 

Nella (128,3) i fattori e'*” ed e-'*”, e con essi i due termini di x, 
sono dello stesso ordine di grandezza; l’espressione asintotica della 
forma (128,3) è quindi sempre legittima. In tutto il resto del foglio 
fisico il primo termine nella (128,1) diminuisce esponenzialmente, e 
il secondo cresce per r + co (in forza della (128,5)). Quindi i due 
termini nella (128,1) risultano di diversi ordini di grandezza, e que- 
sta espressione, come forma asintotica della funzione d’onda, può 
risultare illegittima: un termine piccolo sul fondo di uno grande 
può risultare di una precisione inammissibile. Perché l’espressione 
(128,1) sia legittima, il rapporto del termine piccolo al grande non 
deve essere inferiore all'ordine di grandezza relativo dell’energia 
potenziale (V//E) che si trascura nell’equazione di Schrédinger nel 
passaggio alla regione asintotica. In altre parole, il campo U (r) 
deve soddisfare la condizione: U (r) decresce per r + co più rapi- 
damente di 


exp(—2V?n rRey —E) * (128,6) 


Se è soddisfatta questa condizione, l’espressione asintotica della 
forma (128,1) è valida in tutto il foglio fisico. Essendo soluzione di 
un'equazione con coefficienti finiti, essa non ha singolarità in £. 
Questo significa che le funzioni A (E) e B (E) sono regolari in tutto 
il foglio fisico, escluso il punto £ = 0; quest’ ultimo, come origine 
del taglio, è un punto di diramazione di queste funzioni. 

Agli stati legati della particella nel campo UV (r) corrispondono le 
funzioni d’onda che si annullano per r + co. Questo significa che il 
secondo termine nella (128,1) deve mancare, cioè ai livelli energetici 
discreti corrispondono gli zeri della funzione 8 (E). Poiché l’equa- 
zione di Schròdinger ha solo autovalori reali, tutti gli zeri della 
B (E) nel foglio fisico sono reali (e disposti sulla parte negativa 
dell’asse reale). 


. 1) Dappertutto in questo paragrafo studieremo le proprietà dell’ampiezza 
di diffusione sul foglio fisico. In seguito, però, dovremo considerare in certi 
casi anche un secondo foglio non fisico della superficie di Riemann (vedi $ 134). 


In questo foglio si ha 
Rev £<0. (128,5a) 


Il passaggio dal semiasse positivo al foglio non fisico viene eseguito diretta- 
mente in basso, attraverso il taglio. 
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Le funzioni A (E) e B(£) per E >Q sono legate direttamente 
all’ampiezza di diffusione nel campo U (r). Infatti, confrontando la 
(128,3) con l’espressione asintotica di y scritta nella forma (33,20) 


X= costante [ei(*r+50) — e-i(8r+80)], (128,7) 
vediamo che 
ni TIA — e2ido(A), (128,8) 


Quanto all’ampiezza di diffusione con momento / = 0, essa, secondo 
la (123,15), è 
eci a ($+1): (128,9) 
A” 2V—=2mE \B 1 ; 
A e B sono presi sul bordo superiore del taglio. 

Considerando ora l'ampiezza di diffusione come funzione di £ 
in tutto il foglio fisico, vediamo che i livelli energetici discreti sono 
poli semplici dell’ampiezza. Se il campo U (r) soddisfa la condizione 
(128,6), allora, in accordo con quanto detto sopra, l'ampiezza di 
diffusione non ha altri punti singolari!). 

Calcoliamo il residuo dell’ampiezza di diffusione nel polo che 
essa ha in un certo livello energetico discreto E = £, < 0. Scrivia- 
mo a tale scopo le equazioni cui soddisfano la funzione y e la sua 
derivata rispetto all’energia: 

"n, 2m ON”... 20 ii 0 2m 

+ (E-U)x=0, (FE) +53 4-0V)E=-1 


Moltiplicando la prima per dy/0E e la seconda per x, sottraendo 
membro a membro l’una dall'altra e integrando in dr, otteniamo 


cwH-1 (9) fre (128,10) 


Applichiamo questa relazione quando E = Eq er + co. L'’integrale 
nel secondo membro dell'uguaglianza diventa l’unità per r + 00, 
se la funzione d’onda dello stato legato è normalizzata con la con- 


dizione solita Î x? dr = 1. Nel primo membro sostituiamo invece y 
dalla (128,1), tenendo conto che nell’intorno del punto £ = £y si ha 
dB i 
A(E) 2 A(E)=A4o B(E)<(E+|Eo]) SE lr E BE+ EI). 
Otteniamo infine B = — sn Via 
1) Tranne il punto E = 0 che è singolare a causa della singolarità di cui 


sopra delle funzioni A (E) e B (E). Ma l’ampiezza di diffusione resta finita per 
E + 0 (vedi $ 132). Per brevità non ricorderemo in seguito questa restrizione. 
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Queste espressioni ci permettono di trovare che vicino al punto £ = 
= E, il termine principale nell’ampiezza di diffusione (coincidente 
con l'ampiezza per / = 0) ha la forma seguente: 


h° A? 1 


In tal modo, il residuo dell’ampiezza di diffusione in un livello di- 
screto è determinato dal coefficiente A, nell’espressione asintotica 


(- VEnlSel ,) (128,12) 


x= Ao @Xp 


della funzione d'onda normalizzata dello stato stazionario corri- 
spondente. 

Tornando allo studio delle proprietà analitiche dell’ampiezza dî 
diffusione, consideriamo i casi in cui la condizione (128,6) non è 
soddisfatta. In tali campi, solo il termine crescente nell'espressione 
(128,1) partecipa correttamente alla forma asintotica della soluzione 
dell'equazione di Schròdinger in tutto il foglio fisico. Di conseguen- 
za, si può affermare, come precedentemente, che la funzione 2B (£) 
non ha singolarità. 

Quanto alla funzione A (£), essa può essere definita in queste 
condizioni nel piano complesso solo come prolungamento analitico 
di una funzione che rappresenta il coefficiente nell'espressione asin- 
totica di y sul semiasse reale positivo dove i due termini di y sono 
legittimi. Ma questo prolungamento dà in generale risultati diversi 
a seconda che lo si faccia a partire dal bordo superiore o dal bordo 
inferiore del taglio. Per assicurare la monodromia conveniamo di de- 
finire A (£) nel semipiano superiore e inferiore come il prolungamento 
analitico a partire, rispettivamente, dalla parte superiore e dalla 
parte inferiore del semiasse positivo; quanto al taglio, esso deve, in 
generale, essere esteso a tutto l’asse reale. La funzione cosi definita 
gode, come precedentemente, della proprietà A (£*) = A4* (£), 
ma, in generale, non è reale né a destra né a sinistra dell’asse reale. 
Essa può anche avere, in linea di principio, delle singolarità. 

Mostriamo però che esiste, malgrado ciò, una categoria di campi 
per cui la funzione A (E) non possiede delle singolarità all’interno 
del foglio fisico, benché la condizione (128,6) non sia soddisfatta. 

Considereremo a questo scopo y come funzione della variabile 
complessa r per un valore dato (complesso) di E. È sufficiente allora 
limitarsi ai valori di £ nel semipiano superiore, in quanto i valori 
della funzione A(£) in entrambi i semipiani sono complessi coniugati. 
Per i valori di r, per cui £r? è un numero reale positivo, i due 
termini della funzione d'onda (128,1) sono dello stesso ordine, cioè 
ritorniamo alla situazione che si presenta per E > 0 e per r reali, 
quando i due termini nell'espressione asintotica di y sono legittimi 
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per un campo qualsiasi U (r) tendente a zero all’infinito. Si può 
perciò affermare che A (£) non può avere punti singolari per quei 
valori di E per cui U (r) + 0, quando r tende verso l’infinito lungo 
il raggio in cui Er? > 0. Quando £ prende tutti i valori nel semipiano 
superiore, la condizione Er? > 0 seleziona il quadrante inferiore 
destro del piano della variabile complessa r. In tal modo, arriviamo 
alla conclusione che A (E) non ha singolarità all’interno del foglio 
fisico nei casi in cui U (r) soddifa la condizione!) 


U (r) +0 quando r-+ co nel semipiano destro (128,13) 


{L. D. Landau, 1961). 

Le condizioni (128,6) e (128,13) abbracciano una categoria molto 
ampia di campi. Su può quindi dire che l’ampiezza di diffusione non 
ha, come regola, delle singolarità nei due semipiani. Sul semiasse 
reale negativo (appartenente al foglio. fisico in assenza di taglio su 
questo semiasse) l'ampiezza di diffusione ha dei poli corrispondenti 
alle energie degli stati legati; se vi è taglio, in essi possono trovarsi 
anche altre singolarità. 

Quest'ultimo caso si ha, in particolare, per campi della forma 


U = costante «r"e-7/0 (128,14) 


{con n qualsiasi). Sul segmento 0 < —E < #f?/8ma? del semiasse 
negativo la condizione (128,6) è soddisfatta, cosicché non c’è bisogno 
di taglio, e l'ampiezza di diffusione ha qui solo dei poli corrisponden- 
ti agli stati legati. Sulla parte restante del semiasse negativo vi pos- 
sono essere anche poli superflui e altre singolarità (S. T. Ma, 1946). 
La loro comparsa è dovuta al fatto che la funzione (128,14) cessa di 
tendere a zero, quando r tende all’infinito lungo il raggio sul quale 
Er? > 0, non appena £ capita al di sotto del semiasse negativo (cioè 
il raggio indicato va a sinistra oltre l’asse immaginario del piano 
della variabile complessa r). 

Consideriamo ora le proprietà analitiche dell’ampiezza di diffu- 
sione per | E [++ c0. Quando £ + + co lungo l’asse reale, è valida 
l’approssimazione di Born, e l'ampiezza di diffusione tende a zero. 
Secondo quanto detto prima, la stessa situazione si presenta quando £ 
tende all'infinito nel piano complesso lungo una retta arg £ = 
= costante, se si considerano valori complessi di r tali per cui 


Er? > 0.SeU- 0 quandor + ocolungo la retta argr = -3 arg È 


e quando U (r) non ha punti singolari su questa retta, allora la con- 
dizione di applicabilità dell’approssimazione di Born è soddisfatta, 


1) Essendo U (r) reale sull’asse reale, vale l'uguaglianza U (r*) = U* (r); 
il fatto che la condizione (128,13) è soddisfatta nel quadrante inferiore destro 
significa quindi automaticamente che essa è soddisfatta in tutto il semipiano 
destro. 
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e l'ampiezza di diffusione tende, come prima, a zero. Quando arg £ 
prende tutti i valori da 0 a x, argr prende i valori da 0 a —7n/2. 

Arriviamo pertanto alla conclusione che l'ampiezza di diffusione 
tende a zero all’infinito in tutte le direzioni nel piano £ se la funzio- 
ne U (r) non ha delle singolarità nel semipiano destro r e tende a zero 
all'infinito. 

Anche se abbiamo sempre parlato sopra di una diffusione con 
momento . = 0, in realtà, però, tutti i risultati ottenuti sono validi 
anche per le ampiezze di diffusione parziali con qualsiasi momento 
diverso da zero. La sola differenza nel procedimento è che bisogne- 
rebbe scrivere in luogo dei fattori eti*" nelle espressioni asintotiche 
di y le funzioni d’onda radiali esatte del moto libero (33,16)!). 

Per 2 40 c’è da apportare qualche modifica nelle formule (128,9) 
e (128,11). Invece della (128,7) abbiamo ora 


Xx =rR;= costante» Jexp[i (kr-F+ 8.) |- 
—exp[—i(%r -5+0:)|} (128,15) 
e per l'ampiezza parziale f, (definita secondo la (123,15)) otteniamo 


h A 
== ((1'3+ i}. (128,16) 


Il termine principale nell’ampiezza di diffusione vicino al livello 
E= E con momento | è dato, invece che-dalla (128,11), dalla 
formula 

f=(21+1) fiP:(c0os6) = 


Le ARA A 
=(— 1)! 1 ea Ele (02+41) P, (cos 0). (128,17) 


$ 129. Relazione di dispersione 


Abbiamo studiato nel paragrafo precedente le proprietà ana- 
litiche delle ampiezze di diffusione parziali con dati valori di È. 
Abbiamo visto che queste proprietà sono complicate dalla possibilità 
che appaiano singolarità « ridondanti » e irregolarità all'infinito. Le 
stesse proprietà ha, evidentemente, anche l'ampiezza totale consi- 
derata come funzione dell'energia per dati valori dell'angolo di 
diffusione. Un'eccezione è costituita dall’ampiezza di diffusione ad 
angolo zero. Come mostreremo ora, le sue proprietà analitiche sono 
molto più semplici. 

1) L’uso della forma limite (33,17) di queste funzioni è ammissibile solo 
per E > 0; nel resto del piano £, dove i due termini in y sono di ordine di gran- 
dezza diverso, l’uso di queste espressioni limite introdurrebbe in y un errore, 
in generale, più grande dell'epcoro che si commetta trascurando UV nell’equa- 
zione di Schrédinger. 
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Scrivendo l'equazione di Schròdinger per la funzione d’onda della 
particella diffusa nella forma 


Ap+ k2p= sa (129,1) 


la considereremo formalmente come un’equazione d'onda con secondo 
membro, cioè come un'equazione nota dall’elettrodinamica dei 
potenziali ritardati. 

La soluzione di questa equazione descrivente la « radiazione » in 
una certa direzione k’ a grandi distanze &, dal centro ha, come è 
noto, la forma seguente (vedi vol. II, Teoria dei campi, $ 66): 


1 eitPo 2mU 7 
Pali Ho | Gi —ik'rgV. (129,2) 


Nel nostro caso questa espressione rappresenta la funzione d’onda 
della particella diffusa, e il coefficiente di eîtRo /R, è l'ampiezza di 
diffusione f (0, E). In particolare, ponendo k' = k (k è il vettore 
d’onda della particella incidente), otteniamo l'ampiezza di diffusione 
ad angolo 0: 


f(0, E)= 


nic \ U pe!" dV (129,3) 


(l’asse z è diretto secondo k). Questa espressione ha, ovviamente, solo 
un senso formale, poiché nell’espressione integranda compare di 
nuovo la funzione d'onda incognita. Essa permette, però, di trarre 
alcune conclusioni sulle proprietà analitiche della grandezza f (0, £) 
come funzione dell’energia £!). 

La funzione w sotto il segno d’integrale è composta, per r grandi, 
di due parti: di un'onda incidente e di un’onda divergente. Quest ’ul- 
tima è proporzionale a e'*”, cosicché la parte corrispondente del- 
l'integrale contiene nell’espressione integranda e'* >. D'altra 
parte, nel passare al piano complesso (dal bordo superiore del taglio 
lungo il semiasse positivo) ik va sostituito con — V—2m£/A, e in 
tutto il foglio fisico si ha Rey —£ >Q0. Poiché r = z, allora 
Re lik (lr — 2))<0 e l'integrale converge per ogni £ ° complesso. 
Quanto all’onda incidente in , proporzionale a e'*?, nella parte 
corrispondente dell’integrale i fattori esponenziali si cancellano, 
cosicché anche questa parte converge. 

La funzione w nell’integrale (129,3) è definita univocamente per 
qualsiasi E complessa come soluzione dell'equazione di Schrodinger 
contenente, oltre all’onda piana, solo una parte che (per r + 00) 
si attenua. Quindi anche tutto l’integrale convergente (129,2) è 
definito univocamente, cosicché le sue singolarità possono comparire 


1) Si sottintende, ovviamente, che il campo UV (r) decresce per r + co abba- 
stanza rapidamente perché f (0, E) (per E > 0) possa esistere (vedi $ 124). 
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solo se p diventa infinita. Quest'ultima circostanza si manifesta 
nei livelli energetici discreti!). 

È facile anche vedere che f (0, E) resta finita per | E | + co. Per 
grandi | E |, nell'equazione di Schrédinger (129,1) si può trascurare 
il termine contenente UV, cosicché in w resta solo l'onda piana: 
y = e'?3. Come risultato l'integrale (129,2) diventa 


{(0, 0)= —7 | Ud, 


e coincide quindi, come doveva essere, con l'ampiezza di Born (126,4) 
di diffusione ad angolo 0 (g = 0); la indichiamo con fg (0). 
Siamo cosi arrivati alla conclusione che l'ampiezza di diffusione 
ad angolo 0 è regolare in tutto il foglio fisico (anche all'infinito), 
escludendo solo i dovuti poli sul semiasse 
reale negativo corrispondenti ai livelli ener- G 
getici discreti?). 
Consideriamo l’integrale 


4A (40,E)-fa gm 
za | de, (129,4) 


esteso al contorno rappresentato nella 

fig. 46, che è formato da una circonferenza 

infinitamente lontana e da un cammino 

attorno al taglio lungo il semiasse reale Fig. 46 
positivo. L’integrale sulla circonferenza si 

annulla, poiché f(0, co) - f3 =0. Quanto all’integrazione sui 
due bordi del taglio, essa dà 


00 


4 Im f (0, E") r, 
#) E'—E dk; 


1) Per evitare malintesi, sottolineiamo che si tratta qui della funzione 
d’onda totale del sistema w normalizzata con la condizione di uguaglianza al- 
l’unità del coefficiente dell'onda piana nella sua espressione asintotica (vedi 
123,3)). Nel paragrafo precedente abbiamo considerato soltanto le parti (;) 

ella funzione d'onda corrispondenti a valori determinati di /, supponendo le 
*; normalizzate con qualche condizione arbitraria. Se sviluppiamo la funzione 
d'onda totale w in funzioni w;, queste ultime entreranno in w con coefficienti pro- 
MODO a 1/B;; cosi, la funzione (128,3) con f = 0 deve entrare in w nella 
orma 


costante > [(A-+ B) eihr — 2iB sen kr]. 


Quindi y diventa infinita negli zeri delle funzioni B; (E), cioè nei livelli ener- 
getici discreti. 
2) L’idea della dimostrazione esposta appartiene a L. D. Faddeev (1958). 
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dove abbiamo tenuto conto del fatto che, secondo la definizione accetta- 
ta nel $ 128, l’ampiezza di diffusione fisica viene data per i valori 
reali positivi di £ sul bordo superiore del taglio, e ha valori complessi 
coniugati sul bordo inferiore. 

D'altra parte, secondo il teorema di Cauchy, l'integrale (129,4) è 
uguale alla somma f (0, E) — fg e dei residui 2, dell’espressione 
integranda della funzione f (0, £') in tutti i poli £' = £,, dove E, 
sono valori discreti dell'energia, questi residui sono determinati 
mediante la formula (128,17) e sono uguali a 


e dn e In h*Aîn 
Rn=7tp, dh=—(—1)" +1) Ele (129,5) 


(2, è il momento dello stato con energia £,). 
Otteniamo cosi 


1(0, E)=fn+4 (LO E AE +5, p . (429,6) 
0 n 
Questa è la cosiddetta relazione di dispersione che determina f (0, E) 
in qualsiasi punto del foglio fisico se sono noti i valori della sua parte 
immaginaria per E > 0 (D. Wong, 1957; N. N. Khuri, 1957). 
Quando il punto £ tende verso il bordo superiore del taglio, l’in- 
tegrale lungo l’asse reale nella (129,6) deve essere preso aggirando il 


G 


la 
6 ——___m 
0 
Fig. 47 


polo E' = E dal basso; se questo aggiramento è eseguito su una semi- 
circonferenza infinitesima (fig. 47), la parte corrispondente dell’in- 
tegrale dà nel secondo membro dell’equazione (129,6) il contributo 
i Im f (0, E), mentre il resto dell’integrale da 0 a co deve essere inte- 
so nel senso di valore principale. Otteniamo finalmente la formula 


( 0; E°) (n dn 
Ref (0, £)=fp+ + (LOR. dE' +5) st, (129,7) 
0 


n 


che determina per £ > 0 la parte reale dell’ampiezza di diffusione 
ad angolo 0 mediante la sua parte immaginaria. Ricordiamo che 
quest’ultima, secondo la (125,9), è legata direttamente alla sezione 
totale di diffusione. 
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$ 130. Ampiezza di diffusione nella rappresentazione p 


Nel concetto di ampiezza di diffusione figurano solo le direzioni 
della quantità di moto iniziale e della quantità di moto finale della 
particella diffusa. É quindi naturale che si possa arrivare a questo con- 
cetto anche formulando il problema della diffusione nella rappresen- 
tazione p dove non si pone il problema della distribuzione spaziale 
di tutto il processo. Mostriamo come questo possa essere fatto. 

Prima di tutto, riduciamo alla rappresentazione p l'equazione di 
Schròdinger iniziale 


<% Ay(r) + {U (r) E] y(r)=0, (130,1) 


passando dalle funzioni d'onda delle coordinate alle funzioni delle 
quantità di moto, cioè alle componenti di Fourier 


a (q) = { w (r) e-44" dV. (130,2) 


Viceversa, 


v()= | aq. (130,3) 


Moltiplichiamo l’equazione (130,1) per e-?9" e integriamo in dV. 
Dopo aver integrato per parti due volte nel primo termine otteniamo 


| e-i9"Ay (r) dV = { * (r) Ae!" dV = — qa (q). 


Nel secondo termine, sostituendovi w (r) nella forma (130,3) otte- 
niamo 


{UM w(1) e-sarav= | | U (n) e-iata (91) eitav Fi = 
= {U(a— q)a(q) Si , 
dove U (q) è la componente di Fourier del campo U (r)!): 
U (q) =| U (r) e-i9" dV. 


Cosi, l'equazione di Schròdinger nella rappresentazione p prende la 
forma 


[a )alm+| U (a— a) a (9) gr =0 (130,4) 


Richiamiamo l’attenzione sul fatto che questa equazione è un’equa- 
zione integrale e non differenziale. 


1) Per comodità, scriviamo q sotto forma di argomento della componente 
di Fourier invece di ‘apporlo come indice. 
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Rappresentiamo la funzione d’onda che descrive la diffusione delle 
particelle con quantità ditmoto &k nella forma 


px (r)= ei + ya (7), (130,5) 


dove yy (r) è una funzione che asintoticamente ha la forma di un’onda 
sferica divergente (per r + cc). La sua componente di Fourier è 


ax (qg)= (22)? d (dk) + xx (9) (130,6) 
e la sostituzione nella (130,4) dà l'equazione seguente per la funzione 
Xx (q)*): 
h2 î } d3 È 
33 (9) xe (= U(A—+ | Ud) 7 (130.7) 
È opportuno trasformare questa equazione introducendo in luogo 
di yx(q) un'altra funzione incognita secondo la definizione 


2m __F(k, q)l 

Xx (A) = qa — k2— 0 ° (130,8) 
Si elimina cosi la singolarità per g° = £? nei coefficienti dell’equa- 
zione (130,7) che assume quindi la forma 


2 U(q-—-q') F(k, q') d39' 
F(k, = U (au (130,9) 


Il termine i0 (che esprime il limite i6 per è + +0) è stato introdotto 
nella definizione (130,8) per dare un significato preciso all’in- 
tegrale nella (130,9); esso determina il modo in cui si deve aggirare 
il polo g'? = k? (cfr. $ 43). Mostriamo che è proprio questo il modo 
giusto di aggirare il polo che porta alla forma asintotica richiesta 
della funzione 


2 F (k, q)eil" 93 
ul | aa (130,10) 


Scriviamo a questo scopo dîq = g? dq dog e integriamo prima di 
tutto in dog secondo le direzioni del vettore q rispetto a r. Un’integra- 
zione di questo tipo è stata già eseguita nella trasformazione del 
primo termine nella (125,2); essa conduce (nella regione dei grandi r) 
all'espressione 


nasa 2m 2ai | F (k, gn’) eiar —F (k, —gn'’) ei" qdq 
MIT TATA ge k°—i0 (2113) 
0 


1) Secondo le proprietà della funzione è, il prodotto (g° — XK?) è (q — k) 
moltiplicato per una funzione arbitraria f (q) (non avente singolarità per q — k) 
e integrata in d*q dà zero. In questo senso il prodotto (9? — XK?) -6 (q — k) è iden- 
ticamente uguale a zero. 
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(dove n° = r/r), ossia 


im co F (k, gn') eiarq dq 
Xx (1) = — Fran; | aree 


L'espressione integranda ha dei poli nei punti g= 4 + i0 e 
q= —k — i0 che vanno aggirati nell’integrazione (nel piano della 


variabile complessa g), rispettivamente dal disotto e dal disopra 
(fig. 48, a). Spostiamo un po'il cammino di integrazione nel 


O) —_———6—€——_—_—_—_ei. 
Le,» TT 
a) 1) 
Fig. 48 


semipiano superiore, sostituendolo con una retta parallela all’asse 
reale e con un contorno chiuso che delimita il polo q = È (fig. 48,0). 
L’integrale sulla retta si annulla per r + co (poiché l’espressione 
integranda contiene il fattore exp (—r Im g)), e l'integrale sul cam- 
mino chiuso è determinato dal residuo dell’espressione integranda 
nel polo q = È (moltiplicato per 2xi); otteniamo finalmente 


ik 
x (1) = 7 — F (ka, kn) (430,11) 


(n è il vettore unità nella direzione k). Abbiamo ottenuto la forma 
asintotica richiesta della funzione d’onda con l’ampiezza di diffusione 


f (n, n°) = F (kn, kn). (130,12) 


In tal modo, l'ampiezza di diffusione è determinata dal valore, per 
1 k, della funzione F (k, q) che soddisfa l’equazione integrale 
130,9). 

Nel caso in cui è applicabile la teoria delle perturbazioni, l’equa- 
zione (130,9) si risolve facilmente con iterazioni successive. In prima 
approssimazione, omettendo tutto il termine integrale, otteniamo 
F (k, q) = —U (q — k). In seconda approssimazione sostituiamo nel 
termine iegi ilo l'ississsione F (k, q) della prima approssimazione; 
per l'ampiezza di diffusione (130,12) troviamo allora (modificando 
un po’ le notazioni delle variabili) 


er m ; 2m (U(k'—k")U(k"—k) dk” 
(n n)= 77 {U (&a kh) +5 | — RE-R+- 0 a} - 


(130,13) 
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con k = &n, k' = &n'. Il primo termine coincide con la formula 
(126,4) della prima approssimazione di Born, e il secondo termine dà 
un contributo del secondo ordine all’ampiezza di diffusione!). 
Dalla (130,13) risulta evidente il fatto già ricordato nel $ 126 
e cioè che l'ampiezza di diffusione perde, già in seconda approssima- 
zione, la proprietà di simmetria (126,8). A prima vista può sembrare 
che il termine integrale nella (130,13) sia anch'esso simmetrico ri- 
spetto allo scambio dello stato iniziale e di quello finale. Ma in 
realtà tale simmetria manca, perché passando l’espressione com- 
plessa coniugata cambia il contorno di integrazione (la direzione 


dell’aggiramento del polo). 


$ 131. Diffusione ad alte energie 


Se l'energia potenziale non è piccola rispetto a 4*/ma? (dove a è, 
come al solito, il raggio d'azione del campo), è possibile allora una 
situazione in cui l'energia delle particelle diffuse sia cosî grande che 


)U|<E--, (ka), (134,4) 
e nello stesso tempo anche 
|ul>Zka=®; (134,2) 


è ovvio che si sottintende che 
kaS1. (131,3) 


In questo caso abbiamo una diffusione di particelle veloci alla 
quale, però, l’approssimazione di Born è inapplicabile (non essendo 
soddisfatta nessuna delle condizioni (126,1)-(126,2)). 

Per studiare questo caso, si può ricorrere all’espressione della 


funzione d’onda nella forma (45,9) 
ihz K i È 
p=e"F (1), F(lM=exp(-7 | U&z:), = (131,4) 


per la cui applicabilità è sufficiente la condizione | U | «€ E. È stato 
osservato nel $ 45 che questa espressione è valida solo per 2 « ka?; 
quindi essa non può essere direttamente estesa a quelle distanze per 
cui esiste già l’espressione asintotica (123,3). Ma di questo non c'è 
bisogno: per calcolare l'ampiezza di diffusione, è sufficiente conoscere 


1) È ovvio che questo risultato si può facilmente ottenere senza passare 
alla rappresentazione p: il fatto che la formula di seconda approssimazione si 
distingue dalla formula di prima approssimazione per la sostituzione di 
U (k’ — k) con l’espressione fra parentesi graffe nella (130,13) è evidente dal 


confronto delle formule (43,1) e (43,6). 
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la funzione d’onda a distanze z tali che a « z « ka?; allora l’integra- 
le nell’esponente di F (r) può già essere esteso fino all’inifinito: 


w= e'*5S (p), (131,5) 


dove abbiamo introdotto la notazione 


00 


S(p)=exp[2i8 (p)], S(py=—57 {Ud (131,6) 


= co 


(p è il raggio vettore nel piano 27). 

La diffusione di particelle veloci avviene essenzialmente ad 
angoli piccoli. Noi considereremo proprio questi angoli. La variazio- 
ne della quantità di moto fiq è relativamente piccola (q « 4), e si 
può perciò considerare il vettore q perpendicolare al vettore d'onda 
della particella incidente k, cioè appartenente al piano zy. L'onda 
diffusa si ottiene sottraendo dalla (131,5) l’onda incidente e'*? (la 
funzione (131,4) per z = — co). Quanto all’ampiezza di diffusione 
con il vettore d’onda k’ = k + q, essa è proporzionale alla corri- 
spondente componente di Fourier dell’onda diffusa!): 


ia | [5 (p) — 1] e-*90d°p 


(d?0 = dx dy). Il coefficiente di proporzionalità in questa espressione 
si può ottenere poi confrontando con il caso limite dell’approssima- 
zione di Born (vedi più avanti). 

Il calcolo si può eseguire anche con un altro metodo che dà im- 
mediatamente un'espressione ben determinata. A tale scopo usiamo 
la formula (129,2) sostituendovi w dalla (131,4). Osservando che,. 
secondo la (45,8) si ha 


2m .a OF 
a UP =lik—, 


otteniamo per l'ampiezza di diffusione (il coefficiente di e'XRo/R,) 


j=+ (LE ein da dy ds — 
k , 
=) [F (2=00)— F(2= — 00)] e-'90 da dy. 


1) Tale procedimento per la determinazione dell’ampiezza di diffusione è. 
analogo al metodo applicato nello studio della diffrazione di Fraunhofer (vedi 
vol. II, Teoria dei campi, $ 641). Osserviamo che è proprio a causa degli effetti. 
di diffrazione che la formula (131,4) per z & Ka? diventa inapplicabile. 
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Sostituendo l’espressione di F, otteniamo finalmente!) 
k > 
f= 757 | IS(p)—1]e-it0d0. (134,7) 


Se l’energia è cosi grande che è — | U | a/fiv « 1, è applicabile 
allora l’approssimazione di Born. Infatti, sviluppando S—1— 
= 2i6, ricaviamo dalla (131,7) 


f= — ia | Ue-in0d?0 da 


in accordo con la (126,4). 

Applicando il teorema ottico (125,9), si può ricavare dalla (131,7) 
la sezione totale di diffusione. L'ampiezza di diffusione ad angolo 
zero è il valore di f per q= 0. Quindi troviamo 


da | 2Re(1— 5) d2p= Î 4sen? 8 (p) d°p. (131,8) 


L'espressione sotto il segno di integrale si può considerare come 
sezione di diffusione delle particelle con distanza d'urto compresa 
nell’intervallo d?p?). 

La formula (131,7) non presuppone che il campo goda di simme- 
tria centrale. È interessante vedere in che modo si possa ottenere questa 
formula per un campo a simmetria centrale direttamente dalla 
formula generale esatta (123,11). 

Nelle condizioni (131,1)-(131,3) il contributo essenziale nella 
diffusione è dato dalle ampiezze parziali con grandi /. Quindi per le 
funzioni d’onda la condizione di quasi-classicità è soddisfatta e que- 
sto consente di usare per le è, la formula (124,1). Ponendovi ry ® //k, 
rì = 224 1/k%, otteniamo i 


c U (r) dr m la 2 1 12/12 
o) gra 3 | UFFI) 
l/h 0 


che coincide con il valore della funzione 6 (p) (131,6) per p = 


1) Nel caso bidimensionale l'ampiezza di diffusione in un campo U (z, 2) 
è determinata dalla formula analoga 


paV 37 fsi. (131,7a) 


Il quadrato | f |? 20 è il rapporto fra la sezione di diffusione e l’unità di lunghez- 
za lungo l’asse y, e 0 l'angolo di diffusione nel piano zz (vedi anche la defini- 


zione nel problema 6, $ 126). | 
2) Nel $ 152 le formule (131,7), (131,8) saranno generalizzate al caso della 


diffusione da parte di un sistema di particelle. 
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= 1/k). Inoltre, nell’intervallo dei piccoli angoli (0 « 1), i polinomi 
di Legendre con grandi / possono essere rappresentati nella forma 


(49,6) 
270 
Pi(cos0) I 0)==- | e-i8! cos dp. 
0 
Sostituendo quest’espressione nella formula (123,11) e passando 
dalla somma (su grandi /) all’integrale, otteniamo 
270 


1 . k2 . 
i=i| fie- 810009 d@-1 dl=— | fie-id9d2p, (134,9) 


dove qe psono i vettori bidimensionali con modulo q = X0, p = 2/k. 
Infine, sostituendovi f, nella forma (123,15) con 8, = 6 (//k), tornia- 
mo alla formula (131,7). 

Notiamo anche che per la diffusione in un campo a simmetria 
centrale la formula (131,7), dopo l'integrazione rispetto all’angolo 
polare © nel piano zy (d°p = p dp dq), assume la forma 


f=—ik | {exp[2i6(0)]—1}Jo(g0)pdo. (134,10) 


È stato rilevato nel $ 126 che l’approssimazione di Born è inap- 
plicabile nella diffusione delle particelle veloci ad angoli grandi se la 
sezione d’urto risulta esponenzialmente piccola .Nemmeno il metodo 
qui esposto è applicabile in queste condizioni. In realtà, in tali 
casi abbiamo a che fare con la situazione quasi-classica alla quale la 
teoria delle perturbazioni è inapplicabile. 

In accordo con le regole generali dell'approssimazione quasi- 
classica (cfr. $$ 52, 53), l'esponente nella legge esponenziale secondo 
cui le sezioni di diffusione diminuiscono si può determinare consi- 
derando « traiettorie complesse » nella regione del moto classica- 
mente inaccessibile?). 


1) La funzione quasi-classica 246 (0) rappresenta la variazione dell’azione 
dovuta al campo U quando la particella descrive una traiettoria classica. Per 
una particella veloce, questa traiettoria può essere considerata come rettilinea, 
e la 26 (p) coincide allora con la differenza degli integrali d’azione classici 


00 a 00 00 
| eva | kdzaRT— se | U dz. 
— 00 


h2k 
— 00 — 00 

In questo senso Ia funzione 26 (p) ha qui il ruolo che l’eiconale ha nell'ottica 
geometrica. Nella teoria della diffusione l’approssimazione considerata si chiama 
DE spesso approssimazione dell’eiconale. Sottolineiamo, però, che l'ampiezza 
i diffusione non si riduce affatto alla sua espressione quasi-classica, poiché le 

condizioni 0/ > 1, 6, > 1, in generale, non sono soddisfatte. 
2) Per lo studio della questione del fattore che precede l'esponenziale vedi 
A. Z. Patasinskij, V. L. Pokrovskij, I. M. Khalatnikov, JETF, 45, 989 (1963). 
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Nel problema classico della diffusione la dipendenza fra l'angolo 
di deflessione 6 della particella nel campo U (r) e il parametro d'urto 
p è data dalla formula 


00 


F90 d 
ro r3 Vi! si 
r? E 
dove ro, che è la distanza minima dal centro, è la radice dell'equazione 


ito 0 (134,12) 


(vedi (127,5)). Il caso che ci interessa corrisponde alla regione degli 
angoli nei quali una particella classica non potrebbe essere diffusa!). 
A questi angoli corrispondono quindi soluzioni complesse p (0) del- 
l'equazione (131,11) (con corrispondenti valori complessi di roy). 
Mediante la funzione p (0) cosi trovata e il momento orbitale classico 
della particella mvp si calcola l’azione 


S (0)= mv | p (0) d0 (131,13) 


(dove v è la velocità della particella all'infinito). L'ampiezza di 
diffusione è 


f-exp(-+ImS(0)). (131,14) 


L'equazione (131,12) ha, in generale, più di una radice complessa. 
Si deve prendere per ry nella (131,11) quella radice per cui la parte 
immaginaria positiva Im S è minima. Inoltre, se la funzione U (r) 
ha dei punti singolari complessi, anch'essi devono far parte dei valori 
di ro) in gioco. 
Il contributo principale nell’integrale (131,11) è dato dalla regione 
r — ro. Inoltre, nei casi di grandi energie £, si può trascurare il 
termine V/E sotto il radicale; l’integrazione ci dà allora 
p=rocos3-. (131,15) 
Se ro è un punto singolare della funzione U (r), esso dipende solo 
dalle proprietà del campo, ma non da poda £. Calcolando $ secondo 
la (131,13), troviamo che in questo caso l’ampiezza di diffusione è 


mv 


joexp(-G sen > Im ro) (131,16) 


1) Il metodo esposto è applicabile non soltanto per £ grandi, ma anche in 
tutti i casi di diffusione esponenzialmente Rin 

?) Ricordiamo (vedi $ 126) che se U (r) ha una singolarità per r reale, la 
sezione d’urto non decresce, in generale, secondo una legge esponenziale. 
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Ma se si deve prendere per r, una radice dell’equazione (131,12), 
la forma dell’esponente dipende allora dalle proprietà concrete del 
campo. Cosi, per la funzione 


U n Uoe-(7/9)? 


(non avente nessun punto singolare a distanze finite) otteniamo dal- 
l'equazione 


Cia Posa 
pi ®=sen° 


il valore 


ro ia yin ( 7 sen? 3) : (131,17) 


Poiché la dipendenza da 0 è debole, si può considerare r, costante 
nell’integrazione nella (131,13), e per l'ampiezza di diffusione, si 
ottiene la formula (131,16) con r, dato dalla (131,17). 


PROBLEMI 


1. Determinare la sezione totale di diffusione da parte di una buca di po- 
tenziale rettangolare a simmetria sferica di raggio a e di profondità U, che 
soddisfa la condizione (131,1): U, « A?°k?/m. 

Soluzione. Abbiamo 


| U da= —2U, Va?— pi. 
Secondo la (131,7), l'ampiezza di diffusione in avanti (q = 0) è 


a 
ik 2iU ——; i 
f#(0)= -5 | [ exp ( 2 Ve-p)-1| 2rp dp= 
0 


1 


; DI 2iv Ò R 
tti — ika? | (efiv* 4) X de = 42 [è -T- = let 1) | ’ 


dove v = Uqa/hv è il « parametro di Born ». Usando il teorema ottico (125,9) 
ricaviamo da cui la sezione totale 


1 sen 2v_c0s2v 
o=2r8| 1477 Dyi | 


Nel caso limite (di Born) v « 1, questa espressione dà o = 2ra?v? in ac- 
cordo con il problema 41, $ 126. Nel caso limite opposto v > 1, si ha semplice- 
mente o = 2742, cioè il doppio della sezione geometrica. Quest'ultimo risultato 
ha un significato semplice. Per v > 1, tutte le particelle con distanza d’urto 
f < a vengono diffuse, cioè abbandonano la direzione del fascio incidente. In 
questo senso la buca si comporta come una sfera « assorbente »; la sezione totale 
è uguale allora, secondo il principio di Babinet (vedi vol. II, Teoria dei campi, 
fine del $ 61), al doppio della sezione di « assorbimento ». 
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2. Lo stesso problema nel campo U = V% exp (—r?/a?). 
Soluzione. In questo caso abbiamo 


| U dz=a va Uoexp(—?/2?). 


Ponendo nella (131,7) ed eseguendo nell’inte 


pile una sostituzione esplicita 
della variabile, otteniamo per l'ampiezza di dif 


usione ad angolo zero 


ika? di du 
10= 3 | (msi, 
0 
dove si ha di nuovo v = Uga/fv. Allora la sezione totale è 
vVa 
o= 2a? | (1— cos uil, 
0 


Per v « 1, l’espressione integranda si riduce a u/2, e la sezione è o = 
= na?v?/2 in accordo con i risultati del problema 2, $ 126 (per ka > 1). Per 


V > 1, scriviamo l’espressione integranda nella forma (1 — et cos u)/u con 
piccolo parametro A che poi si farà tendere a zero. L'integrazione per parti ci dà 


vVa 00 
Î (1 — cos RELZIT (vV2)— | In usenudu=ln (v Va)+C 
0 


(C è la costante di Eulero). In tal modo, 
o=2nra?ln(v Vie) pervd 1. 


3. Determinare la sezione di diffusione a piccoli angoli degli elettroni in 
un campo magnetico concentrato in una regione cilindrica di raggio a (A. Aharo- 
nov, D. Bohm, 1959 

Soluzione. Supponiamo che il campo magnetico sia diretto lungo l’asse y 
coincidente con l’asse della regione cilindrica, e prendiamo come asse z la dire- 
zione degli elettroni incidenti. Allora tutto il quadro della diffusione non dipende 
dalla coerdinata y, e quindi in seguito sarà esaminato il problema bidimensiona- 
le nel piano zz. 

Fuori dalla regione cilindrica l’intensità del campo è H = 0, ma il poten- 
ziale vettoriale è diverso da zero ed è uguale a 


D 
Azz3r Vo, (1) 
dove @ è l’angolo polare nel piano zz, e ® il flusso del campo magnetico; infatti, 
integrando sull’area di un cerchio di raggio r > a in questo piano, abbiamo 


(4) 237 
| H dz d:=@ A d=3-9 =. 


Il potenziale (1) cambia la fase della funzione d’onda (dell'onda piana) degli 
elettroni; secondo la (111,9) si ottiene 


; ie D 
p=eihz exp (F 9). (2) 
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Questa espressione è però inapplicabile nella regione stretta (di larghezza 
= a) lungo il semiasse z > 0, perché nell’attraversare la regione del campo il 
moto delle particelle risulta pertuenato dal campo. A ciò è dovuta 
l'apparente non univocità della funzione (2) quando si aggira l’origine delle 
coordinate (l’angolo @ subisce un incremento 2x). In realtà, in prossimità del 
semiasse z > 0 si ha una discontinuità (di larghezza fin.'-) dovuta all’inappli- 
cabilità della (2); da ambedue le parti della regione di discontinuità @ ha valori 
che si differenziano di 2, ad esempio Fx. 

Per la diffusione a angoli 0 piccoli con basso impulso trasferito 
qa k0(ga 1,0 < 1) sono essenziali le distanze trasversali z — 1/q > 
S a, e si può trascurare la larghezza della discontinuità. Restringendosi alla regio- 
ne dello spazio z > | x |, si può anche trascurare in questa regione la dipendenza 
di + da z da ambo le parti dell'asse z; si ha allora?) 


;hz _ f exp(—ie®/2hc), 2>0, 
p=e A2F (2), F()= f exp (ieD/2lic), r <0. ili 


L'ampiezza di diffusione « bidimensionale » è calcolata secondo la formula 
(131,7a)?). Per qg #0 abbiamo 


00 


i=Vg { exp | — ca ) eda +h.c.} < 


L'integrale si calcola introducendo il fattore e-** e facendo poi il passaggio ab 
limite per A + 0. Troviamo finalmente 
f = — LI 2 sen ed 
a q sti 2he 


° 


La sezione di diffusione è quindi 


2 eD dd 
do=]|f|} dd == sen? hc IriCIÙ (4) 


Per e®/fìc & 1, si ricava l’espressione 
e2@D? do 
do = rana da? 


>| 


corrispondente al caso in cui la teoria delle perturbazioni è applicabile. 

Richiamiamo l’attenzione sulla dipendenza periodica della sezione (4) 
dall’intensità del campo magnetico, di sulla divergenza della sezione totale 
(che si ha quando 68 + 0), benché il campo sia concentrato in una regione finita 
dello spazio; l’una e l’altra sono dei peculiari effetti quantistici. 


$ 132. Diffusione di particelle lente 


Consideriamo le proprietà della diffusione elastica nel caso limite 
in cui le velocità delle particelle diffuse sono piccole. Precisamente, 
la velocità è supposta cosi piccola che la lunghezza d’onda della 


1) La formula (3) (cosî come la (131,4) nel testo) diventa inapplicabile per z 
troppo grandi quando si manifestano effetti di diffrazione. | 

2) Ricordiamo che questa formula (per g # 0) può essere ottenuta (come 
è stato specificato nel testo) anche senza applicare Egna di Schròdinger 
in un campo di potenziale. 
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DI 


particella è grande rispetto al raggio d’azione a del campo U (r) 
(cioè ka « 1), e la sua energia è piccola rispetto all’intensità del 
campo entro questo raggio. La soluzione di questo problema richiede 
di chiarire in che modo al limite, le fasi 8, dipendono dal vettore 
d’onda X per piccoli valori di quest’ultimo. 

Per r <a, si può trascurare nell'equazione esatta di Schròdinger 
(123,7) solo il termine contenente X?: 


2: Zi I 1 
Ri + R- 2 RI= 3 U(r) Ri (132,1) 


r® 


Nella regione a « r « 1/k, si può invece omettere anche il termine 
contenente U (r), cosicché rimane 


” 2 ni lU(1+41 
Ri +4 R- TL A=0. (132,2) 
La soluzione generale di questa equazione è 
R;= cr! tai (132,3) 


I valori delle costanti c, e c, si possono, in linea di principio, determi- 
nare solo risolvendo l’equazione (132,1) con una funzione concreta 
U (r) assegnata; questi valori, ovviamente, sono differenti per / 
diversi. i 

A distanze ancora più grandi, r — 1/k, si può omettere nell’equa- 
zione di Schròdinger il termine contenente U (r), ma non si può 
trascurare ?, cosicché abbiamo 


” 2 De (141 
Ri +È Ri+[#--222]R:=0, (132,4) 


cioè l'equazione del moto libero. La soluzione di questa equazione 


(vedi $ 33) è 


Da 1(22+1)!! 7 d \l! senkr 
i crei ir 
i_r d \! coskr 
telai an) ai 


I coefficienti costanti sono scelti qui in modo tale che per kr « 1 
questa soluzione si trasformi nella (132,3); si ottiene cosi la « salda- 
tura » della soluzione (132,3) nella regione %r « 1 con la soluzione 
(132,5) nella regione kr — 1. 
Infine, per Xr > 1 la soluzione (132,5) assume la forma asintotica 
($ 33) 
R, o 


cq (21 +1)!! au Li cok! -5) 
“gi kr D) 7a cos kr 5_}' 
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Questa somma può essere rappresentata nella forma 
1 nu 
Rx costante-— sen (kr-5T + 8) ; (132,6) 


dove la fase è, è determinata dall’uguaglianza 


iii 
go = è = ci Gini (214-1)1! aa (132,7) 


(essendo X piccolo, tutte le fasi è, risultano piccole). 
Conformemente alla (123,15), le ampiezze parziali di diffusione 
sono 


__1_,,210, 2 dI 
fi="%; (€ -—1)aR+, 


e noi arriviamo alla conclusione che nel caso limite di energie piccole 
si ha 
fr k®. (132,8) 


In tal modo, tutte le ampiezze parziali con / 40 risultano piccole 
rispetto all’ampiezza di diffusione con = 0 (0, come si dice, di 
diffusione s). Trascurando le ampiezze parziali, abbiamo per l’am- 
piezza totale 


fin fp= => =-a, (132,9) 


cosicché do = a? do, e la sezione totale è 
o=4na?. (132,10) 


Quando le velocità sono piccole, la diffusione risulta isotropa in 
tutte le direzioni, e la sua sezione d’urto non dipende dall’energia 
delle particelle!). La costante a si chiama lunghezza di diffusione; 
essa può essere sia positiva che negativa. 

Nei ragionamenti fatti è stato tacitamente supposto che il campo 
U (r) decresce a grandi distanze (r > a) abbastanza rapidamente 
perché le approssimazioni fatte siano legittime. È facile vedere 
con precisione rapidità con cui © (r) deve decrescere. Per 
grandi r il secondo termine nella funzione AR; (132,3) è piccolo 
rispetto al primo. Perché sia però legittimo mantenerlo i ter- 
mini piccoli — cy/r!*!r? conservati nell'equazione (132,2) devono 
essere ancora grandi rispetto al termine UR, — Uc,r' trascurato nel 


1) Nella diffusione degli elettroni da parte di atomi, come lunghezza a con 
cui confrontare 1/k (condizione ka « 1) funge il raggio atomico che, per atomi 
complessi, vale più raggi di Bohr (alcune unità /?/me?). Dato il grande 
valore di questo raggio, la sezione in questo caso si mantiene costante solo 
fino ad energie dell’ordine di qualche frazione di elettronvolt. Per energie mag- 
cane elettroni, la sezione dipende fortemente dall'energia (effetto Ram- 
sauer). 
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passaggio dalla (132,1) alla (132,2). Ne segue che U (r) deve decre- 
scere più rapidamente di 1/r?'*3 affinché la legge (132,8) per l’ampiez- 
za parziale f, sia legittima. In particolare, il calcolo di f, €, di con- 
seguenza, il risultato (132,9) riguardante la diffusione isotropa non 
dipendente dall’energia, sono validi soltanto se U (r) decresce alle 
grandi distanze più rapidamente di 41/r°. 

Se il campo U (r) a grandi distanze decresce esponenzialmente si 
possono trarre alcune conclusioni sul carattere dei termini successivi 
dello sviluppo delle ampiezze f, in potenze di 4. Abbiamo visto nel 
$ 128 che in questo caso l'ampiezza f,, considerata come funzione 
della variabile complessa £, è reale per valori reali negativi di £1). 
Lo stesso vale quindi anche per la funzione g; (£) nell’espressione 
(125,15) 

1 
fi= gi ik 


(per E—0, ik è reale). D'altra parte, la funzione g; (£) è reale 
(per definizione) per £ > 0. In tal modo, la funzione g; (£) risulta 
reale per tutti i valori reali di £ e, di conseguenza, deve svilupparsi 
in potenze intere di £, cioè in potenze pari di X. Per quanto riguarda 
l'ampiezza stessa f,(k), si può quindi dire che essa si sviluppa in 
potenze intere di ik; tutti i termini con potenze pari di % sono reali, 
e i termini con potenze dispari di £ sono immaginari. Conformemente 
alla (132,8), lo sviluppo di f,(k) inizia dal termine —8;/K 0 k?!; 
corrispondentemente lo sviluppo di g; (X) inizia da un termine pro- 
porzionale a k7?°. 

Quando il campo decresce a grandi distanze come una potenza 
U = fr" conn<3, il risultato (132,9) relativo alla costanza del- 
l'ampiezza non è, come è stato già detto, valido. 

Consideriamo la situazione che si presenta per diversi valori di n. 
Per n<1 a velocità sufficientemente piccole, la condizione 


PIU (0)|D hv (132,11) 


è soddisfatta praticamente per tutti i valori del parametro d’urto g, 
e la diffusione è descritta quindi dalle funzioni classiche (cfr. con 


la condizione (127,9)). 

Per1<n<2, la disuguaglianza (132,11) è soddisfatta in un note- 
vole intervallo di p non troppo grandi; di conseguenza, la diffusione 
ad angoli non troppo piccoli risulta classica. Al tempo stesso esiste 
un intervallo dei valori di p per cui 


PIU (|< ho, (132,12) 
cioè è soddisfatta la condizione di applicabilità della teoria delle 
perturbazioni (cfr. (126,2)). 

1) Per valori di £ piccoli, la condizione (128,6) è soddisfatta già quando U 
decresce come e7”/5, 
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Per n > 2 a grandi distanze vale la disuguaglianza 


7. 
Ui<T, (132,13) 
e il contributo alla diffusione dovuto all'interazione a queste di- 
stanze può quindi essere calcolato con l’aiuto della teoria delle per- 
turbazioni (mentre a distanze minori la condizione di applicabilità 
della teoria delle perturbazioni può anche non essere soddisfatta)!). 
Siar, un valore dir tale che per rr, valga la disuguaglianza (132,13) 
e al tempo stesso si abbia ro « 1/k. Il contributo all’ampiezza di 
diffusione dalla regione r > ry è dato, secondo la (126,12), dall’in- 
tegrale 


2 f 4 sen 2 "0 c sen 
Da ni = e ridr=— Lg .. mr de. (132,14) 
To qro 


Per 2< n< 3 questo integrale converge nel limite inferiore, e a 
velocità piccole (kr « 1) si può sostituire questo limite con zero, 
cosicché l’integrale diventa proporzionale a g7‘*-”, cioè a una poten- 
za negativa della velocità. Questo contributo all’ampiezza è quindi 
il contributo principale nel caso considerato, e quindi 


fanqs®, 2<n<3. (132,15) 


Questo determina la dipendenza della sezione di diffusione dalla 
velocità delle particelle e dall’angolo di diffusione. 

Per n = 3, l’integrale (132,14) diverge logaritmicamente nel 
limite inferiore d’integrazione. Ma esso costituisce ancora la parte 
principale dell’ampiezza di diffusione, cosicché 


costante 


] 
fe n ; 


, n=3. (132,16) 


Per n > 3, il contributo della regione r > ro decresce quando 
k + 0, e la diffusione è determinata dall’ampiezza costante (132,9). 
Ma il contributo (132,14) all’ampiezza di diffusione, benché sia re- 
lativamente piccolo, presenta un certo interesse anche in questo caso 
a causa della sua « anomalia ». Nella situazione « normale », in cui 
U (r) decresce abbastanza rapidamente, f(k) è sviluppabile in 
potenze intere di %, mentre tutti i termini reali dello sviluppo risul- 
tano proporzionali alle potenze pari di %. D'altra parte integrando più 
volte per parti la (132,14) (diminuendo cosi il grado di È nel denomi- 


1) La diffusione a piccole velocità non è allora da nessuna parte quasi- 
classica, poiché la disuguaglianza (132,11) risulta incompatibile con la condi- 
zione contemporaneamente richiesta | U (0) |<. 


638 CAPITOLO XVII 


natore), separeremo da questo integrale la parte contenente le poten- 
ze pari di %, dopo di che resterà un integrale convergente per gro +0, 
proporzionale a %"-*, che non è, in generale, una potenza pari!). 


PROBLEMI 


1. Determinare la sezione di diffusione di particelle lente da parte di una 
buca di potenziale rettangolare a simmetria sferica con profondità UV; e con 


raggio a. 
Soluzione. Si suppone che il vettore d’onda della particella soddisfi le con- 


dizioni ka &1ek « x, dovex = V2mUo/h. Ci interessa solo la fase 89. Quindi 
poniamo / = 0 nell'equazione (132,41) e otteniamo per la funzione Y = rA0 (r) 
l'equazione y'” + x?y = 0 per r < a. La soluzione di questa equazione, che si 
annulla per r = 0 (y/r deve essere finita per r = 0), è 


g=Asenxr, r<a. 


Per r > a la funzione y soddisfa l'equazione y'’ + #2y = 0 (equazione (132,4) 
con = 0), da cui 
x=Bsen(kr+ do), r>a. 


La condizione di continuità di y'/Yy per r = a dà 
k 
x ctg ax= k ctg (Ka + 80) DI Fat do 3 


da cui determiniamo È). Otteniamo finalmente per l'ampiezza di diffusione?) 
__ tgxa—xa 
e x 


f 


Per xa « 1 (cioè Ug « &*/ma?), questa formula dà 0 = Sana? (xa)4 in accordo 


con il risultato dell’approssimazione di Born (vedi problema 1, $ 126). 
2. Lo stesso problema per la diffusione da parte di una « barriera di poten- 


ziale » rettangolare a simmetria sferica di altezza Uo. 
La soluzione sì ottiene da quella del problema precedente sostituendo 


U, con — Vo (occorre anche sostituire x con ix). L'ampiezza di diffusione è 
Fra thxaT— xa 
x . 


Nel caso limite in cui xa > 1, abbiamo 
j=—a, o=4na?, 


Questo risultato corrisponde alla diffusione da parte di una sfera impenetrabile 
di raggio a; notiamo che la meccanica classica darebbe un risultato quattro volte 


inferiore (0 = ma?). 


1) Se n è un numero intero dispari (nr = 2p + 4), allora n — 3= 2p — 2 
è un numero pari. Ciò nonostante, l'integrale (132,14) ha allora una parte « ano- 
mala » e contribuisce all’ampiezza di diffusione proporzionalmente a g?P-? In g. 

2) Questa formula diventa inapplicabile se la larghezza e la profondità 
della buca sono tali che xa tenda a un multiplo dispari di m/2. Per tali valori 
di xa, fra i livelli energetici negativi dello spettro discreto vi è un livello ten- 
dente a zero (vedi problema 1, $ 33), e la diffusione è descritta da formule che 
verranno ottenute nel paragrafo seguente. 
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3. Determinare la sezione di diffusione di particelle con energia piccola 
in un campo U= a/r, a>0,n>3. 
Soluzione. L'equazione (132,1) con f = 0 è 


% 2ma 
Con le sostituzioni 


“- 2y n-2 
x=® Vr, "(TT 
essa si riduce alla forma 


dg 1 dq 1 _ 
da? 23-l'+7=ra]0=0 


cioè a un’equazione per la funzione di Bessel di ordine 1/(n — 2) della variabile 
indipendente immaginaria ix. La soluzione, che si annulla per r = 0 (cioè per 
x = co), è, a meno di un fattore costante, 


5 n_-2 
= ir(1 di. SS 
x= Vr Hin-2) (5 r ? ). 


Usando le note formule 


i 5 zD 
HO) (2)= i [e DIS (2)-I_p (2)], Jp (2) = PI A+D) , 2K1, 


otteniamo per la funzione y a grandi distanze (y « r « 1/Kk) un’espressione della 
forma X = costante -(cir + ce), e a partire dal rapporto co/c, troviamo l’ampiez- 
za di diffusione 


9 nT_-3 
ped ara) 
( r az) 

(TI; 


4. Determinare l'ampiezza di diffusione di particelle lente in un campo che 
decresce a grandi distanze secondo la legge U = fr-" (<n%< 3). 

Soluzione. Il contributo principale nell’ampiezza di diffusione è dato dal- 
l’espressione (132,14), dove sì può sostituire il limite inferiore d'integrazione 
con zero. Il calcolo dell’integrale dà: 


amb qu73 


i=<Ga IS a 
F(n_-1) Sega 
e pern= 3 
2mp costante 
is — na In e (2) 


Sviluppando la (1) in polinomi di Legendre, si possono ottenere le ampiezze di 
diffusione parziali (definite dalla (123,14)) 


__ Van P(27-)r(1-27%) facd, (3) 


n= 7a o nri 
"(5)"( +1) 


640 CAPITOLO XVII 


Per n > 3, la formula (1) determina la parte « anomala » dell’ampiezza di 
diffusione. Nelle ampiezze parziali, il valore (3) è sempre quello principale per 
valori di / tali per cui 2 > n — 3; in luogo della (132,8), si ha allora fj © k®-3, 

5. Determinare l’ampiezza di diffusione di particelle lente in un campo 
U (rà) = —Ug exp (—r/a), Un > 0. 

Soluzione. Dopo la sostituzione della variabile 


r=2axe 77/29, = V2mUo/ii 


l'equazione (132,1) per la funzione x = rf assume la forma 


dx, 1 dy _ 
da ta de 1470 


La soluzione generale di questa equazione è: 
x= Ato (2) 4+-BN0 (2), 


dove Jo e No sono le funzioni di Bessel di prima e di seconda specie, rispettiva- 
mente. La condizione yY = 0 perr = 0 dà 


A/B= — No (2xa)/Jo (2xa). 


All'intervallo a € r « 41/k corrispondono i valori z « 1 (allora si sottintende 
ovviamente che ax exp (—1/2k) <« 1); si ha in questa regione 


ia VE, 2B B 
xo A+B In 9=A+-lnuay_7” 


dove y = el = 1,78 ...(Cèla costante di Eulero). Questa espressione corri- 
sponde alla formula (132,3), e a partire dai valori di cj e cy cosi ottenuti troviamo 
l'ampiezza di diffusione 


TA 
f=—a (TY? In ay) “Ta [No (2a) —È ln (xay) Ja (Qua) | è 


Nel caso limite xa « 4, si ha f = 2a*x? (in accordo con la formula dell’appros- 
simazione di Born (126,14)). Per xa > 1, sihaf= —2a ln (xay). 

6. Determinare nell’approssimazione del secondo ordine della teoria delle 
perturbazioni l'ampiezza dì diffusione nel caso limite di energie piccole 
(I. J. Pomeranciuk, 1948). 

Soluzione. Per X + 0 l'integrale del secondo termine nella formula (130,13) 


assume la forma 


Es gUcg c ca ’ 
| se--|| ) U (e) U (1°) eÎk"(î-1") x 

d3k" U (r)U (r') 

n '__ —_2n2 parati al Ai a DA ', 

X Tra” IV dV 2% Î Teri 

abbiamo usato qui la formula 

Ì gus dA 
ka (2293 |r—-r'| 


(vedi vol. II, Teoria dei campi, $ 54). In tal modo, l'ampiezza di diffusione è 


ia (0V+(7) | SLI) dyay”. (1) 
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Nel caso di un campo centrale questa formula dà 


2 
f= Fr | Ur? dr + Sa | | U (r)U (r)r2dr-r' dr'. 


r'>r 


Il secondo termine nella formula (1) è sempre positivo (questo è evidente 
anche dall'espressione iniziale dell’integrale nella rappresentazione k). Ne 
segue che in un campo repulsivo (U > 0) la prima approssimazione di Born dà 
sempre un risultato maggiore di quello esatto per la sezione di diffusione a pic- 
cole energie, e in un campo attrattivo (U < 0) un risultato inferiore. 


$ 133. Diffustone di risonanza a basse energie 


Uno studio particolare richiede la diffusione di particelle lente 
(Ka < 1) in un campo attrattivo nel caso in cui nello spettro discreto 
dei livelli energetici negativi c'è uno stato s con energia piccola ri- 
spetto all'intensità del campo UV nei limiti del suo raggio d’azione a; 
indichiamo questo livello con e (e < 0). L'energia E della particella 
diffusa essendo piccola è vicina al livello e, si trova cioè, come si 
dice, quasi in risonanza con esso. Questo fatto, come vedremo, porta 
ad un incremento notevole della sezione di diffusione. 

Nella teoria della diffusione si può tener conto di un livello poco 
profondo con un metodo formale basato sulle osservazioni seguenti. 

Nell’equazione esatta di Schròdinger per la funzione y = r8, (r) 
(per 2 =0) 


n, 2m 
Xt+aE-U(r)]yx=0, 


nella regione « interna » del campo (r < a) si può trascurare E ri- 
spetto ad U: 


x U(My=0 ra. (133,1) 
Nella regione « esterna » (r © a) si può, invece, trascurare U: 
xX+37 Ey=0, rda. (133,2) 


La soluzione dell'equazione (131,2) dovrebbe essere « saldata » per 
un certo r, (tale che 1/X > ri a) con la soluzione dell'equazione 
(133,1) che soddisfa la condizione al contorno y (0) = 0; la condizio- 
ne di « saldatura » consiste nella continuità del rapporto yx'/Y che 
non dipende dal fattore di normalizzazione della funzione d’onda, 

Tuttavia, invece di considerare il moto nella regione. r — a, im- 
poniamo alla soluzione nella regione esterna una condizione al con- 
torno scelta in modo appropriato per x'/% a piccoli r; poiché la solu- 
zione esterna varia lentamente per r +0, si può formalmente appli- 
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care questa condizione al punto r = 0. L'equazione (133,1) nella 
regione r — a non contiene £; quindi neppure la condizione al con- 
torno che la sostituisce deve dipendere dall'energia della particella. 
In altre parole, essa deve avere la forma 

Li ss 

cl (133,3) 
dove x è una costante. Ma poiché x non dipende da £, la stessa con- 
dizione (133,3) deve riferirsi anche alla soluzione dell’equazione di 


Schròdinger per un’energia negativa piccola E = — |£ |, cioè 
alla funzione d’onda dello stato stazionario corrispondente della 
particella. Per E = — |e | dalla (133,2) abbiamo 

y= Ao exp (RZIDÌ r) (133,4) 


(dove A, è una costante); la sostituzione di questa funzione nella 
(133,3) mostra che x è una grandezza positiva uguale a 


% =- A ZZIE (133,5) 
Applichiamo ora la condizione al contorno (133,3) alla funzione 
d'onda del moto libero 
Ysm costante sen (kr 4 60) 


che rappresenta la soluzione esatta generale dell equazione (133,2) 
per E > 0.{Come risultato otteniamo per la fase cercata dp 


ctg tomi ==] 10, (133,6) 


Poiché l’energia £ è limitata qui solo dalla condizione "ak « 1,Fma 
non deve essere piccola rispetto a | e |, la faset$, e con essa anche l’am- 
piezza di diffusione s possono risultare grandezze non piccole. 
Quanto alle fasi 6; con f > 0 e alle ampiezze parziali corrispon- 
denti, esse restano, come prima, piccole. Quindi si può, come prima, 
considerare l'ampiezza totale come coincidente con l’ampiezza di 


diffusione s 


LO cd. 2i60 — PETIT 
{3 Fi (°° )= k(ctg So— i)‘ 
Sostituendovi la (133,6), otteniamo 


1 
Îf= CGIE (133,7) 


e per la sezione di diffusione totale 


4n 2sth2 1 
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In tal modo, la diffusione è isotropa, come precedentemente, ma la 
sua sezione d’urto dipende dall'energia, e nella regione di risonanza 
(E -— | e |) risulta grande rispetto al quadrato del raggio d’azione 
del campo a? (poiché 1/k > a). Sottolineiamo che la forma della 
(133,8) non dipende dai meccanismi dell’interazione delle particelle 
a piccole distanze fra di loro ed è interamente determinata dal valore 
del livello di risonanza!). 

La formula ottenuta ha un carattere più generale dei presupposti 
della sua deduzione. Modifichiamo leggermente la funzione U (r); 
allora verrà modificato anche il valore della costante x nella condi- 
zione al contorno (133,3). Con un’appropriata modificazione U (r) 
si può ottenere che x si annulli e poi diventi una grandezza negativa 
piccola. Otterremo allora la stessa formula (133,7) per l'ampiezza di 
diffusione e la stessa formula (133,8) per la sezione d’urto. Ma nell’ul- 
tima formula | e | = /°x?/2m è ora una semplice costante caratteri- 
stica per il campo U (r) e non più un livello energetico in questo cam- 
po. Si dice allora che il campo ha un livello virtuale avendo in mente 
che, benché in realtà non ci sia un livello vicino allo zero, una piccola 
modificazione del campo sarebbe sufficiente perché tale livello 
comparisse. 

Nel prolungamento analitico della funzione (133,7), nel piano 
della variabile complessa £, ik sul semiasse negativo reale diventa 


—V —2mE/f (vedi $ 128), e noi vediamo che l'ampiezza di diffusione 
ha un polo per E = — | e |] in accordo con i risultati generali del 
$ 128. Viceversa, al livello virtuale, come doveva essere, non corri- 
sponde sul foglio fisico alcuna singolarità nell’ampiezza di diffusione 
(l’ampiezza di diffusione ha il polo E = — | e | sul foglio non fisico; 
vedi nota alla pag. 619). | 

Dal punto di vista formale la formula (133,7) corrisponde al caso 
in cui nell’espressione (125,15) 


4 
Jo= go (kK) ik 


il primo termine dello sviluppo della funzione go (X) è negativo e 
anomalmente piccolo. Per precisare la formula, si può tener conto 
ancora del termine successivo dello sviluppo, scrivendo 


ha (133,9) 
ot 5 rok? — ik 


(L. D. Landau, J. A. Smorodinskij, 1944); ricordiamo che se il campo 
decresce abbastanza rapidamente, le funzioni g; (4) vengono svilup- 
pate in potenze pari di £ (vedi $ 132). Abbiamo indicato qui con —%o 


1) La formula (133,8) è stata originariamente ottenuta da E. Wigner (1933); 
l’idea della deduzione esposta appartiene a 77. A. Bethe e R. Peierls (1935). 
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la grandezza go (0) volendo conservare il simbolo x per la grandezza 
(133,5) legata al livello energetico e. Conformemente a quanto detto 
sopra, x è determinato come il valore —ik = x che annulla il deno- 
minatore nella (133,9), cioè la radice dell'equazione 


x =%0+ 5 rox?. (133,10) 


Il termine correttivo r,k°/2 nel denominatore della (133,9) è piccolo 
rispetto a Xo, avendo supposto £ piccolo, ma di per sé stesso ha un 
ordine di grandezza « normale »: il coefficiente è ro — a (questo 
coefficiente è sempre positivo; vedi problema 1). É necessario sotto- 
lineare che tener conto di questo termine è un raffinamento ancora 
legittimo della formula per l'ampiezza di diffusione nella quale sono 
trascurati i contributi dei momenti . #0: esso apporta a f una 
correzione di ordine relativo aX, mentre il contributo della diffusione 
con È = 1 è di ordine relativo (ak)?. 

Per X +0 l'ampiezza fo ——1/%o, cioè 1/x, coincide con la 
lunghezza di diffusione @ introdotta nel paragrafo precedente. Il 
coefficiente rg nella formula 


go (kK}=kctg6= —1+3rok? (133,11) 


si chiama raggio efficace di interazione!). 
Per la sezione di diffusione ricaviamo dalla (133,9) 


de 4 
= 
(tor) +82 


Trascurando nel denominatore il termine — 4 (benché esso sia legit- 
timo), si può rappresentare questa formula (tenendo conto della 


(133,10)) come segue 
(133,12) 


=—- ————rrrr  ”"’ foce ire. i 
e 


Torniamo all'espressione (133,4) della funzione d’onda dello stato 
legato nella'regione «esterna» e colleghiamo il suo coefficiente di nor- 
malizzazione con i parametri introdotti sopra. Determinando il resi- 


1) Diamo i valori delle costanti a e roy per il caso importante dell’interazio- 
ne di due nucleoni. Per neutrone e protone con spin paralleli (stato isotopico 
con T= 0) a = 5,4-40-15, rg = 41,7-10-13 cm; a questi valori corrisponde un 
livello reale con energia | e | = 2,23 MeV, lo stato fondamentale del deutone. 
Per neutrone e protone con spin antiparalleli (stato isotopico con T = 1)a = 
= —24-10-5, ro = 2,7 10-18 cm; a questi valori corrisponde il livello virtuale 
je] = 0,067 MeV. In forza dell’invarianza isotopica, gli ultimi valori devono 
appartenere anche a un sistema di due neutroni con spin antiparalleli (il siste- 
ma nn nello stato s non può avere spin paralleli in forza del principio di Pauli). 
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duo della funzione (133,9) nel suo polo £ = e e confrontando con la 
formula (128,11), troviamo 


dti (133,13) 


Il secondo termine rappresenta una piccola correzione al primo, poi- 
ché xr, — xa « 1. Senza questa correzione si ha 43 = 2x, cioè 


— VV dx 0-%r int e 
pa Ve, aa V E (138,14) 


ciò che corrisponde a una normalizzazione come se l’espressione 
(133,14) fosse valida in tutto lo spazio. 

Soffermiamoci brevemente sulla risonanza nella diffusione con 
momenti orbitali non nulli. 

Lo sviluppo della funzione g; (k) inizia dal termine — %-%; con- 
servando i primi due termini dello sviluppo, scriviamo l'ampiezza di 
diffusione parziale nella forma 


1 
siga 133,15 
ti bE-1(—e+E)-+ik" to) 


dove bd e € sono costanti, e d > 0 (vedi più avanti). Al caso di riso- 
nanza corrisponde un valore anomalmente piccolo del coefficiente di 
E, cioè e anomalmente piccolo. Ma poiché £ è piccola, il termine 
beE-' può essere grande rispetto a k. 

Se e< 0, il denominatore dell’espressione (133,15) ha la radice 
reale E = — | e |, cosicché e è un livello energetico discreto (con 
momento /)!). Ma contrariamente alla risonanza nella diffusione s, 
l'ampiezza (133,15) non diventa allora mai grande rispetto ad a; 
l'ampiezza di diffusione di risonanza con momento / + 1 è soltanto 
dello stesso ordine di grandezza dell’ampiezza di diffusione non di 
risonanza con momento È. 

Se invece e >Q0, l'ampiezza (133,15) raggiunge nella regione 
E — e l’ordine di grandezza 1/k, diventa cioè grande rispetto ad a. 
La larghezza relativa di questa regione è piccola: AZ/e — (ak)?!-. 
Dunque in questo caso si ha una risonanza molto netta. Tale 
quadro della diffusione di risonanza è dovuto al fatto che il livello 
positivo con ! #4 0, benché non sia un livello discreto reale, rappre- 
senta però un livello quasi-discreto: grazie alla presenza della barrie- 
ra di potenziale centrifuga, la probabilità.che ha una particella con 
piccola energia di abbandonare questo stato e andarsene all’infinito 


1) Per &e<0 e £ tendente a |e |, si ha 
fin (—-1)41|8|!/b(E+]8]).7 
Dal confronto con la (128,17) risulta che db > 0. 
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è piccola, cosicché la « vita media » dello stato è grande (vedi $ 134). 
Con questo si spiega la differenza fra il carattere della diffusione di 
risonanza per / 40 e la risonanza nello stato s dove la barriera 
centrifuga manca. 

Il denominatore nella (133,15) per e > 0 si annulla quando 
E= E, — i’T/2, dove 


Eye, T= Km ei, (133,16) 


Questo polo dell’ampiezza di diffusione si trova nel foglio « non 
fisico ». La piccola grandezza T è la larghezza del livello quasi- 
discreto ($ 134). 

Infine, mostriamo una proprietà interessante delle fasi 8, che è 
facile stabilire sulla base dei risultati ottenuti sopra. | 

Consideriamo le fasi è, (E) come funzioni continue dell'energia, 
senza restringerle all'intervallo fra 0 e n (vedi nota alla pag. 141). 
Mostriamo che vale allora l'uguaglianza 


8,(0)— 8, (00)= nat, (133,17) 


dove n è il numero di livelli discreti con momento ! nel campo attrat- 
tivo U (r) (N. Levinson, 1949). 

Osserviamo a questo scopo che in un campo che soddisfa la con- 
dizione | U | € A?/ma? per tutte le energie è applicabile l’appros- 
simazione di Born, cosicché 8, (E) « 1 per tutte le £. Allora 6; (00) = 
= 0, poiché per E + co l'ampiezza di diffusione tende a zero; per 
quanto riguarda il valore 8, (0) = 0, ciò è in accordo con i risultati 
generali del $ 132. Nello stesso tempo, in tale campo mancano livelli 
discreti (vedi $ 45), cosicché n = 0. Seguiamo ora la variazione della 
differenza 8, (A) — 8; (00) (dove A è una certa grandezza piccola data) 
a mano a mano che la buca di potenziale U (r) diventa più profonda. 
All’aumentare della profondità sull'orlo superiore della buca com- 
paiono successivamente un primo livello, un secondo, ecc. Allora la 
fase 8, (A) riceve ogni volta un incremento di n!). Raggiunta la 
profondità del campo considerato facendo tendere quindi A a zero, 
otterremo la formula (133,17). 


PROBLEMI 


4. Esprimere il raggio efficace di interazione ry mediante la funzione d’onda 
dello stato legato (E = e) nella regione « interna » r — a (J. A. Smorodinskij, 
1948). 


1) Nella formula (133,6) a questo incremento corrisponde la variazione di 
So da 0 a x, quando per un dato valore piccolo di % la grandezza x varia da un 
valore negativo —x > & a un valore positivo x > %. Nel caso di Z = 0 lo stesso 
segue dalla formula % ctg 8, = —b£-! (E— e), quando per un dato E = A, e 
varia da e >DAa-Ee dA. 
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Soluzione. Sia Yo la funzione d’onda nella regione r — 4, normalizzata con 
la condizione Yo + 1 per r + co. Allora il quadrato della funzione d’onda in 
tutto lo spazio si può scrivere nella forma 


ya= Af (e 727 4g —-1) 


(questa espressione diventa A3e"?*” per xr > 4 e A8y3 per #r < 1). Questo 
quadrato deve essere normalizzato con la condizione 


Î x? dr= A} [3] 4-1) dr |=1, 
0 0 
e il confronto con la (133,13), dà 
ro="2 | (1—-x3)dr. 
0 


Dall’equazione (133,1) con U (r) < 0, la cui soluzione è la funzione Yo, 


segue che yo (r) < %o (00) = 1. Quindi si ha sempre ry > 0. 
2. Determinare la variazione delle fasi è, in seguito alla variazione del 


campo U (r). 
Soluzione. Facendo variare U (r) nell'equazione di Schròdinger 


. 2 1(1+4 
+ [ev ]u=o, 


z 
otteniamo 


2 D(1+4 2 
bi +37 [E vr] 6% = 77 BU. 


r? 


Moltiplicando la prima equazione per V; re la seconda per y;, sottraendo membro 
a membro l’una dall'altra e integrando in dr, troviamo 


2 î 
(K18X; — 48%) lr, =FT | x26U dr. 
0 
Sostituendo nel primo membro dell'uguaglianza le espressioni asintotiche 
X,= sen (r_T+%) . 


* 8X;= 6 (8;) cos (te T+ 61) 


(la scelta del coefficiente 1 in questa espressione determina la normalizza- 
zione adottata per Yy;), otteniamo 


5(8)= ea | x3 SU dr. 
0 


Da questa formula si possono trarre alcune conclusioni relative al segno 
delle fasi 6, considerate come funzioni continue dell’energia. Per eliminare la 
non univocità nella definizione di queste funzioni (costante additiva multipla 
di a), normalizziamole con la condizione è; (00) = 0. 
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Iniziando da U = 0, quando tutte le è, sono nulle, e aumentando gradual- 
mente | U |, troviamo che in un campo repulsivo (U > 0) tutte le è, sono nega- 
tive, e in un campo attrattivo (U < 0) positive. In un campo repulsivo si ha 
5,(0) = 0 e, di conseguenza, a piccole energie le è; sono piccole; l'ampiezza 
di diffusione è quindi negativa: f = $o/k < 0. In un campo attrattivo si può 
trarre una conclusione analoga sul segno positivo di f solo nel caso di assenza di 
livelli; in caso contrario, per E piccole le fasi è, tendono non a zero ma a na 
(vedi (133,17)) e non si può quindi trarre alcuna conclusione sul segno di f. 

3. Trovare la lunghezza di diffusione a e il raggio efficace di interazione ro 
per una buca di potenziale cilindrica di raggio a e di profondità U, che con- 
tiene un unico livello energetico discreto vicino a zero. 

Soluzione. Procediamo come nel problema 1 del $ 132, ma con la sola dif- 
ferenza che all’interno della buca non trascuriamo l’energia della particella 
E = h?k3/2m rispetto a Uy. Per determinare la fase è, otteniamo l'equazione 


kctg (5,4 ak)=XK ctgaK, 


K=+ VInUFE) 


Perché nella buca vi sia un solo livello vicino a zero, deve essere 
12h3 
Uo= ra ATA) 


con A < 1 (vedi problema 1, $ 33). Sviluppando l’equazione scritta in potenze 
di ka e di A, otteniamo 


n? ak? 
k ctg So ST Ba A+3 ’ 


da cui a = 1/xo = 8a/n?A, ro = a. Il valore xy coincide, come doveva essere, 
con la grandezza V2m | E; |/f, dove E, è l'energia del livello nella buca (vedi 
problema 1, 3). 


a 
4. Esprimere l'integrale È dr del quadrato della funzione d’onda dello 
0 
stato s in funzione della fase È (X) per un campo con intensità U (r) diversa da 


zero solo all’interno di una sfera di raggio a (G. Luders, 1959). 
Soluzione. Secondo la (128,10) abbiamo 


a 
_1[.%_,(2%\ 
|ea-a[r& A E 

0 


dove l’apice indica la derivazione rispetto a r (e le derivate rispetto ad £ nella 


(128,10) sono sostituite con le derivate rispetto a % = V2mEIR). Poiché per 
r = a il campo manca, nel secondo membro dell'uguaglianza si può usare la 
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funzione d'onda del moto libero: x = 2 sen (kr + 60) (normalizzazione secondo 
la (33,20)). Otteniamo finalmente 


{xt dr=2 (a+) —s0n2(k0+89)>0. 
0 


Poiché l'integrale di y? è a priori positivo, anche il secondo membro dell’ugua- 
glianza deve essere positivo!). 


$ 134. Risonanza su un livello quasi-discreto 


Un sistema suscettibile di decadimento non ha a rigore, uno spet- 
tro energetico discreto. Una particella prodotta nel decadimento 
va a finire all’infinito; in questo senso il moto del sistema è infinito, 
e quindi il suo spettro energetico è continuo. 

Tuttavia, può succedere che la probabilità di decadimento del 
sistema sia molto piccola. Un esempio molto semplice di questo 
genere è dato da una particella circondata da una barriera di poten- 
ziale sufficientemente alta e larga. Un’altra causa di metastabilità 
dello stato può essere la necessità di cambiare lo spin del sistema nel 
decadimento che avviene per effetto di una debole interazione spin- 
orbita. 

Per tali sistemi con probabilità di decadimento piccola si può 
introdurre il concetto di stati quasi-stazionari in cui le particelle si 
muovono per un lungo tempo all’« interno del sistema » abbando- 
nandolo dopo un intervallo di tempo considerevole t, che possiamo 
chiamare « vita media » dello stato quasi-stazionario (t — 1/w, dove 
w è la probabilità di decadimento nell’unità di tempo). Lo spettro 
energetico di questi stati è quasi-discreto; esso è composto da una 
serie di livelli « allargati » la cui larghezza T è legata alla vita media 
da T — f/1 (vedi (44,7)). Le larghezze dei livelli quasi-discreti sono 
piccole rispetto alle distanze fra di essi. 

Considerando gli stati quasi-stazionari, si può applicare il meto- 
do formale seguente. Finora abbiamo sempre considerato le soluzio- 
ni dell’equazione di Schròdinger con la condizione al contorno che 
richiede che la funzione d’onda sia finita all’infinito. In luogo di 
ciò, cercheremo ora soluzioni che rappresentano all'infinito un'onda 
sferica divergente; questo corrisponde a una particella che finisce 
con l’uscire dal sistema a seguito del suo decadimento. Poiché tale 
condizione al contorno è complessa, non si può affermare che gli 
autovalori dell’energia debbano essere reali. Al contrario, risolvendo 


1) Questa disuguaglianza è stata ottenuta precedentemente mediante un 
procedimento diverso da E. Wigner (1955). 
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l'equazione di Schròdinger, otteniamo un insieme di valori complessi 
che scriveremo nella forma 


T 
E=E>—-, (134,4) 


dove E, e T sono due grandezze positive (vedi più avanti). 

È facile vedere qual è il significato fisico dei valori complessi 
dell'energia. Il fattore temporale della funzione d’onda di uno stato 
quasi-stazionario ha la forma 


exp (-—3Et) = exp (-jEt-37t) 


Quindi tutte le probabilità determinate dai quadrati del modulo del- 
la funzione d’onda diminuiscono con il tempo secondo la legge 
exp (—IT't/A)). In particolare, anche la probabilità che la particella 
si trovi all'« interno del sistema » diminuisce secondo questa legge. 

In tal modo, T determina la vita media dello stato; la probabilità 


° 


di decadimento nell’unità di tempo è 


T 
w=T. (134,2) 
A grandi distanze, la funzione d’onda di uno stato quasi-staziona- 
rio (onda divergente) contiene il fattore 


ir È (e 
exp |F yV 2m(E-5 in) | ; 
che cresce esponenzialmente per r + co (la parte immaginaria della 


radice è negativa). Quindi l'integrale di normalizzazione {ly 13 dV 


di queste funzioni diverge. Osserviamo, a tale proposito, che questa 
circostanza elimina la contraddizione apparente fra il fatto che il 
quadrato |. |? decresce con il tempo e la costanza dell’integrale di 
normalizzazione, che risulta dall’equazione d’onda. 


1) Osserviamo che da qui si vede la necessità fisica che I sia positiva. 
Questa condizione è automaticamente garantita dalla condizione al contorno 
imposta all'infinito alla soluzione dell'equazione d'onda o dalla regola dì aggi- 
ramento, che è a questa equivalente (vedi $ 130), nelle formule della teoria 
delle perturbazioni. Supponiamo che le transizioni dal livello discreto n agli 
stati v di uno spettro continuo siano dovute alla perturbazione costante V. 
Allora la correzione del secondo ordine al livello energetico è 


EC) sa, \ Vnv fa dv 
d ECO _E,+10 


(vedi (33,10)). Da cui ricaviamo, secondo la (43,10), 
T=—-2Im FE) =2n \ | Vav|28(E0-Ey) dv 


in accordo con l’espressione (43,1) per la probabilità di transizione. 
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Determiniamo la forma della funzione d’onda descrivente il moto 
di una particella con energia vicina a uno dei livelli quasi-discreti 
del sistema. 

Cosi come nel $ 128, scriviamo l’espressione asintotica (a grandi 
distanze) della parte radiale della funzione d’onda nella forma 
(128.1) 


Ri=1[A(E)exp(-T3EE 1) + 


h 


+ B:(E) exp PESTE r) | (134,3) 


e considereremo £ come variabile complessa. Per valori reali positivi 
di E si ha 


Ri= 1A, (E) 0874 By (E) e"), p- VERE. (134,4) 


con A; (E) = B? (£) (vedi (128,3), (128,4)); la funzione B;(£) è 
presa qui sul bordo superiore del taglio fatto lungo il semiasse reale 
positivo. 

La condizione che determina gli autovalori complessi dell'energia 
consiste nell’assenza di onda convergente nell’espressione asintotica 
(134,3). Questo significa che per E = £, — iI/2 il coefficiente 
B,(E) deve annullarsi: 


B:(E-zi1)=0. (134,5) 


In tal modo, i livelli energetici quasi-discreti, cosi come i veri livelli 
energetici discreti, sono gli zeri della funzione B;(£). Ma, a diffe- 
renza degli zeri corrispondenti ai veri livelli, essi non giacciono nel 
foglio fisico. Infatti, scrivendo la condizione (134,5), abbiamo sup- 
posto che la funzione d’onda cercata dello stato quasi-stazionario 
proviene dallo stesso termine nella (134,3), che è un’onda divergente 
(-e'*”) anche per E >Q0 (nella (134,4)). Ma il punto £ = £, — iT/2 
è situato sotto il semiasse reale positivo. Per raggiungere questo 
punto dal bordo superiore del taglio (dove sono determinati i coef- 
ficienti della (134,4)), senza abbandonare però il foglio fisico, si deve 
aggirare il punto £ = 0. Ma allora V—£ cambierà il segno, co- 
sicché l’onda divergente diventa un’onda convergente. Di conseguen- 
za, per conservare il carattere divergente dell’onda, il passaggio deve 
essere eseguito direttamente verso il basso attraverso il taglio, cosic- 
ché si va a finire su un foglio che non è fisico. 

Consideriamo ora i valori reali positivi dell'energia vicini a un 
livello quasi-discreto (è ovvio che I è sottintesa piccola; in caso 
contrario, tale vicinanza sarebbe impossibile). Sviluppando la fun- 
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zione B;,(E) in potenze della differenza £ — (E, — i’T/2) e limi- 
tandoci al termine del primo ordine, scriviamo 


B, (E)= (E-E+3I) b,, (134,6) 


dove d; è una costante. Sostituendo questa espressione nella (134,4), 
otteniamo la seguente espressione della funzione d’onda di uno stato 
vicino allo stato quasi-stazionario: 


Ri=>|(E-E—3T)bte#"+(E-E+5T)be®"]. (134,7) 
La fase 8, di questa funzione è data dalla formula 


‘4 ET-Eo—1T/2 . 
exp (2i6,) = FEO exp (21659) = 


IT 2 
= È — TFT | exp (215°) 5 (134,8) 
dove 


b* 
exp (2i6) =(— 1)?! x: (134,9) 
Per |ET—- EST, la fase 8; coincide con 8{”, cosicché di” è il 
valore della fase lontano dalla risonanza. 
Nella regione della risonanza è, dipende fortemente dall'energia. 
Riscrivendo la (134,8) con l’ausilio della formula 


exp(iarctgà) _I1+iA 


exp (2i arctg À) = exp(—iarctgi) Ti 
nella forma 
8, iu 860 4 arctg ECE ' (134,10) 


vediamo che, attraversando tutta la regione della risonanza (da 
E&KE e E > E), la fase varia di a. 
Per E = E, — iT7/2, la funzione (134,7) si riduce a 
R, DA A per 

Se la funzione d’onda è normalizzata con la condizione di uguaglianza 
all'unità dell’integrale di | w |? nella regione all’interno delsistema, 
il flusso totale in questa onda divergente, uguale a v | iT db} |?, deve 
coincidere con la probabilità di decadimento (134,2). Da cui rica- 
viamo 


1 
= (134,11) 
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I risultati ottenuti permettono di determinare l’ampiezza di 
diffusione elastica di una particella con energia £, vicina a un certo 
livello quasi-discreto di un sistema composto formato dal sistema 
diffusore e dalla particella diffusa. Nella formula generale (123,11), 
occorre sostituire l’espressione (134,8) nel termine con il valore di / 
‘al quale corrisponde il livello E. Allora otteniamo 


2 r (0) 
f (0) =. PARI, (0) — sa z ue exp (2ij° Ò) Pi (cos 0), (134,12) 


dove f‘” (0) è l'ampiezza di diffusione lontano dalla risonanza, 
indipendente dalle proprietà dello stato quasi-stazionario (essa è 
determinata dalla formula' (123,11) con è, = è{” in tutti i termini 
«della somma)!). L'ampiezza f:® (0) si chiama ampiezza di diffusione 
«di potenziale, e il secondo termine nella formula (134,12) ampiezza di 
diffusione di risonanza. Quest'ultima ha un polo per E = £, — iT/2 
«cche, conformemente a quanto detto sopra, si trova fuori dal foglio 
fisico”). 

La formula (134,12) determina la diffusione elastica nella regione 
di risonanza su uno dei livelli quasi-discreti del sistema composto. 
Il dominio di applicabilità di questa funzione è determinata dalla 
condizione che la differenza | E — £, | sia piccola rispetto alla di- 
stanza D dai livelli quasi-discreti vicini 


)E-E;|<€ D. (134,13) 


Questa formula si semplifica alquanto se si tratta di diffusione 
di particelle lente, vale a dire se la lunghezza d’onda delle particelle 
nella regione della risonanza è grande rispetto alle dimensioni del 
sistema diffusore. Allora è importante solo la diffusione sj; supponia- 
mo che il livello £, si riferisca precisamente al moto con {= 0. 
L’ampiezza della diffusione di potenziale si riduce ora alla costante 
reale —a (vedi $ 132)?). Nell’ampiezza della diffusione di risonanza 
poniamo .=0 e sostituiamo exp (2i6;”) con l’unità, poiché 63 = 
= —ap 1. Così, otteniamo 


r/2 


1) Se si tratta della diffusione di una particella carica da parte di un sistema 
di particelle cariche, bisogna usare allora per le fasi 6j® l’espressione (135,11). 
i Notiamo che la formula (133,15) per la diffusione di risonanza di parti- 
celle lente su un livello positivo e con / # 0 per £ vicine a e corrisponde com- 
pletamente al termine di risonanza nella (133,12). Allora i valori di Zo e I sono 
sio Gino i (133,16), e poiché £ è piccola, la fase è 6{® piccola, cosicché 
exp (2i n 
i 3) Si suppone che il campo diffusore decresca con sufficiente rapidità con 
la distanza. Nel $ 145, i risultati esposti saranno applicati alla diffusione di 
neutroni lenti da parte di nuclei. 
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In una regione stretta | E — E] — I, il secondo termine è grande 
rispetto all’ampiezza a, e quest'ultima va omessa. Tuttavia, quando 
ci si allontana dal punto di risonanza i due termini possono equiva- 
lersi. 

Nei ragionamenti precedenti si è implicitamente supposto che il 
livello E non fosse troppo piccolo e che la regione della risonanza 
non si trovasse vicino al punto £ = 0. Se invece si tratta della riso- 
nanza sul primo livello quasi-discreto del sistema composto, situato 
a una distanza dal punto £ = Q piccola rispetto alla distanza dal 
livello successivo (£E6 « D), lo sviluppo (134,6) può essere illecito; 
questo si vede già dal fatto che l’ampiezza (134,14) non tende per 
E +0 a un limite costante, come si richiederebbe per la diffu- 
sione s secondo la teoria generale. 

Consideriamo il caso di un livello quasi-discreto vicino allo zero, 
supponendo di nuovo che le particelle diffuse siano abbastanza lente 
nella regione di risonanza perché solo la diffusione s sia importante. 

Lo sviluppo dei coefficienti B,(£) della funzione d’onda deve 
essere eseguito ora secondo le potenze dell’energia stessa £. Il punto 
E =0è un punto di diramazione delle funzioni B; (E), e se si va 
dal bordo superiore del taglio al bordo inferiore aggirando questo 
punto B, (E) si converte in Bf (£). Questo significa che lo sviluppo 
viene eseguito secondo le potenze di V —£ che cambia il segno nel 
cammino detto. Rappresentiamo i primi termini dello sviluppo della 
funzione B; (£) per £ reali positive nella forma 


B(E)=(E—e,+iyV E)bo(E), (134,15) 


dove €, e y sono costanti reali, e è, (E) una funzione dell’energia 
pure sviluppabile secondo le potenze di V £ ma non avente zeri 
vicino al punto £ = 0). AI livello quasi-discreto E = £, — iT/2 
corrisponde l’annullarsi del fattore E — eo + iyV £, prolungato 
nel semipiano inferiore del foglio non fisico; quindi per la determina- 
zione di E° e Tsi ha l’equazione 


E-5T—to+iy V Eo- 3iT=0 (134,16) 


(le costanti €, e y devono essere positive perché siano positive E, e I). 
Cosi, al livello di larghezza T « £, corrisponde la relazione e, © _Y° 
fra le costanti e, e y. Inoltre, dalla (134,16) ricaviamo £g,= £0 


T=2YVto 


._ 3) La funzione by (£) determina, secondo la (134,9), la fase della diffusione 
di potenziale. Nella diffusione di particelle lente i primi termini del suo svi- 


luppo sono 
bo(E) = costante-i (1 + iak). 
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Nel caso considerato l’espressione (134,15) sostituisce la formula 
(134,6); devono essere modificate corrispondentemente le formule 


successive (occorre sostituire dappertutto Z, con ey e I con 2y V£). 
Quindi per l'ampiezza di diffusione otteniamo, in luogo della (134,14), 
l’espressione seguente:! 


sie ci Lu 
Fei V2m(E-eo+iv VE) dini 


(abbiamo sostituito qui X = V 2mZ/A, dove m è la massa ridotta 
della particella e del sistema diffusore). Per E + 0, questa ampiezza 
tende, come deve essere, a un limite costante (ciò che giustifica la 
forma dello sviluppo (134,15)). 

È da notare che l’espressione (134,17) include in sé anche il caso 
in cui un livello discreto reale del sistema composto tende a zero; 
questo caso si presenta per una relazione adeguata fra le costanti 
eo e y- Se | co | € y?, per le energie £ « y? si può trascurare il primo 
termine (£) nel denominatore del termine di risonanza. 

Trascurando anche l’ampiezza di diffusione di potenziale @, 
otteniamo la formula 


pu a] 


coincidente con la formula (133,7) (con x = —V 2mey/hy). Essa 
corrisponde alla risonanza sul livello E = e3/y? che è un livello 
discreto vero o virtuale a seconda che la costante .x è positiva 
o negativa. 


$ 135. Formula di Rutherford 


La diffusione in un campo coulombiano presenta un interesse dal 
punto di vista delle applicazioni fisiche, tanto più per il fatto che il 
problema quanto-meccanico degli urti può essere risolto in questo 
caso esattamente fino in fondo. | 

In presenza di una direzione privilegiata (nel dato caso la direzio- 
ne della particella incidente), è opportuno risolvere l'equazione di 
Schròdinger nel campo coulombiano in coordinate paraboliche È, n, © 
($ 37). Il problema della diffusione di una particella in un campo cen- 
trale gode di simmetria assiale. Quindi la funzione d’onda w non 
dipende dall'angolo g. Scriviamo la soluzione particolare dell'equa- 
zione di Schrédinger (37,6) nella forma 


+= f1(5) fe (N) (135,4) 


656 CAPITOLO XVII 


{la (37,7) conm =0) e, conformemente a ciò, dopo la separazione 
delle variabili otteniamo le equazioni (37,8) con m = 01): 


F(6%4)+[75-8.]1=0, 


i (0)+[Tn-B:]f=0, Bi+6=1. 

E ovvio che l'energia della particella diffusa è positiva; abbiamo 

posto E = X°/2. I segni nelle equazioni (135,2) corrispondono al 

caso di un campo repulsivo; per la sezione di diffusione in un 

campo attrattivo si ottiene precisamente lo stesso risultato finale. 
Dobbiamo trovare una soluzione dell'equazione di Schròdinger 

tale che per z negativi ed r grandi abbia la forma di un'onda piana: 


(135,2) 


pre? per — 0 <Z<0, r+ 00, 


ciò che corrisponde a una particella incidente nella direzione positiva 
dell’asse z. Vedremo in seguito che la condizione posta può essere 
soddisfatta da un integrale particolare (135,1) (e non dalla somma 
di integrali con diversi valori di B,, f.). 

Questa RESO si scrive in coordinate paraboliche come segue 


(E-n) 


po Ad per n+c0 e per tutte le È. 
Essa può essere soddisfatta soltanto se 
fa (E) = e986/2, (135,3) 
P f, (n) soddisfa la condizione 
fa (n) — e-i80/2 per n+ c0. (135,4) 


Sostituendo la (135,3) nella prima equazione (135,2), si vede che que- 
sta funzione soddisfa effettivamente l'equazione se B, = ik/2. La 
seconda equazione (135,2) con f, = 1 — f, assume allora la forma 


d dfo ka ik _ 
(E) +(71-1+3)=0. 
Cerchiamo la sua soluzione nella forma 
fa (M)=e-*N2w (N), (139,9) 
dove la funzione w (n) tende a un limite costante per n + co. Otte- 
niamo per w (n) l'equazione 
mu + (1—ikn)u'—w=0, (135,6) 
che, introducendo la nuova variabile n; = ikn, si riduce all’equazio- 
ne della funzione ipergeometrica confluente con parametri a = 


1) Usiamo in questo paragrafo unità coulombiane (vedi pag. 150). 
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= —i/k, y = 1. Fra le soluzioni dell’equazione (135,6) dobbiamo 
prendere quella che, moltiplicata per f, (È), contenga solo un'onda 
sferica divergente (cioè diffusa), ma non una onda convergente. Tale 
soluzione è la funzione 


w = costante - ( —}, 1, in) : 


Riunendo cosi le espressioni ottenute, troviamo la soluzione esatta 
seguente dell'equazione di Schròdinger, che descrive la diffusione: 


p=e &r(144) peli I, in). (135,7) 


Abbiamo scelto la costante di normalizzazione di w in modo tale 
che l’onda piana incidente abbia ampiezza 1 (vedi più avanti). 

Per separare in questa funzione l’onda incidente e l'onda diffusa, 
occorre considerarne la sua forma a grandi distanze dal centro. Usan- 
do i primi due termini dello sviluppo asintotico della funzione iper- 
geometrica confluente (d, 14), otteniamo per n grandi 


F(-4,1, TO) (+) 
k 


ì n/2h l 
k em -7 in kn 


—————_ e 
i ik 
P(1-7) 
Sostituendo questa espressione nella (135,7) e passando a coordinate 


sferiche (È — n = 22, n=r —z=r(1— cos 0)), otteniamo fi- 
nalmente l’espressione asintotica seguente della funzione d'onda: 


1 l ; 
w=|1+rcoge ] esp { R2+7 ln [lr (1 cos0)) } + 
+12 exp fikr—71n (24r)}, (135,8) 
dove 


i 
A 5 (147) 
I sa er SaR 
2k® sen 3 }| (1-7) 
Il primo termine nella (135,8) rappresenta l'onda incidente. Come 
si vede, poiché il campo coulombiano decresce lentamente, l’onda 


24 e) 
exp (—-7-In sen} . (135,9) 
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piana incidente subisce una distorsione persino a grandi distanze 
dal centro, come mostra la presenza del termine logaritmico nella 
fase, nonché del termine dell’ordine di 1/r nell’ampiezza dell’onda!). 
Il termine logaritmico distorcente della fase si trova anche nell’onda 
sferica diffusa rappresentata dal secondo termine nella (135,8). Ma 
queste differenze dalla forma asintotica usuale della funzione d’onda 
(123,3) sono inessenziali perché danno alla densità di corrente corre- 
zioni che tendono a zero per r + co. 

Si ottiene cosi per la sezione di diffusione do = |f(6) |? do 
la formula 

do 


do=——, 
4k4 sen4 > 


o, nelle unità ordinarie, 


(04 2 do 
do= (377) DPI (135,10) 


(v = kh/im è la velocità della particella). Questa formula coincide 
con la formula di Rutherford nota dalla meccanica classica. In tal 
modo, la meccanica classica e la meccanica quantistica danno lo stes- 
so risultato per la diffusione in un campo coulombiano (N. Afott, 
W. Gordon, 1928). È naturale che anche la formula di Born (126,12) 
porta alla stessa espressione (139,10). 

Diamo, per eventuali usi, l’espressione dell’ampiezza di diffusio- 
ne (135,9) scritta come somma di funzioni sferiche. Essa si ottiene 
sostituendo nella (124,5) le fasi dalla (36,28)2): 


rp ti 
ggoulomb) nE Li asa 7A (135,11) 


exp (2i ni (pit) 


Si ottiene cosi 
i 
di (141 +7) 


r (1g) 


1) La natura di questa distorsione risulta con chiarezza già dal quadro 
classico. Considerando una famiglia di traiettorie classiche coulombiane iper- 
boliche con la stessa direzione di incidenza (parallela all'asse z), si vede che 
l'equazione di una superficie normale a queste traiettorie, a grandi distanze 
dal centro diffusore (z + — co), tende, come è facile mostrare, a 2 + 
+ k- In k (r — z) = costante, anziché a z = costante. Questa superficie coin- 
TRE AO con la superficie della fase costante dell'onda incidente nella 
(135,8). 

2) La grandezza dolo in questa formula si differenzia dalla fase coulom- 


biana vera (divergente) di una grandezza uguale per tutti gli !. 


i (0= 3 Y (241) P.(cos0). (135,12) 
I 
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I segni nell’ampiezza (135,9) corrispondono a un campo repulsiva 
coulombiano. Per un campo attrattivo, l’espressione (135,9) deve 
essere sostituita dalla sua complessa coniugata. Nell’ultimo caso, 
f (0) diventa infinita nei poli della funzione I (1 — i/k), cioè nei punti 
in cui la variabile indipendente della funzione I' è un numero intero 
negativo o zero (allora, Im X% > 0, e la funzione rw diminuisce al- 
l'infinito). I valori dell'energia corrispondenti sono 


—— L=: — ———& (i PR FRA 


e coincidono con i livelli energetici discreti nel campo attrattivo 
coulombiano (vedi $ 128). 


$ 136. Sistema di funzioni d'onda dello spettro continuo 


Studiando il moto in un campo a simmetria centrale, abbiamo» 
considerato nel cap. V gli stati stazionari in cui la particella ha in- 
sieme con valori determinati dell’energia, anche valori determinati 
del momento angolare orbitale / e della sua proiezione m. Le funzioni 
d'onda di questi stati dello spettro discreto (‘Pnim) e dello spettro 
continuo (,:m, energia A°%*/2m) formano un sistema completo se- 
condo cui si può sviluppare la funzione d’onda di uno stato arbitra- 
rio. Tale sistema non è però adeguato all'impostazione dei problemi 
nella teoria della diffusione. È comodo qui un altro sistema in cui 
le funzioni d'onda dello spettro continuo sono caratterizzate da un 
determinato andamento asintotico: all'infinito c'è un'onda piana 
exp (ikr), e con essa un'onda sferica divergente; in questi stati la 
particella ha un’energia determinata, ma non un determinato momen- 
to angolare né una proiezione determinata di quest’ultimo. 

Conformemente alle (123,6) e (123,7), tali funzioni d’onda (che 
indichiamo qui con wy”) sono date dalla formula 


1 c , i 
vi=# Di i (2+1) Ru (MP (EE). (136,1) 
1=0 


L'argomento dei polinomi di Legendre e scritto qui nella forma cos 6 = 
= kr/kr, per cui questa espressione non è più legata a una scelta de- 
terminata degli assi coordinati (come nella (123,6) dove l’asse z 
coincide con la direzione dell’onda piana progressiva). Assegnando al 
vettore k valori diversi, otteniamo un insieme di funzioni d’onda che, 
come verrà ora dimostrato, sono ortogonali e normalizzate con la 
regola solita per lo spettro continuo 


| UP*YH) dV = (2r)? 6 (L'—k). (136,2) 
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Osserviamo, al fine della dimostrazione), che il prodotto yi? *pg” 
si esprime mediante la duplice somma su / e su /’ dei termini con- 
tenenti i prodotti 


L'integrazione secondo le direzioni di r va eseguita mediante la 
formula 


Î P. ( TE) Pr ( FE) dop TP: ( i) (136,3) 


(cfr. con la formula (c, 12) dell’ Appendice matematica), dopo di che 
resta 


00 


Î bn av = SI (22+1) exp x 
1=0 


X (18, (k) — i6, (#)] P; (cos y) | RyByyr2 dr, 
0 


dove v è l'angolo fra k e k°. Ma le funzioni radiali R,, sono ortogona- 
li e normalizzate con la condizione 


Î Ran Ryir2 dr = 2n6 (ke — k). 
0 


Quindi nei coefficienti che precedono gli integrali possiamo porre 
d: = k'; usando inoltre la formula (124,3), abbiamo 


(v.°} 


{ pi * pe? dV = Di 8 (k'—k) DI (2141) P.(cosy)= 


1=0 
8712 r 
= S(kl—-k)6(1-cosy). 


L'espressione nel secondo membro è uguale a zero per tutti i k 4 k’, 
e dopo la moltiplicazione per 2nk%? sen ydy dk/(22)? e l’integra- 
zione in tutto lo spazio k dà 1, ciò che dimostra la formula (136,2). 

Accanto al sistema di funzioni pg*, si può anche introdurre un 
sistema corrispondente agli stati in cui all’infinito si ha l'onda piana 


1) Solo l’ortogonalità delle funzioni wi richiede, di fatto, una dimostra- 
zione speciale. Quanto alla loro normalizzazione, essa potrebbe essere stabilita 
«direttamente a ie dalla forma asintotica delle funzioni (cfr. $ 21). Sotto 
questo aspetto, l'osservanza della (136,2) è evidente già dal fatto che per r + co 


l'unico termine non decrescente in queste funzioni è pi = eil, 
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e con essa un'onda sferica convergente. Queste funzioni, che indi- 
chiamo con pi”, si ottengono dalle funzioni yw{* secondo la formula 


pio = er. (136,4) 
Infatti, la coniugazione complessa trasforma un’onda divergente 
(e'*"/r) in convergente (e-**/r), e l'onda piana assume la forma 
e-*kr. Per conservare la vecchia definizione di k (onda piana e'k"), 
bisogna inoltre sostituire k con —k, come è stato fatto nella (136,4). 
Osservando che P,(—cos 0) = (—1)' P; (cos 6), dalla (136,1) ot- 
teniamo 


ve=4 DI (2141) era PE). (436,5) 


1=0 


Il caso del campo coulombiano è estremamente importante. Le 
funzioni wi” (e wr) si possono scrivere qui in forma chiusa diretta- 
mente secondo la formula (135,7). Esprimiamo le coordinate parabo- 
liche come segue 


5 (-m=kz=kr, kn=k(rT—-2)=kr— kr. 
Otteniamo cosîf per il campo coulombiano repulsivo!) 
pi = e-M2AF (147) eikeF(—,4,i(kr—kr)), (136,6) 
di = e-/241 (1 —1) gikrF (+. 1, —i(kr+kr)). (136,7) 


Le funzioni d’onda per il campo coulombiano attrattivo si otten- 
gono da cui cambiando contemporaneamente i segni di % e di r: 


pi = VP (1-2) ekeF(1, A,i(kr—kr)), (136,8) 
= 2A (147) eeF (—1,4, —i(kr+kr). (136,9) 


L’azione del campo coulombiano sul moto della particella in 
prossimità dell'origine delle coordinate può essere caratterizzata 
dal rapporto fra il quadrato del modulo di pi” o di pi nel punto 
r=Q0eil quadrato del modulo della funzione d'onda yy = e'4" del 
moto libero. La formula 


ICONE SIONioRA 


1) In unità coulombiane. 
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permette di trovare facilmente per un campo repulsivo 


Iv OP 120 2r 
Ivy = 1wyl = k(e2f_1) (136,10) 


© per un campo attrattivo 


IU (001 NO) 2n 
SIOTRSINTEMETESE:I sit 


Le funzioni wi* e y(? hanno una parte importante nei problemi 
legati alle applicazioni della teoria delle perturbazioni nello spettro 


continuo. Supponiamo che in seguito a una perturbazione V la parti- 
cella compia una transizione fra stati dello spettro continuo. La 
probabilità di transizione è data dall’elemento di matrice 


| vr, dv. (136,12) 


Sorge il problema: quali soluzioni dell’equazione d'onda devono 
precisamente essere prese come funzione d'onda iniziale (y;) e funzio- 
ne d'onda finale (y;) per ottenere l'ampiezza di transizione della 
particella da uno stato con quantità di moto Ak in un altro stato con 
quantità di moto Ak' all’infinito!). Mostriamo che a tale scopo occor- 
‘re prendere 


piedi = e (136,13) 


(A. Sommerfeld, 1931). 
Questo fatto diventa evidente se consideriamo come potrebbe 
essere risolto il problema posto con il metodo della teoria delle per- 


turbazioni, applicato non soltanto alla perturbazione V, ma anche al 
campo U (r) in cui la particella si muove. Nell’approssimazione 
d’ordine zero (rispetto ad UV), l'elemento di matrice (136,12) ha la 
forma 


Va = | e-ik'ePgike dV. 


Nelle approssimazioni successive (rispetto ad V), questo integrale va 
sostituito da una serie nella quale ciascun termine è espresso da un 


1) Esempio di tale processo: un elettrone, nell’urto con un nucleo pesante 
immobile, emette un fotone, cambiando allora la sua energia e la direzione del 
suo moto; la perturbazione V è l’interazione dell’elettrone con il campo di ir- 
raggiamento, eil campo coulombiano del nucleo è il campo U per il quale sono defi- 
nite le funzioni pe”? e pi” (vedi vol. IV, $$ 90, 93). Un altro esempio è dato dal- 
l’urto di un elettrone con un atomo, accompagnato dalla ionizzazione di quest’ul- 
timo (vedi problema 4, $ 148). 
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integrale della forma 


Van. U se 
Î x k Pea 3 knk TI d3k, RE dk, 
(Ex Ex, ti0) ... (Ex Exnt i0) 


(cfr. $$ 43, 130); nei numeratori si trovano (disposti in successioni 
diverse) gli elementi di matrice rispetto alle onde piane impertur- 
bate, e nelle integrazioni tutti i poli vanno aggirati secondo una 
stessa regola. D'altra parte, questa serie può essere ottenuta come 
elemento di matrice (136,12) con funzioni d'onda w; e wy, rappresen- 
tate sotto forma di serie della teoria delle perturbazioni rispetto al 
campo U. Il fatto che il risultato è dato dalla somma di integrali 
in cui tutti i poli vanno aggirati secondo una stessa regola significa 
quindi che secondo questa stessa regola vanno aggirati i poli nei 
termini delle serie che rappresentano wp; e pf. Ma risolvendo l’'equa- 
zione d’onda secondo la teoria delle perturbazioni, usando sempre 
questa regola di aggiramento, si ottiene una soluzione contenente 
nella sua parte asintotica un'onda divergente (insieme con l’onda 
piana). In altre parole, le funzioni d'onda che nell’approssimazione 
d’ordine zero (rispetto ad V) avevano la forma 


; — eikr, + = e- ik'r, 


devono essere sostituite con le soluzioni esatte dell'equazione d’onda, 
rispettivamente, con wi e we = (pi7)*; questo dimostra la 
(136,13). 

La scelta di wi: come funzione d’onda finale riguarda anche i 
casi di transizione da uno stato dello spettro discreto in uno stato 
dello spettro continuo (è ovvio che la questione del modo di scegliere 
w; in questo caso non si pone). 


$ 137. Urti di particelle identiche 


Il caso dell’urto di due particelle identiche richiede un esame 
particolare. L’identità delle particelle comporta, nella meccanica 
quantistica, una peculiare interazione di scambio fra queste parti- 
celle. Questa interazione incide in modo determinante anche sulla 
diffusione (IV. Mott, 1930)}). 

La funzione d’onda orbitale di un sistema di due particelle deve 
essere simmetrica o antisimmetrica rispetto alle particelle a seconda 
che il loro spin totale è pari o dispari (vedi $ 62). Quindi la funzione 
d’onda, che descrive la diffusione e che si ottiene risolvendo l’equazio- 
ne di Schròdinger ordinaria, deve essere simmetrizzata o antisim- 
metrizzata rispetto alle particelle. Lo scambio delle particelle è 


° 


1) L'interazione diretta spin-orbita è qui, come) precedentemente, tra- 
scurata. 
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equivalente all’inversione della direzione del raggio vettore che le 
congiunge. Nel sistema di coordinate dove il centro d'inerzia è in 
quiete questo significa che r resta invariato e che l’angolo @ 
va sostituito con x — 0 (z = r cos 8 diventa allora —2). Quindi, 
in luogo dell’espressione asintotica (123,3) per la funzione d’onda 
dobbiamo scrivere 


pete + eri LL ei (5 (0) + f(n—0)]. (137,4) 


Poiché le particelle sono identiche, è ovvio che non si può dire quale 
di esse è la particella proiettile e quale la particella bersaglio, Nel 
sistema del centro d’inerzia si hanno due onde incidenti identiche 
che si propagano l’una incontro all'altra: e'*? e e-'*?. L'onda sferica 
divergente nella (137,1) tiene conto della diffusione delle due parti- 
celle, e la corrente calcolata mediante quest'onda dà la probabilità 
che una delle particelle sia diffusa nell'elemento dato di angolo solido 
do. La sezione di diffusione è il rapporto fra questa corrente e 
la densità di corrente in ciascuna delle onde piane incidenti, cioè è 
determinata, come precedentemente, dal quadrato del modulo del 
coefficiente di e** /» nella funzione d’onda (137,1). 

Cosi, se lo spin totale delle particelle collidenti è pari la sezione 
di diffusione ha la forma 


dos=|{(0) +f(m—0)]? do, (137,2) 


e se è dispari 
dog=|f(0)—f(mn—0)|?do. (137,3) 


L'interazione di scambio è caratterizzata dalla comparsa del termine 
di interferenza f (0) f* (a — 0) + f* (0) f (n — 0). Se le particelle 
fossero differenti, come nella meccanica classica, la probabilità di 
diffusione di una di esse nell'elemento dato di angolo solido do sarebbe 
semplicemente uguale alla somma delle probabilità di una delle par- 
ticelle di venir diffusa nell'angolo 0 e l’altra nell'angolo x — 6; 
in altre parole, la sezione sarebbe uguale a 


{17 (0) |?+-]f (— 0) |P} do. 


Nel caso limite di velocità piccole, l'ampiezza di diffusione (se 
la legge di interazione delle particelle decresce abbastanza rapida- 
mente con la distanza) tende a un limite costante indipendente dagli 
angoli ($ 132). In questo caso, come si vede dalla (137,3) do, si annul- 
la, cioè vengono diffuse l’una da parte dell’altra soltanto le particelle 
con spin totale pari. 

Nelle formule (137,2), (137,3) si suppone che lo spin totale delle 
particelle collidenti abbia un valore determinato. Se invece le par- 
ticelle non si trovano in stati con spin determinati, per trovare la 
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sezione, occorre prendere la media su tutti gli stati di spin possi- 
bili considerandoli equiprobabili. 

È stato mostrato nel $ 62, che, del numero totale (2s + 1)? di 
diversi stati di spin di un sistema di due particelle con spin s, 
s (2s 4 1) stati corrispondono a spin totale pari e (s -+ 1) (25 + 1) 
a spin dispari (se s è semintero), o viceversa (se s è intero). Supponiamo 
dapprima che lo spin s delle particelle sia semintero. Allora la 
probabilità. che il sistema di due particelle collidenti abbia S 
pari è tO = STI: e la probabilità che abbia $S dispari 


è Prato Ne segue che la sezione di diffusione è 


28+1 
Sostituendo qui la (137,2) e la (137,3), otteniamo 
do={|{(0)P+]f(m-0)P— 
— ay IH(0) f(a-0)*+/(0)* f (n—0)1} do. (137,5) 


do=3-7 do, +t! do,. (137,4) 


In modo analogo per s intero si ottiene 
do= {|{(0)P+|f(n—9)}?+ 
+ (0) f(e-9)*+7(0)" f(a—0)1} do. (137,6) 


Come esempio scriviamo le formule per l’urto di due elettroni 
interagenti secondo la legge di Coulomb (U = e?/r). La sostituzione 
dell'espressione (135,9) nella formula (137,5) con s = 4/2 (in unità 
solite) dopo un calcolo semplice dà 


do=(7#) | ul o —y— 00 (In tg23 ) ] do 


mov? 0 
sent — cost — sen? — cos? — 
2 2 2 2 


(137,7) 


(in luogo della massa ridotta m = m/2, abbiamo introdotto la massa 
mo dell'elettrone). Questa formula si semplifica sensibilmente se la 
velocità è cosi grande che e? « vf (osserviamo che questa è precisa- 
mente la condizione per l'applicabilità della teoria delle perturba- 
zioni al campo coulombiano). Allora il coseno nel terzo termine si 
può sostituire con 1, e si ottiene 


Ze? \24T—3 sen? 8 
do = (#7) —_ ar do, (137,8) 
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Il caso limite opposto, e © và, corrisponde al passaggio alla mec- 
canica classica (vedi fine del $ 127). Nella formula (137,7) questo 
passaggio. avviene in modo del tutto particolare. Per e? > và, il 
coseno nel terzo termine fra parentesi quadre è una funzione rapida- 
mente oscillante. Per ogni 0 dato la formula (137,7) dà per la sezione 
di diffusione un valore che, in generale, si distingue notevolmente 
da quello di Rutherford. Ma già mediando rispetto ai valori di 0 
su di un piccolo intervallo di valori di 0 il termine oscillante nella 
(137,7) si annulla, e ritroviamo la formula classica. 

Tutte le formule scritte si riferiscono ad un sistema di coordinate 
in cui il centro di inerzia è in quiete. Il passaggio a un sistema in cui 
una delle particelle prima dell’urto è in quiete viene realizzato, 
secondo la (123,2), con una semplice sostituzione di 0 con 28. Cosi, 
dalla (137,7) per l’urto degli elettroni si ottiene 


2e2 \2 1 1 1 e? 
do=(Fa) [Ft se rr 008 (7 10te°8) |cos®do, 
(137,9) 


.dove do è l'elemento di angolo solido nel nuovo sistema di coordinate 
(sostituendo @ con 29, occorre sostituire l'elemento di angolo solido 
do con 4c0s 8 do, poiché sen 0 d0 dg = 4cos 08 sen 8 db dq). 


PROBLEMA 


Determinare la sezione di diffusione di due particelle identiche con 


spin 1/2 con valori medi sj) e So. 
Soluzione. La dipendenza della sezione dalle polarizzazioni delle particelle 


.deve essere data da un termine proporzionale allo scalare s,sg. Cerchiamo dc 


nella forma a + 6s,sg. Per particelle non polarizzate (8, = sy = 0) il secondo 
termine manca, e si ha quindi, secondo la (137,4), do= a = (dos + 3d0,)/4. 


.Se invece le particelle sono completamente polarizzate in una direzione (s;s9 = 
— 41/4), il sistema si trova chiaramente in uno stato con S = 4; in questo caso 
.si ha quindi do = a + b/4 = do,. Determinando a e b dalle due uguaglianze 
ottenute, troviamo 


do = LI (dos + 3d0,) + (do, — do) SS. 


$ 138. Diffusione risonante di particelle cariche 


Nella diffusione di particelle nucleari cariche (per esempio, nella 
«diffusione protone-protone), oltre alle forze nucleari a corto raggio 
si ha un'interazione coulombiana che è di tipo lentamente decre- 
scente. La teoria della diffusione risonante si elabora in questo 
caso con lo stesso metodo esposto nel $ 133. La differenza consiste 
soltanto nel fatto che, come funzioni d’onda nella regione esterna al 
raggio d’azione delle forze nucleari (r ‘> @), occorre prendere non la 
.soluzione dell’equazione del moto libero (133,2), ma la soluzione 
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generale esatta dell'equazione di Schròdinger nel campo coulombiano. 
Si suppone allora, come precedentemente, che la velocità delle par- 
ticelle sia ancora tanto piccola che Za « 1; quanto alla relazione fra 
1/k e l’unità coulombiana di lunghezza a, = A°/mZ,Z,e? (m è la massa 
ridotta delle particelle collidenti), essa può essere arbitraria!). 

Per il moto con = 0, in un campo coulombiano repulsivo l’equa- 
zione di Schròdinger per la funzione radiale x = rg è 


x'+(#-É)x=0 (138,1) 


(usiamo qui unità coulombiane). Nel $ 36 è stata trovata la soluzione 
di questa equazione che soddisfa la condizione di limitatezza di y/r 
per r = 0. Questa soluzione, che indichiamo qui con 7, ha la forma 
(vedi le (36,27), (36,28)) 


F,= AekrF (7+ 1,2, —2ikr), 
PRI LE (138,2) 


p23R _q 
’ . e ° ° ° ‘Sie e x 
L'espressione asintotica di questa funzione a grandi distanze è 


Fo = sen (kr ss: 7 In 2 kr 4 sorlomb ) | 


6ouomb _ arg Tr (1 +3) ! (138,3) 
e i primi termini dello sviluppo per r piccoli (kr « 1, r « 1) sono 
Fo= Akr(1+r+...). (138,4) 


Ma ora, essendo cambiata la condizione al contorno, il comporta- 
mento della funzione nell’origine perde d’importanza, e ci serve la 
soluzione generale dell’equazione (138,1) che è una combinazione 
lineare di due integrali particolari indipendenti. 

I parametri della funzione ipergeometrica confluente nella 
(138,2) sono tali (il valore intero del parametro è y = 2) che abbiamo 
precisamente a che fare con il caso riportato alla fine del $ d dell’ Ap- 
pendice matematica. In accordo con le indicazioni che vi sono date, 
otteniamo il secondo integrale dell’equazione (138,1) sostituendo la 
funzione F nella (138,2) con una qualunque altra combinazione 
lineare di due termini la cui somma dà, secondo la (d, 14), la 
funzione ipergeometrica confluente. Prendendo per tale combinazione 
la differenza di questi termini, otteniamo una seconda soluzione indi- 


1) La teoria che esponiamo qui è stata sviluppata da ZL. D. Landau è 
J. A. Smorodinskij (1944). 
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pendente dell’equazione (138,1) (che indichiamo con G;) nella forma!) 
ihr = RA i i : 
Ae Mia (—2ikr) +7 G(1-7, as —2ikr) 
P(1+7) I 
(138,5) 


(la funzione 7, è la parte reale della stessa espressione). La sua forma 
asintotica a grandi distanze è 


Go = c0s (kr — 1 In 2kr + sprutomb) , (138,6) 


Go=2Im 


e i primi termini dello sviluppo per r piccoli sono 
Go=-{1+2r [In 2r+2C-1+h(k)]+...}, (138,7) 
dove C = 0,577 ... è la costante di Eulero, e % (k) la funzione 
h(k)=Rep(—+)+1In% (138,8) 


(p (2) = T' (2)/T (2) è la derivata logaritmica della funzione T)?). 
Scriviamo l'integrale generale dell'equazione (138,1) sotto forma 
della somma 


yx= costante-(Foctg do + Go), (138,9) 


dove ctg è, è una costante. Questa costante è indicata in modo tale 
che la forma asintotica di questa soluzione sia 


x <o sen (kr — In 2kr + 6eutomb 8) - (138,10) 


Così, 6, è lo sfasamento addizionale della funzione d'onda dovuto 
alle forze a corto raggio. Dobbiamo collegarlo con la costante che 
figura nella condizione al contorno (Y'/%)r_.o = costante esaminando 
la funzione d'onda nella regione d'azione delle forze nucleari. 
A causa, però, della divergenza (come In r) della derivata loga- 
ritmica Y'/x per r +0, questa condizione deve essere riferita ora 
non a zero, ma ad un valore arbitrariamente piccolo ma finito 
r = p. Calcolando la derivata Y' (p)/x (p) (mediante le formule 


1) Le funzioni Fo e Go (così come le funzioni F; e G; definite analogamente 
per 1 # 0) si chiamano, rispettivamente, funzione coulombiana regolare e fun- 


zione coulombiana irregolare. 
®) Lo sviluppo (138,7) si deduce dalla (138,5) mediante lo sviluppo (4,17). 


Abbiamo usato la nota relazione 
1 
v(A+=A++ 
(che si i facilmente da T (z + 1) = zI(2)) ei valori p(14)= —C, y(2)= 
+ 


. 
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(138,4) e (138,7)) e uguagliandola a una costante, otteniamo la con- 
dizione al contorno nella forma 


kA?ctg 6+2[ln2p+2C+4(k)]= costante. 


L'espressione nel primo membro dell’uguaglianza contiene le costan- 
ti 2ln 20 + 4C non dipendenti da %; incorporiamole nella costante 
che indichiamo con — x. Come 

risultato, otteniamo l'espressione jg) 
definitiva di ctg ò, che scriviamo ,y 
qui nelle unità ordinarie: 


I OTTTZO 
sette TTT 
RNNRZan 


x |h (ka) +5 | (138,11) 


Q7 
{nel limite 1/a. +0, cioè passando 
a particelle non cariche, la formu- 406 
la (138,11) si trasforma in ctg 60 = 
= —*/k, che coincide con la 05 
(133,6). 

La fig. 49 rappresenta il gra- 04 
fico della funzione % (2)!). 

In tal modo, in presenza di in- 03 
terazione coulombiana, la grandezza 


02 
2n ctg è 2 : 
Tanga (ka.) = —% 
Cc 0f 
(138,12) 
risulta « costante ». Abbiamo po- 25 2 3 4 5 
sto la parola « costante » fra virgo- ui 
lette, perché x rappresenta in real- Fig. 49 


tà il primo termine dello sviluppo 
in potenze del piccolo parametro %a di una certa funzione dipendente 
dalle proprietà delle forze a corto raggio. Come è stato detto nel $ 133, 


1) Per calcolare la funzione & (k) si può usare la formula 


et 
h(k)=k? DI TS 0+h 
n=1i 


che si ottiene facilmente con l’aiuto della formula 


4 ni 4 
n= 


670 CAPITOLO XVII 


a una risonanza a piccole energie corrisponde il caso della costante x 
anomalmente piccola. Ne segue che, per aumentare la precisione, 
occorre tener conto anche del termine successivo (-—%?) dello svilup- 
po, contenente un coefficiente dell’ordine di grandezza « normale », 
cioè occorre sostituire nella (138,12) —x con!) 


1 
— Ko + DI rok?. 

s La presenza di una risonanza può essere dovuta, come è stato 
rilevato nel $ 133, all’esistenza sia di uno stato discreto reale legato 
sia di uno stato discreto virtuale del sistema. Si può mostrare?) che i} 
criterio di realtà o di virtualità del livello è, come prima, il segno 


della costante x. 
Gli sfasamenti totali delle funzioni d’onda, conformemente alla 


ion uguali alle somme $&coulomb + $,. Quindi la sezione 
i diffusione è 


f (0) = S' (21 +1) [exp (261/022 _12;6,))—1] P; (cos 0). (138,13) 


1=0 
Scriviamo la differenza fra parentesi quadre nella forma 


exp (2i870"!°mb I 2i8,) — 1 = [exp (21810099) __1] + 
+ [exp (2i61°!OMb) (22582 4)]. (438,14) 


Le fasi coulombiane ég0ulomb danno un contributo dello stesso 
ordine di grandezza all’ampiezza di diffusione per tutti gli /. Le fasi 
$,, legate alle forze a corto raggio, sono piccole per / =£ 0 (a piccole 
energie.). Quindi, conserviamo nella prima somma della (138,13) 
tutti i termini; tale somma dà l’ampiezza di diffusione coulom- 


(vedi Whittaker and Watson, Course of Modern Analysis, Cambridge 1944, 
$ 412.16). Le espressioni limite della funzione % (X) sono: 


k2 
o PIKKSL 


n(k)=—C+ Ink +5É per k 1 


h{(k) = 


(l’ultima formula dà valori esatti di % (X), a meno di < 4% già per % > 2,9). 
1) Diamo i valori delle costanti a = 1/xy ed ro per la diffusione protone- 
protone: a = —7,8-10-!9, ro = 2,8-10-13 cm (l'unità coulombiana di lunghezza 
è 2h2/m-e? = 57,6-10-13 cm). Questi valori si riferiscono ad una coppia di pro- 
toni con spin antiparalleli (se gli spin sono paralleli, un sistema di due protoni, 
in forza del principio di Pauli, non può trovarsi nello stato s). 
2) Vedi L. D. Landau, J. A. Smorodinskij, JETF 14, 269 (1944). 
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biana (135,9) 


fcoutomb (0) = SE E exp ( —_ i ln sen > + 2iBoriomb) ; 
2ak3 sen? 7 a 


(138,15) 


Quanto alla seconda somma nella (138,14), la conserviamo soltanto 
nel termine con ! = 0. Cosi, l'ampiezza di diffusione totale ha la 


forma 
f (8) = fcoutomb (0) +3 (e2ido — 1) exp (2160 0'0mb). (138,16) 


Il secondo termine di questa espressione può essere chiamato am- 
piezza di diffusione nucleare. È da sottolineare, però, che tale sud- 
divisione è convenzionale: data la definizione di 6, secondo la 
(138,11), la presenza dell’interazione coulombiana incide sensibil- 
mente anche sul secondo termine, che è totalmente differente da 
quello che si sarebbe presentato per le stesse forze a corto raggio nel 
caso di particelle non cariche. In particolare, per ka, +0, la fase 60, 
e con essa tutto il secondo termine nella (138,16) tendono esponen- 
zialmente (come exp (—2x/ka.)) a zero, cioè la diffusione nucleare 
è completamente nascosta dalla repulsione coulombiana. 

Nella sezione di diffusione le due parti dell’ampiezza interferiscono 
fra di loro: 


do Z4Z e% \2 
rali @P= (he) 
i 4kac 2 0 5 5 
X G — TG sen do cos (17- In sen +90) +4 (Kc) sen 8, |- 
sen DI sen? > î 


(138,17) 


Si suppone qui che le particelle collidenti sono differenti; se le par- 
ticelle sono identiche l'ampiezza di diffusione deve essere simme- 
trizzata prima di farne il quadrato (cfr. $ 137). 


$ 139. Urti elastici di elettroni veloci con atomi 


Gli urti elastici di elettroni veloci con atomi possono essere stu- 
diati con l'aiuto dell’approssimazione di Born se la velocità del- 
l’elettrone incidente è grande rispetto alle velocità degli elettroni 
atomici. 

Data la grande differenza fra le masse dell'elettrone e dell'atomo, 
quest'ultimo può essere considerato come immobile nell’urto, e il 
sistema di coordinate in cui il centro di inerzia è fisso, coincide con il 
sistema in cui è fisso l’atomo. Allora p e p’ nella formula (126,7) sono 
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le quantità di moto dell'elettrone prima e dopo l’urto, m è la massa 
dell’elettrone, e l’angolo 8 coincide con l'angolo ® di deflessione 
dell’elettrone. Per l’energia potenziale U (r) nella formula (125,7) 
si richiede invece una definizione appropriata. 

Abbiamo calcolato nel $ 126 l’elemento di matrice Up del- 
l'energia di interazione rispetto alle funzioni d’onda di una parti- 
cella libera prima e dopo l’urto. Nell’urto con un atomo, occorre 
prendere in considerazione anche le funzioni d’onda descriventi lo 
stato interno dell’atomo. In una diffusione elastica lo stato dell’atomo 
non cambia. Quindi UVp-p deve essere determinato come l’elemento 
di matrice rispetto alle funzioni d’onda wp e pp dell’elettrone, diago- 
nale rispetto alla funzione d’onda dell’atomo. In altre parole, U 
nella formula (126,7) va intesa come l’energia potenziale di intera- 
zione dell’elettrone con l'atomo, mediata rispetto alla funzione d’on- 
da di quest’ultimo. Essa è uguale a eg (r), dove @ (r) è il potenziale 
del campo creato nel punto r dalla distribuzione media delle cariche 


nell’atomo. 
Indicando con g (r) la densità della distribuzione media delle 


cariche nell’atomo, abbiamo per il potenziale g l’equazione di 
Poisson 
Ag= — 410 (7). 


L'elemento di matrice cercato Up e, in sostanza, la componente di 
Fourier di U (cioè di g) corrispondente al vettore d'onda q = k’ — k. 
Applicando l’equazione di Poisson a ciascuna delle componenti di 
Fourier separatamente, abbiamo 


A (Pye td") = — gpgetdr ile ai Astpge!®, 
da cui Q@q = 43py/9%, cioè 
| pe it dV => | pe '9t dV. (139,1) 


La densità di carica g (r) è costituita dalle cariche elettroniche e 
dalla carica del nucleo: 


= —en(r) + Zed (r), 


dove er (r) è la densità della carica elettronica nell’atomo. Molti- 
plicando per e-'9" e integrando, abbiamo 


| pe- idr dV = —e ) ne-*9" dV + Ze. 
Otteniamo così per l'integrale che ci interessa l’espressione 


| Ue-iat av = 2 ZF (9); (139,2) 


g 
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dove la grandezza F (9), data dalla formula 
F(q)= | ne-i8t dy (139,3) 


è detta fattore di forma atomico. Esso è una funzione dell'angolo di 
diffusione; nonché della velocità dell’elettrone incidente. 

Infine, sostituendo la (139,2) nella (126,7), otteniamo l’espres- 
sione definitiva seguente per la sezione di diffusione elastica di elet- 
troni veloci da parte di un atomo! 


A4Am8e4 2 i, 
do = Ti [Z—F(g)]}?do, q= 7- sen. (139,4) 


Consideriamo il caso limite di g piccoli, tali che gag 1, dove 
ao è l'ordine di grandezza delle dimensioni dell’atomo. A g piccoli 
corrispondono angoli di diffusione piccoli: 9 < vv, dove vo — fi/mas 
è l'ordine di grandezza delle velocità degli elettroni atomici. 

Sviluppiamo / (g) in serie di potenze di g. Il termine d’ordine 


zero è uguale a Î n dV, cioè al numero totale Z di elettroni nell’ato- 


mo. Il termine del primo ordine è proporzionale a {mm (r) dV, cioè 


al valore medio del momento di dipolo dell’atomo; questo valore si 
annulla identicamente ($ 75). Bisogna quindi proseguire lo sviluppo 
fino al termine del secondo ordine 


Z-—F(q = | nr? dV; 
sostituendo nella (139,4), otteniamo] 

do =| me, Î nr? av[ do. (139,5) 
In tal modo, ad angoli piccoli la sezione risulta indipendente dal- 
l'angolo di diffusione ed è determinata dal valore quadratico medio 
della distanza degli elettroni atomici dal nucleo. 

Nel caso limite opposto di g grandi (94, > 1, 8 > vor), il fattore 
e-ia" nell'espressione integranda della (139,3) è una funzione rapida- 
mente oscillante, e, di conseguenza, tutto l’integrale tende a zero. 
Si può quindi trascurare / (g) rispetto a Z; cosicché resta 


Ze? \2. do 
ci | Tr) AE, VR) 
sent — 


cioè la sezione di Rutherford della diffusione da parte del nucleo del- 
l'atomo. 


1) Trascuriamo gli effetti di scambio fra l’elettrone veloce diffuso e gli 
elettroni atomici, cioè non simmetrizziamo la funzione d’onda del sistema. È 
evidente che ciò è legittimo: l’interferenza fra la funzione d’onda rapidamente 
oscillante della particella libera e la funzione d’onda degli elettroni atomici 
nell’« integrale di scambio » fa si che il contributo all’ampiezza di diffusione, 
legato a questo integrale, risulta piccolo. 
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Calcoliamo anche la sezione d'urto di trasporto 
Otr = { (1— cos%) do, (139,7) 


Nella regione degli angoli & « w/v, abbiamo, secondo la (139,5), 
do = costante» sen 9 dd = costante 9 d9, 


dove la costante non dipende da @. In questa regione l’espressione 
integranda nell’integrale considerato è quindi proporzionale a 8? dg, 
cosicché l'integrale converge rapidamente nel limite inferiore d’in- 
tegrazione, Nella regione 1 > & > vw», abbiamo, però, 


do x costante (d8/93), 


l'espressione integranda è proporzionale a d0/8, cioè l'integrale 
(139,7) diverge logaritmicamente. 

Da qui si vede che è proprio questa regione degli angoli a dare il 
contributo principale all’integrale, e quindi si può limitare l'inte- 
grazione a questa regione. Il limite inferiore di integrazione va preso 
dell'ordine di vy/v; scriviamolo nella forma e?/yhv, dove è una costan- 
te adimensionale. Otteniamo finalmente la formula seguente: 


ce) Int. (139,8) 


mv? e? 


Gir= 40 | 


Il calcolo esatto della costante y richiede che sia esaminata la dif- 
fusione ad angoli 9 > vy/V e non può essere eseguito in forma genera- 
le; 0; dipende poco dal valore di questa costante, poiché essa è 
moltiplicata sotto il segno di logaritmo per la quantità grande Av/e?. 
Per il calcolo numerico del fattore di forma di atomi pesanti, si 
può usare la distribuzione di Thomas-Fermi della densità r (r). Ab- 
biamo visto che nel modello di Thomas-Fermi r (r) ha la forma 


n= 25(5) 


(in questa formula e nelle formule seguenti tutte le grandezze sono 
misurate in unità atomiche). È facile vedere che l’integrale (139,3), 
calcolato con questa funzione r (r), contiene g solo in una combina- 
zione determinata con Z: 


F (9)= Ze (bga27!°). (139,9) 


Nella tabella 11 sono dati i valori della funzione @ (x) universali per 
tutti gli atomi!). 


1) E da tener Le che per g piccoli questa formula è inapplicabile, in 
quanto l’integrale di 7°? non può essere calcolato con il metodo di Thomas-Fermi 
(vedi nota alla pag. 545). Occorre anche ricordare che il modello di Thomas- 
Fermi non riflette To proprietà individuali degli atomi che violano la variazio- 


ne sistematica delle stesse con il numero atomico. 
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Tabella 11 
Fattore di forma atomico secondo Thomas-Fermi 

x ® (x) x ® (x) x ® (x) 
0 1,000 1,08 0,422 2,17 0,224 
0,15 0,922 1,24 0,378 2,32. 0,205 
0,31 0,796 1,39 0,342 2,48 0,189 
0,46 0,684 1,55 0,309 2,64 0,175 
0,62 0,589 1,70 0,284 2,79 __ 0,167 
0,77 0,522 1,86 0,264 2,94 0,156 
0,93 0,469 2,02 0,240 


Con il fattore di forma atomico (139,9) la sezione (139,4) avrà la 
forma 


do = 7 [1 9 (baz ‘’*)}? do = 7°! (z7!%y sen +) do, (139,10) 
dove © (7) è una nuova funzione universale. Integrando si può ot- 


tenere la sezione totale. Il contributo principale all’integrale è 
dato dalla regione dei piccoli @. Si può quindi scrivere 


do a Z°D (Z-'/318/2) 208 d9, 
ed estendere l’integrazione in d& fino all'infinito: 


o=2nZ% fo (Z° dà s) i) dd = 74 {20 (7) dx. 
0 0 


Cosi, o ha la forma 
VALI i 
o=costante.——. (139,11) 


In modo analogo, si può facilmente vedere che la costante y 
nella formula (139,8) è proporzionale a Z-!/?. 


PROBLEMA 


Calcolare la sezione di diffusione elastica di elettroni veloci da parte 
dell'atomo d’idrogeno nello stato fondamentale. 

Soluzione. La funzione d'onda dello stato fondamentale dell’atomo d’idro- 
geno è p = e-7"/Vn (in unità atomiche), cosicché n = e-29/n. L'integrazione 
sini angoli nella (139,3) va eseguita come nella deduzione della formula (126,12) 
e dà 


47 N q \-2 
i n (r) sen gr-dr + 7 ) 


Sostituendo nella (139,4), otteniamo 
4(8+93)? , 


do = Far 
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dove q = 2v sen (v/2). Per calcolare la sezione totale, scriviamo 
do=25n sen 9 d0= 22 q dg 
e integriamo in dq da 0 a 2v; ma poiché v è supposta grande e l'integrale conver- 
ge, si può sostituire il limite superiore con l’infinito. Si ottiene 
___T% 
o= 303 È) 
La sezione di trasporto va calcolata come l'integrale 
i 
Otr= DIS Î q do. 
Sostituendo la variabile d'integrazione, secondo 4 + 9° = u, e sostituendo da 


pertutto, tranne nel termine con integrando du/u, il limite superiore con l'’infi- 
nito, otteniamo 


4n 1 
in accordo con la (139,8). 


$ 140. Diffusione con interazione spin-orbita 


Abbiamo considerato finora solo gli urti di particelle la cui inte- 
razione non dipende dai loro spin. In queste condizioni, o gli spin 
non influiscono per niente sul processo di diffusione, o esercitano 
un'influenza indiretta legata agli effetti di scambio ($ 137). 

Generalizziamo ora la teoria della diffusione sviluppata 
nel $ 123 al caso in cui l’interazione delle particelle dipende essenzial- 
mente dai loro spin, come avviene negli urti di particelle nucleari. 

Esaminiamo in dettaglio il caso più semplice in cui una delle 
particelle collidenti (per fissare le idee, supporremo che si tratti 
di una particella del fascio incidente) ha spin 1/2, e l’altra (particella 
bersaglio) spin 0. 

Per un dato momento totale (semintero) del sistema j, il momento 
orbitale può avere solo i due valori: Z = j + 1/2, ai quali corrispon- 
dono stati di parità diversa. Quindi, la conservazione di j e della 
parità comporta in questo caso anche la conservazione del valore 
assoluto del momento angolare orbitale. 

L'operatore } ($ 125) agisce ora non soltanto sulle variabili orbi- 
tali, ma anche sulle variabili di spin della funzione d’onda del siste- 
ma. Esso deve commutare con l’operatore della grandezza conservati- 
va 1°. La forma più generale di un tale operatore è 


f=a+bdÎîs, (140,1) 


dove a, è sono operatori orbitali dipendenti solo da 1?. 

La matrice S e la matrice dell'operatore f sono diagonali rispetto 
alle funzioni d’onda di stati con valori determinati delle grandezze 
conservative / e j (e della proiezione m del momento totale), e gli 
elementi diagonali sono espressi mediante le fasi è delle funzioni 
d'onda dalla formula (123,15). Per / e il momento totale j = l + 1/2 
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ej = Il — 1/2 dati, gli autovalori di ls sono uguali, rispettivamente, 
a 1/2 e a — (LI + 1)/2 (vedi la (118,5)). Quindi, per la determinazione 
degli elementi di matrice diagonali degli operatori a e dè (indichiamoli 
con a; e bi), abbiamo le relazioni 


l 1 i6t 141 1 107 
at5b0=%7 (el — 1), a db = (ei — 4), (140,2) 
dove le fasi 8} e 6; corrispondono agli stati con j =/+ 1/2efj= 
o ; 

Tuttavia, non sono tanto gli elementi diagonali dell'operatore f 
rispetto agli stati con / e j dati che ci interessano, bensi l'ampiezza 
di diffusione come funzione delle direzioni dell'onda incidente e 
dell'onda diffusa. Questa ampiezza è ancora un operatore, ma ora 
solo rispetto alle variabili di spin, un operatore non diagonale nella 
proiezione dello spin o. Nel seguito di questo paragrafo con f indiche- 
remo appunto tale operatore. 

Per trovarlo, bisogna applicare l’operatore (140,1) alla funzione 
(125,17) corrispondente a un’onda piana incidente (lungo l’asse 2). 
In tal modo, 


Î= ù (21-41) (a+ b;1 8) P;(cos0). (140,3) 
= 


Occorre ancora calcolare qui il risultato dell’azione dell'operatore 
is sulla funzione P), (cos 0). Scriviamo a tale scopo 


leei(iadiga4ia 

(vedi (29,14)) e usiamo le formule (27,12) per gli elementi di matrice 

degli operatori|[/.; più semplice ancora è ricorrere direttamentefalle 

espressioni operatoriali (26,14), (26,15). Un semplice calcolo dà 
ÎsP, (cos 0) = ivsP} (cos 0), 


dove P} è un polinomio associato di Legendre e v il vettore unità 
nella direzione [nn'] perpendicolare al piano di diffusione (n è la 
direzione di incidenza lungo l’asse z; n’ la direzione di diffusione 
determinata dagli angoli sferici 0, @). 
Ricavando a;, b; dalla (140,2) e sostituendo nella (140,3), otte- 
niamo finalmente 
fj= A+ 2Bns, (140,4) 


A=-7 d [0+1) (e?*Î — 1) +1 (e —1)] P; (cos0), 
i (140,5) 


srt ss 
B= 7 DI (e2ÎÎ — eÎ81) P} (cos 0). 
I=1 
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Gli elementi di matrice di questo operatore danno l'ampiezza di 
diffusione con. valori determinati della proiezione dello spin nello 
stato iniziale (0) e nello stato finale (0’). Consideriamo la sezione 
d’urto sommata su tutti i valori possibili di o’ e mediata rispetto 
alle probabilità dei diversi valori di o nello stato iniziale (nel fascio 
di particelle incidente). Tale sezione è data dalla formula 


do = (f*{)gc do; (140,6) 


si sarà fatta la somma sugli stati finali prendendo gli elementi di 
matrice diagonali del prodotto f*f e la soprallineatura indica la media 
rispetto allo stato iniziale!). 

Se nello stato iniziale tutte le direzioni dello spin sono equipro- 
babili, allora, invece di questa media, si prende la traccia della 
matrice (divisa per il numero dei possibili valori della proiezione 
dello spin 0) 


do=+ Sp (f*f) do. (140,7) 


Sostituendo la (140,4) nella (140,6), il valore medio del quadrato 
(vs)? è dato da v?s°/3 = s (s + 1)/3 = 4/4. Si ottiene finalmente 


£ =|A4P+|B|P+2Re(48*)vP, (140,8) 


dove P= 2s è la polarizzazione iniziale del fascio, definita come il 
rapporto fra il valore medio dello spin nello stato iniziale e il suo 
valore massimo possibile (1/2). Ricordiamo che nel caso dello spin 1/2 
il vettore s caratterizza completamente lo stato di spin ($ 59). 

Richiamiamo l’attenzione sul fatto che la polarizzazione del 
fascio incidente ha come conseguenza un’asimmetria azimutale della 
diffusione: grazie al fattore vP nell'ultimo termine, la sezione (140,8) 
dipende non solo dall'angolo polare 8, ma anche dall’azimut @ 
del vettore n’ rispetto a n (purché, la polarizzazione non è perpen- 
dicolare a v, cosicché vP £ 0). . 

La polarizzazione delle particelle diffuse può essere calcolata 
dalla formula 

LI 2 (f+8f)oo 

1) Se il quadrato del modulo | fon |? dell'elemento di matrice di un opera- 
Do qualunque per la transizione 0 —> n viene sommato sugli stati finali n, si 
outiene 

>} Ì fon]3= SI fon (fon)*= dI fon (f+)no= (ff+)o0e 
n n n 

A scanso di malintesi, sottolineiamo che il segno di coniugazione * nella (140,6) 
e in tutto il seguito si riferisce a f come operatore di spin e, in particolare, non 
implica la trasposizione di n ed n°. 
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Cosî, se lo stato iniziale non è polarizzato (P = 0), un calcolo molto 
semplice dà ui 
,  2Re(AB*) 
P'= TAR+H]B.": (140,10) 

In tal modo, la diffusione porta, in generale, ad una polarizzazione 
perpendicolare al piano di diffusione. Notiamo, però, che questo 
effetto manca nell’approssimazione di Born: se tutte le fasi è sono 
piccole, nell’approssimazione del primo ordine rispetto a queste fasi 
il coefficiente A è reale e Bimmaginario puro, cosicché Re (A4B*) = 0. 

Il fatto che la polarizzazione P' (140,10) sia diretta lungo v 
è evidente a priori: P' è un vettore assiale, e v l’unico vettore assiale 
che possa essere composto con i vettori polari n e n’ a nostra disposi- 
zione. È evidente quindi che questa proprietà caratterizzerà ugual- 
mente la polarizzazione generata nella diffusione di un fascio non 
polarizzato di particelle con spin 1/2 da parte di un bersaglio non 
polarizzato di nuclei con spin qualsiasi (e non necessariamente 
zero)'). 

Formulando il teorema di reciprocità della diffusione in presenza 
di spin, occorre tener presente che l’inversione del tempo cambia il 
segno non solo delle quantità di moto, ma anche dei momenti angola- 
ri. Quindi la simmetria della diffusione rispetto all’inversione del 
tempo deve essere espressa in questo caso dall’uguaglianza delle 
ampiezze dei processi che si differenziano l’uno dall’altro non sol- 
tanto per lo scambio dello stato iniziale con quello finale e per l’in- 
versione delle direzioni del moto, ma anche per il cambiamento del 
segno delle proiezioni degli spin delle particelle nei due stati. Allora, 
però, i segni di queste ampiezze possono risultare diversi per il fatto 
che l’inversione del tempo introduce nella funzione d’onda di spin, 
secondo la (60,3), il fattore (—1)*-9. Questa circostanza obbliga a 
formulare il teorema di reciprocità nel modo seguente?): 


f(010,, n; 0, ,n°)= 
=(—1)°£79 f(—0j, — 0 —n'; — 04, — 02, — n). (140,11) 


Qui f (0), Ga, 1; G;, 0, n') è l'ampiezza di diffusione con variazione 
delle proiezioni degli spin delle particelle collidenti dai valori 0,, 04 


1) Si ha in mente qui un bersaglio costituito da nuclei con direzioni degli 
spin distribuite in modo completamente casuale. Ricordiamo che per s > 1/2 
il valore medio del vettore di spin non determina completamente lo stato di 
spin, e l'essere esso uguale a zero non significa affatto una mancanza totale di 
«ordine nella distribuzione degli spin. 

?) La deduzione di questa relazione è analoga a quella della formula (125,12). 
Inoltre, si devono introdurre i fattori di spin nelle ampiezze delle onde conver- 
genti e divergenti nella funzione d'onda, e si ottiene in luogo della (125,10) 
la condizione K-3SKX = $, dove K è l’operatore che non solo realizza l’inver- 
sione, ma che trasforma anche lo stato di spin conformemente alla (60,3). 
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ai valori 0;, 0;; la somma nell’esponente è presa sulle due particelle 
prima e dopo la diffusione. 

Nell’approssimazione di Born, la diffusione gode di una simmetria 
addizionale: risultano uguali le probabilità dei processi che si dif- 
ferenziano l'uno dall’altro per lo scambio dello stato iniziale con 
quello finale, senza cambiamento dei segni delle quantità di moto e 
delle proiezioni degli spin delle particelle, come nell’inversione del 
tempo ($ 126). Combinando questa proprietà con il teorema di reci- 
procità, troviamo che la diffusione è simmetrica rispetto al cambia- 
mento dei segni di tutte le quantità di moto e delle proiezioni degli 
spin senza il loro scambio. Da cui è facile dedurre che nell’approssi- 
mazione di Born la polarizzazione nella diffusione di un fascio non 
polarizzato qualsiasi da parte di un bersaglio non polarizzato è im- 
possibile. Infatti, nella trasformazione indicata, il vettore di pola- 
rizzazione P cambia il segno, e l’unico vettore [kk'] lungo il quale 
può essere diretto P resta invariato. Cosî, la proprietà citata per la 
diffusione di particelle con spin 1/2 da parte di particelle con spin 0 
ha in realtà un carattere generale. | 

Nel caso di spin arbitrari delle particelle collidenti, le formule 
generali delle distribuzioni angolari sono assai ingombranti, e non 
ci fermiamo qui sulla loro deduzione. Limitiamoci al calcolo del 
numero di parametri necessari per determinare queste distribuzioni. 

Il caso considerato sopra delle particelle collidenti con spin 1/2 
e 0 è caratteristico, in particolare, per il fatto che a valori dati di j 
e della parità corrisponde in tutto un solo stato del sistema di due 
particelle (a prescindere dall’orientazione, inessenziale, del momento 
totale nello spazio). A ciascuno di questi stati corrisponde nell’ampiez- 
za di diffusione un parametro reale (la fase è). Nel caso di spin dif- 
ferenti, esistono, in generale, più stati diversi con lo stesso momento 
totale J e stessa parità; questi stati si differenziano per i valori dello 
spin totale S delle particelle e del momento orbitale / del loro moto 
relativo. Sia n il numero di questi stati. È facile vedere che ogni 
gruppo di tali stati è rappresentato nell’ampiezza di diffusione da 
n (n + 1)/2 parametri reali indipendenti. 

Infatti, rispetto a questi stati, la matrice S è una matrice sim- 
metrica unitaria (in virtù del teorema di reciprocità) con n-n elemen- 
ti complessi. È opportuno calcolare il numero di grandezze indipen- 
denti in questa matrice osservando che, se l'operatore S è scritto 
nella forma S = exp (if), la condizione di unitarietà è soddisfatta 
automaticamente se A è un operatore hermitiano arbitrario (vedi 
(12,13)). Se la matrice S è simmetrica, è simmetrica anche la matrice 
R e quindi, essendo hermitiana, è reale. È noto che una matrice 
simmetrica reale ha n (n + 1)/2 componenti indipendenti. 


Come esempio mostriamo che per due particelle con spin 1/2 si 
ha n = 2. Infatti, per un dato J esistono in tutto quattro stati: due 
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stati con / = J e con spin totale S= 00 1, e due stati con } = 
— J+1,S=41.Éevidente che due di questi stati sono pari ( pari) 
e due dispari (/ dispari). 

E facile scrivere la formula generale dell'ampiezza di diffusione 
delle particelle con spin 1/2, come operatore rispetto alle variabili 
di spin delle due particelle, partendo dalle necessarie condizioni di 
invarianza: questo deve essere uno scalare invariante rispetto al- 
l'inversione del tempo. Per scrivere questa espressione, abbiamo a 
nostra disposizione due vettori assiali di spin delle particelle 8; ed 8, 
e due vettori ordinari (polari) n e n’. Allora ciascuno degli operatori 
8, e 8, deve entrare linearmente nell’ampiezza, poiché ogni funzione 
di un operatore di spin 4/2 si riduce, in generale, a una funzione 
lineare. La forma più generale di un operatore che soddisfa tutte 
queste condizioni può essere scritta come segue 


f= A+ B(8,4) (834) +C (8,1) (8.1) + 
+ D (8,v)[(82v) + Ef(s:+ 92» v)+F (81-82, v). (140,12) 


I coefficienti A, B,... sono grandezze scalari che possono dipendere 
solo dallo scalare nn’, cioè dall'angolo di diffusione 0 (e dall'ener- 
gia); À, le, v sono tre vettori unità mutuamente perpendicolari, diret- 
ti, rispettivamente, lungo n + n’, n — n, e [nn']. All’operazione 
dell’inversione del tempo corrisponde la sostituzione 


85 ->—Sy,f6: > —S, n+—n',n"+-—n. 


Allora, 
x >—-3, pi>p,hvp>—v 


4 


e l’invarianza dell’operatore (140,12) è evidente. 

Nel caso di diffusione fra nucleoni (protoni e neutroni), l'ult'mo 
termine nella (140,12) manca. Ciò risulta già dal fatto che le forze 
nucleari agenti fra i nucleoni conservano il modulo dello spin totale $S 
del sistema; l’operatore sj — sj, non commuta con l’operatore S° 
(gli altri termini nella (140,12) si esprimono, secondo la (117,4), in 
funzione dell’operatore di spin totale S e commutano quindi con SI. 
Nella diffusione di nucleoni identici (pp o nn), i coefficienti A, B,..., 
come funzioni dell'angolo di diffusione, soddisfano pure determinate 
relazioni di simmetria che sono la conseguenza dell’identità delle 
due particelle (vedi problema 2). 


P RJO BILYE M I- 


1. Determinare per la diffusione di particelle con spin 1/2 da parte di 
particelle con spin 0 la polarizzazione dopo la diffusione, se essa era diversa la 
zero anche prima della Diffusione. 

Soluzione. È comodo eseguire il calcolo secondo la formula (140,9) in com- 
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ponenti, scegliendo l’asse z lungo v. Otteniamo 
, _ _(1A4/°—128|®)P+2]2?w(vP)+2 Im (AB*)[vP])+2vRe(A8*) 
7 ]A P+|B]}-+ 2 Re (4B*) vP i 


2. Trovare le condizioni di simmetria cui soddisfano i coefficienti nell’am- 
piezza di diffusione di due nucleoni identici; questi coefficienti sono considerati 
come funzioni dell'angolo 0 (AR. Oekme, 1955). 

Soluzione. Raggruppiamo i termini nella (140,12) in maniera tale che cia- 
scuno di essi sia diverso da zero solo per gli stati di singoletto (S=0) o di tri- 
pletto (S = 1) del sistema di due nucleoni: 


f=a (518. -i) +d (80:++1) +e [1+6) (899) j + 
+ d [(S;n) (820°) +-(8yn') (son)] +e(84+S2, M. (1) 


Applicando le formule (117,4), è facile vedere che il primo termine è diverso da 
zero solo per S = 0, e gli altri per S = 1. In forza dell’identità delle particelle, 
l'ampiezza di diffusione deve essere simmetrica rispetto allo scambio delle coor- 
dinate delle particelle per S = 0, e antisimmetrica per S = 4; questa trasfor- 
mazione equivale alla sostituzione 0 + x — @ o, ciò che è lo stesso, al cambia- 
mento del segno di uno dei vettori n e n’ (cfr. $ 137). Da queste condizioni rica- 
viamo le relazioni seguenti: 

a(—0)=2a(0), b(a_-0)=—b(0), c(a_-0)=—c(0), 

d(a—-0)==d(0), el(a—-0)=e(0). (2) 

In virtù dell’invarianza isotopica, l'ampiezza di diffusione è uguale per la 

diffusione nn e pp e per la diffusione np nello stato isotopico con 7 = 4. Per un 
sistema np è possibile, però, anche uno stato con 7 = 0; infine, l'ampiezza di 
.diffusione np è caratterizzata da altri coefficienti a, è, .. nella (1) che non 
godono delle proprietà di simmetria (2). 


P 


$ 141. Poli di Regge 


Nel $ 128 abbiamo studiato le proprietà analitiche dell’am- 
piezza di diffusione considerata come funzione della variabile com- 
plessa E, energia delle particelle; il momento orbitale / fungeva da 
parametro suscettibile di prendere valori reali interi. Altre proprietà 
dell’ampiezza di diffusione, importanti dal punto di vista metodolo- 
gico, possono essere messe in luce se si considera / come variabile 
complessa continua per valori reali dell’energia £)). 

Cosi come nel $ 128, consideriamo le funzioni d’onda radiali con 
espressione asintotica (per r + 00) 


xi=rRi=A (1, E) xp (- YG2E7) +8 (1, EVexp (re 1). 
(141,1) 


Queste funzioni sono soluzioni dell’equazione di Schròdinger (32,8) 
(nella quale Z è considerato ora come un parametro complesso); la 


1) Queste proprietà sono state originariamente studiate da 7. Regge (1958). 
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scelta di una delle due soluzioni indipendenti è condizionata da 
Ri costante-r® per r+>0. (141,2) 


Notiamo subito che questa condizione impone una certa restri- 
zione ai valori ammissibili del parametro /. Infatti, la forma generale 
della soluzione dell'equazione (32,8) per r piccoli è 


Ri e car + car 


(vedi fine del $ 32). Perché la seconda soluzione si possa univoca- 
mente separare sullo « sfondo » della prima e si possa quindi elimina- 
re, il termine con r-!-! deve essere maggiore del termine con r° per 
r + 0. Per valori complessi di /, da cui deriva la condizione Re / > 
> Re (—/! — 1), cioè 


1 
Re(14+) >0. (141,3) 
Nel seguito considereremo dappertutto proprio questo semipiano 
della variabile complessa /, situato a destra della verticale / = —1/2. 


Come soluzione di un'equazione differenziale con coefficienti 
analitici rispetto al parametro /, la funzione d’onda A (r; !, E) è 
una funzione analitica di questo parametro, priva di singolarità nel 
semipiano (141,3). Questo si riferisce, in particolare, anche all’e- 
spressione asintotica (141,1), e, di conseguenza, le funzioni A (l, E) 
e B (I, E) non hanno singolarità in . Si sottintende, però, che la 
conservazione (per r + 00) di entrambi i termini nella (141,1) è 
effettivamente legittima. Per E > 0, questo è sempre vero, mentre 
per E<0è vero se il campo U (r) soddisfa le condizioni (128,6) o 
(128,13). In questi ragionamenti è importante il fatto che il carattere 
asintotico (in r) del comportamento della funzione d’onda dipende 
solo da E, e non da }; quindi la complessità di } non cambia le con- 
dizioni di passaggio alla formula asintotica. 

Confrontando la (141,1)*con la formula asintotica (128,15), tro- 
viamo l’elemento della matrice S nella forma 

; A(I, E 
S (I, E)= exp [2i6 (1, E)j= ei ST Tr» (141,4) 
che è valida anche per valori complessi di / (in questo caso lo « sfasa- 
mento » è non ha più importanza). 

Per valori reali di / e per E >Q le funzioni A e B sono legate 
dalla relazione (128,4): A (2, £) = B* (2, ZE). Ne segue che per /! 
complessi 


A (l*, E) = B*(l, E) per E>O, (141,5) 
e S (2, E) soddisfa quindi la condizione di unitarietà complessa 
S* (l1, E) S(1*, E)==1. (141,6) 
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Poiché le singolarità in A (/, £) e B(/, £) come funzioni di / 
mancano, la funzione $S (7, E) (e con essa anche l'ampiezza di dif- 
fusione parziale f (/, E)) hanno singolarità (poli) soltanto negli zeri 
della funzione B (2, E). I poli dell’ampiezza di diffusione nel piano 
della variabile complessa / sono detti poli di Regge. La loro posizione 
dipende, ovviamente, dai valori del parametro reale E. Le funzioni 


l= aif(E), 


che determinano la posizione dei poli, si chiamano traiettorie di 
Regge; al variare di £ i poli si spostano nel piano / secondo linee 
determinate (l’indice i che numera dei poli sarà nel seguito omesso). 

Prima di iniziare lo studio delle proprietà delle traiettorie di 
Regge, mostriamo che per £ < 0 tutte le a (£) sono funzioni reali. 
A tale scopo consideriamo l’equazione 


tn+[37 E-UM— ati x— =0, (141,7) 


soddisfatta dalla funzione d’onda con / = a. Moltiplicando questa 
equazione per y* e integrando in dr (il primo termine si trasforma 
mediante integrazione per parti), otteniamo 


-{b Par+ 37 I (E—U)|%fdr— 


1] 


Qui è stato preso in one che perB=0 lemina deter- 
minante i poli di Regge) la funzione d’onda diminuisce esponenzial- 
mente per r + co, cosicché tutti gli integrali convergono. I primi 
due termini nell’uguaglianza ottenuta sono reali, e nell'ultimo ter- 
mine solo l’integrale è reale. Si deve quindi avere 


Ima (a +1)=Im(a+7) = 2 Re (+3) Ima=0, 


Ma poiché stiamo considerando solo i poli situati nel semipiano 
(141,3), è evidente a priori che Re (a + 1/2) > 0, e otteniamo il 
risultato richiesto. 


Ima;(E)=0 per E<0. (141,8) 


Inoltre, eseguiamo sull’equazione (141,7) le operazioni seguenti 
(analoghe alla deduzione dell'uguaglianza (128,10)): deriviamo que- 
sta equazione rispetto ad E, moltiplichiamo l'equazione ottenuta per 
%, @ l’equazione iniziale (141,7) per 0y/0E; sottraendo poi l'una 
dall’altra, otteniamo l'identità 


[xx (DL) VE x? da (1) 0. 
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Integriamola in dr da 0 a co, tenendo presente ancora che y si annul- 
la per r + co. L’integrale del primo termine si annulla, e abbiamo 


d 1) (ha 2m (O 
dala t1) Limiti ‘ata (141,9) 
03 0 


Poiché, come già sappiamo, a è reale, anche la funzione d'onda è 
reale, e i due integrali nella (141,9), sono quindi evidentemente posi- 
tivi. Di conseguenza, 


(a+ 4)=2 (a+) me>0 


e, essendo positiva a + 1/2, 


de >0 per E<0. 


In tal modo, per E<0 le ‘funzioni a (£) crescono monotonamente 
all'aumentare di £. 

I valori negativi di £, per i quali le funzioni a (E) assumono valo- 
ri « fisici » (cioè uguali ai numeri interi / = 0, 1, 2, .. .), corri- 
spondono ai livelli energetici discreti del sistema. Notiamo che com- 
pare cosi un nuovo principio di classificazione degli stati legati: 
secondo le traiettorie di Regge sulle quali questi stati sì trovano. 

Consideriamo, come esempio, le traiettorie di Regge per il moto 
in un campo coulombiano attrattivo. Gli elementi di matrice della 
diffusione sono dati in questo caso dall'espressione) 


_T(1+1—i/k) 
(4 in unità coulombiane). I suoi poli si trovano nei punti in cui la 
variabile indipendente della funzione I (2 + 1 — i/k) è uguale a un 
numero intero negativo o a 0. Per E<0 abbiamo 4 =i Y—2E, 
cosicché 


1 
dove n, = 0, 1, 2,... è l'indice che numera le traiettorie di Regge. 


Uguagliando a (£) a un intero / = 0, 1, 2,..., otteniamo la nota 
formula di Bohr per i livelli energetici discreti nel campo coulom- 
biano 
VIE ii. CRERS 

2(n7-+1+1)?" 


1) Cfr. con la formula (135,11) dove (per passare dal caso di repulsione al 
caso di attrazione) occorre cambiare i segni di X 
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Il numero n coincide allora con il numero quantico radiale che 
determina il numero di nodi della funzione d'onda radiale. A ogni 
traiettoria di Regge (cioè a ogni valore di un dato r;) corrisponde 
una molteplicità infinita di livelli che si differenziano per il valore 
del momento angolare orbitale. 

Studiamo le proprietà delle funzioni a (£) per E > 0. Ricordia- 
mo (vedi $ 128) che le funzioni A (/, E) e B (/, E) nella (141,1), come 
funzioni della variabile complessa £, sono definite nel piano com- 
plesso con taglio sul semiasse reale positivo. Rispettivamente lo 
stesso taglio esiste anche per le funzioni / = a (E), radici dell’equa- 
zione B (1, E) = 0. Sul bordo superiore e su quello inferiore del 
taglio le funzioni a (E) hanno valori complessi coniugati; inoltre, 
sul bordo superiore si ha Im a > 0. Senza soffermarci sulla dimo- 
strazione formale di questa affermazione, diamo considerazioni 
fisiche che ne spiegano la natura. 

Per / complesso, diventa complessa anche l’energia centrifuga, 
e con essa anche l'energia potenziale efficace U, = U + (14 1)/2mr?. 
Ripetendo la deduzione esposta nel $ 19, in luogo della (19,6) otte- 
niamo ora 


2 |Y|?+divj=2|YPlmU. 


Per /= a, Ima>O0, si ha anche Im U; >Dd; allora l’espressione 
nel secondo membro dell’uguaglianza è positiva, ciò che equivale 
all'emissione di nuove particelle nel volume del campo. Ne segue 
che l’espressione asintotica della funzione d'onda (contenente per 
B = 0 solo il primo dei due termini nella (141,1)) deve rappresentare 
un'onda divergente; precisamente, questo si ha sul bordo superiore 
del taglio: cfr. con il passaggio dalla (128,1) e dalla (128,3). 

Poiché per E >Q0 le funzioni a (E) sono complesse, esse non 
possono assumere qui i loro valori « fisici » { = 0, 1, 2,... Ma esse 
possono essere vicine a tali valori (nel piano della variabile comples- 
sa 1). Mostriamo che nell’ampiezza di diffusione parziale (corrispon- 
dente a un valore intero dato di /) compare in questo caso una riso- 
nanza. 

Sia lo un valore intero al quale tende la funzione a (£). Sia, inol- 
tre, E, un valore (reale, positivo) dell'energia tale per cui Re a (£;) = 
= L. Allora vicino a questo valore si ha 

a(E)2l+in+B(E—Eo), (141,12) 
dove n = Ima (£;) è una costante reale. Considereremo i valori 
di a (E) sul bordo superiore del taglio; in accordo con quanto detto 
sopra, si ha allora n >0 (e, per l'ipotesi che a tende a /, n 1). 
È facile vedere che anche la costante f} (cioè la derivata di da/dE 
per E = Ex) si può considerare come grandezza reale positiva. 
Infatti, poiché a (E) è quasi reale, anche la funzione d'onda 
Y (r; a, E) è quasi reale. Trascurando le grandezze di ordine superiore 
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di n, si può trascurare la parte immaginaria di x, e allora la positivi- 
tà di P segue dalla positività degli integrali nella relazione (141,9)}). 

‘Poiché il valore di f = a (E) è lo zero della funzione 8 (2, E) = 0 
vicino al punto a, £, questa funzione è proporzionale a a — |. 
Tenendo conto della (141,12), abbiamo quindi 


B (lo, E) ® costante [a (E— £o) + in]. (141,13) 


Ma questa espressione coincide esattamente nella forma con la 
(134,6) con £ per energia e IT = 27/a > 0 per larghezza del livello 
quasi-discreto. In tal modo, la prossimità della traiettoria di Regge 
‘ (per E > 0) ai valori interi di / corrisponde agli stati quasi-staziona- 
ri del sistema. Cosi, per questi stati si ha lo stesso principio di clas- 
sificazione che per gli stati rigorosamente stazionari: a ogni traietto- 
ria di Regge può corrispondere tutta una famiglia di livelli discreti e 
quasi-discreti. 

La considerazione di come variabile complessa permette 
di ottenere una rappresentazione integrale utile per l'ampiezza di 
diffusione totale (per £ > 0), data dalla serie (123,11) 


4 00 
f(n)==37 Di (22-14) [S(L E) —1]P,(u), p=cos0. (141,14) 
=0 
A tale scopo occorre determinare innanzitutto le funzioni P; (pu) 
non solo per / => 0 interi, ma anche per / complessi. È possibile fare 
questo considerando P; (pu) come soluzione dell'equazione (c, 2) 


(1— p?) Pi (u) —2uPi(4)+/(/+1)P;(p)=0 (141,15) 


con la condizione al contorno P; (1) = 1. P; (©) determinata cosi 
come funzione di / non ha singolarità per valori finiti di questa 


variabile?). 


1) Per precisare la struttura di questi integrali, è da notare che la regione 
asintotica r > a (e è il raggio d'azione del campo), dove vale l’espressione (141,1) 
per la funzione d'onda, apporta solo un piccolo contributo agli integrali se 
è piccolo. Infatti, se { = a (E) è lo zero della funzione 2 (!, E), allora (in virtà 
della (141,5)) L= a* è lo zero della funzione A (l, E). Ne segue che A (a, E) 
(e quindi anche Y (r; a, E) nella regione r > c) risultano quantità piccole — n}/? 
(vedi la (134,11)). Per la stima degli ILORTalI è importante anche il fatto che 
sul bordo superiore del taglio (secondo E) la funzione d'onda contiene il fattore 
etkr: y (r; a, E) = A (a, E) eh7. Su questo bordo si può intendere E come E + i8 
(dove 8 + + 0); allora anche & prende una piccola parte immaginaria, ciò che 
assicura la convergenza degli integrali nella (141,9). Fisicamente, il piccolo 
contributo della regione r > a agli integrali è dovuto al fatto che l’energia Ep 
corrisponde a uno stato quasi-stazionario (vedi più avanti); quindi la particella 
entra in questa regione solo in seguito a un poco probabile decadimento dello 
stato. Il contributo fondamentale agli integrali proviene dalla regione r — a 
in cui la funzione d'onda è pressoché reale. 

3) Confrontando la (141,15) con l'equazione (e,2), si può esprimere P; (pu) 
mediante la funzione ipergeometrica 


Pi (n) = F ((-41+4,4; SL), 
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È facile vedere che la serie (141,14) coincide con l’integrale 


i(w=7 | SE (9(01,2)-41]P,(—p)dl, (444,16) 
C 


sen st 


preso sul contorno C che aggira nel senso negativo (nel senso orario) 
tutti i punti / = 0, 1, 2,... sull’asse reale e si chiude all'infinito: 


Allora tutti i poli {= @,, &,, ... della funzione $S (l, £) (situati 
per E => 0 non sull’asse reale) devono rimanere esterni al contorno C. 

Infatti, l’integrale (141,16) si riduce alla somma (moltiplicata 
per —2ni) dei residui dell’espressione integranda nei punti / = 
= 0, 1, 2,... che sono poli della funzione 41/sen al, e i residui di 
questa stessa funzione sono uguali a (—1)'/m. Osservando anche che 
per . interi si ha P,(—u) = (1) P; (pl), riduciamo la (141,16) 
alla (141,14))). 


1) Per uno studio più dettagliato del gruppo di problemi considerati in 
questo paragrafo (nei limiti della teoria non relativistica) vedi il libro di de 
Alfaro e Regge citato alla pag. 592. 


Capitolo XVIII 


URTI ANELASTICI 


$ 142. Diffusione elastica in presenza di processi anelastici 


Urti anelastici si chiamano gli urti accompagnati da cambiamenti 
dello stato interno delle particelle collidenti. Questi cambiamenti 
sono intesi qui nel senso più largo, in particolare può anche cam- 
biare la natura stessa delle particelle. Può trattarsi perciò di eccita- 
zione o di ionizzazione degli atomi, di eccitazione o di fissione dei 
nuclei, ecc. Nei casi in cui un urto (per esempio, una reazione nuclea- 
re) può essere seguito da diversi processi fisici, si dice che si hanno 
diversi canali di reazione. La presenza di canali anelastici influisce 
anche sulle proprietà della diffusione elastica. 

Nel caso generale di presenza di diversi canali di reazione, l’e- 
spressione asintotica della funzione d'onda di un sistema di particelle 
collidenti rappresenta una somma in cui a ciascun possibile canale 
corrisponde un termine. Fra questi termini, in particolare, ce n'è 
uno che descrive le particelle nello stato iniziale invariato (detto 
canale d'entrata). Esso è il prodotto delle funzioni d’onda dello stato 
interno delle particelle e della funzione descrivente il loro moto re- 
lativo (in un sistema di coordinate dove il centro di inerzia è in quie- 
te). Proprio quest’ultima funzione interessa qui; indichiamola 
con y e precisiamone la forma asintotica. 

La funzione d'onda w nel canale d'entrata è costituita da un’onda 
piana incidente e da un’onda sferica divergente che corrisponde alla 
diffusione elastica. Essa può essere rappresentata anche sotto forma 
di somma di un'onda convergente e di un’onda divergente, come è 
stato fatto nel $ 123. La differenza è che l’espressione asintotica delle 
funzioni radiali A, (r) non può essere scritta sotto forma di un'onda 
stazionaria. L'onda stazionaria è la somma di un’onda convergente 
e di un'onda divergente con uguale ampiezza. Nella diffusione pura- 
mente elastica ciò corrisponde al senso fisico del problema, ma in 
presenza di canali anelastici, l'ampiezza dell'onda divergente deve 
essere minore dell’ampiezza dell'onda convergente. Quindi l’e- 
spressione asintotica di y sarà data dalla formula (123,9) 


+= DI (21+1) P: (cos0) [(—1)"tt eri" + S,eit"] (142,1) 


1=0 
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con la differenza che gli S; non sono più determinati dalla (123,10), 
ma sono certe grandezze (in gerrterale complesse) con moduli inferiori 
a uno. L'ampiezza di diffusione elastica si esprime mediante queste 
grandezze con la formula (123,11) 


| Li < 
f(0)=="7 Di (21+1)(S,—1) P;(cos0). (142,2) 
1=0 
Per la sezione totale di diffusione elastica avremo, in luogo della 
(123,12), la formula 


(22+1)|1—S;f? (142,3) 


La sezione totale di diffusione anelastica, detta anche sezione 
di reazione cr, per tutti i canali possibili, si può anche esprimere 
in funzione delle grandezze $S,. A tale scopo, è sufficiente osservare 
che per ogni valore di / l’intensità dell’onda divergente è indebolita 
rispetto a quella dell'onda convergente del fattore | S, |?. Questo 
indebolimento deve essere attribuito interamente alla diffusione 


anelastica. È chiaro quindi che 


= 0 


e la sezione d'urto totale è 


0=0+0,= 37 LS (2141) (4— Re S)). (142,5) 
1=0 


L'ampiezza parziale di diffusione elastica con momento Ì, definita 
dalla (123,15), è 


St-A 
fi= a , (142,6) 


e ciascun termine della somma nella (142,3) e (142,4) rappresenta la 
sezione parziale di diffusione elastica ed anelastica delle particelle 


con momento È: 


o — +3 (21+4)|1--SP, 
00 = (22+1)(1-]S.}), (142,7) 


0) = ÎE (2141) (1 Re Sy). 
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Il valore S, = 1 corrisponde all'assenza completa di diffusione 
(con il dato 2). Il caso $, = 0 corrisponde invece all’« assorbimento » 
completo delle particelle con momento / (nella (142,1) manca l'onda 
divergente parziale con questo valore di /); in questo caso la sezione 
di diffusione elastica e la sezione di diffusione anelastica sono 
uguali: 


00 = 00 = (2+1). (142,8) 


Notiamo anche che benché la diffusione elastica possa esistere anche 
senza quella anelastica (per | S,]= 1), l'inverso è impossibile: 
la presenza di diffusione anelastica implica necessariamente la 
presenza contemporanea di diffusione elastica. Per una data ol) la 
sezione parziale di diffusione elastica può variare nell’intervallo 


Vo— Vo 09<V 0+Vo+V 0-00, (142,9) 


dove oo = (221 + 1) n/k?. 
Confrontando il valore di f(0) preso dalla (142,2) per 0=0 
con l’espressione (142,5), otteniamo la relazione 


Imf(0)=--07, (142,10) 


che generalizza il teorema ottico (125,9) ottenuto in precedenza. 
Qui f (0) è sempre l'ampiezza di diffusione elastica ad angolo zero, 
mentre la sezione d’urto totale o; include in sé anche la parte ane- 
lastica. 

Le parti immaginarie delle ampiezze parziali f, sono legate alla 
sezione d’urto parziale 0) dalla relazione 


si 0 
4n 2141” 


che segue immediatamente dalle (142,6) e (142,7). 

Il fatto che i coefficienti S; nell'espressione asintotica della 
funzione d'onda non sono in modulo uguali a uno non ha alcun ef- 
fetto sulle conclusioni tratte nel $ 128 a proposito dei punti singolari 
dell’ampiezza di diffusione elastica come funzione della variabile 
complessa £; queste conclusioni valgono ugualmente anche in pre- 
senza di processi anelastici. Le proprietà di analiticità dell’ampiezza 
cambiano però nel senso che ora essa non è più reale sul semiasse rea- 
le negativo (£ < 0), e i suoi valori sui bordi superiore e inferiore del 
taglio per E > 0 non sono grandezze complesse coniugate (corri- 
spondentemente non sono complessi coniugati tutti i suoi valori nei 
punti simmetrici rispetto all'asse reale nel semipiano superiore e 
inferiore). 


Imf,= (142,11) 
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Nel passaggio dal bordo superiore del taglio al bordo inferiore 
aggirando completamente il punto £ = 0, la radice VE cambia se- 
gno, cioè in seguito all’aggiramento la grandezza reale % (per £ > 0) 
cambia segno. Allora, l'onda convergente e quella divergente nella 
(142,1) si scambiano i ruoli; conformemente a ciò, la parte di nuovo 
coefficiente S, sarà assunta dall’inverso 1/S, del suo valore prece- 
dente (non coincidente affatto con S7). È naturale indicare i valori 
delle ampiezze f, sul bordo superiore e inferiore del taglio con f, (k) 
e f1(—Kk), rispettivamente (è ovvio che solo f, (X) è l'ampiezza fisica!). 
Secondo la (142,6), abbiamo 


S—-1 1/St—1 
fi = (=. 


Eliminando $, da queste due uguaglianze, si ottiene la relazione 


seguente: 
fi k)—-f(—h= 2ikf(k)fi(—k) (142,12) 


(in assenza di processi anelastici sarebbe f (—k) = f* (4), e le rela- 
zioni (142,12) e (142,11) coinciderebbero). 
Riscrivendo la (142,12) nella forma 
1 1 ; 
To Tino 
vediamo che la somma 41/f, (k) + ik deve essere una funzione pari 
di X. Indicando questa funzione con g; (X°), abbiamo 


1 
i (A) = TAI (142,13) 


La funzione pari g; (#?), però, non è più reale come era nella (125,15)!). 

Quando un fascio di particelle attraversa un mezzo diffondente 
costituito da un gran numero di centri diffusori, esso si indebolisce 
progressivamente a causa della perdita di particelle che accompagnano 
i diversi processi elastici ed anelastici. Questo indebolimento è 
completamente determinato dall’ampiezza di diffusione elastica ad 
angolo zero e, grazie all'osservanza di certe condizioni (vedi più 
avanti), può essere descritto con il metodo formale seguente?). 

Sia f (0, E) l'ampiezza di diffusione ad angolo zero da parte di 
ogni singola particella del mezzo. Supponiamo f piccola rispetto 
alla distanza media d — (V/N)!* fra le particelle; allora si può 


1) I ragionamenti esposti, e con essi la conclusione sulla parità della fun- 
zione g;, suppongono che l'interazione decresca abbastanza rapidamente per 
r + co condizione che assicura l’assenza di tagli nel semipiano a sinistra di £ 
e consente quindi di eseguire un giro completo attorno al punto E = 0. 

2) Le idee esposte in seguito si applicano, in particolare, alla descrizione 
della diffusione da parte dei nuclei di neutroni veloci (con energia dell’ordine 
di centinaia di MeV) la cui lunghezza d’onda è cosi piccola da permettere di 
considerare il nucleo rispetto ad essi come un mezzo macroscopico eterogeneo. 
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considerare la diffusione per ciascuna di esse separatamente. Intro- 
duciamo come quantità ausiliaria un certo campo efficace Uerr di 
un centro fisso definendolo in maniera tale che l'ampiezza di diffusio- 
ne di Born ad angolo zero calcolata con questo campo sia esatta- 
mente uguale alla vera ampiezza f (0, E) (con questo non si intende 
che l’approssimazione di Born sia applicabile al calcolo di f (0, E) 
relativo all'interazione vera delle particelle!). In tal modo, per defi- 
nizione, abbiamo (cfr. (126,4)) 


{ Uert dV= — ah” Î (0, E), (142,14) 


dove m è la massa della particella diffusa. Insieme con l'ampiezza f, 
il campo cosi definito è complesso. Il legame fra il suo raggio d'azione 
a ed Uxer si ottiene da una stima dei due membri dell'uguaglianza 


(142,14) 


aSUert - h*f/m. (142,15) 


La definizione (142,14) non è, ovviamente univoca. Imponiamo 
ancora una condizione perché il campo Uerr soddisfi la condizione 
di applicabilità della teoria delle perturbazioni: 


| Uerr | & h?/ma? (142,16) 


(con |f| « a). E facile vedere che in questo caso l’indebolimento 
del fascio diffuso può essere descritto come la propagazione di un'on- 
da piana in un mezzo omogeneo dove la particella ha un'energia 
potenziale costante uguale a 

N 2nh23 


=> N 
Ue = | UesrdV= —+ 


va S(0, E), (142,17) 


quella cioè che si ottiene mediando i campi efficaci di tutte le N 
particelle del mezzo rispetto al suo volume YV. Questo diventa evi- 
dente se consideriamo dapprima la diffusione in una singola regione 
del mezzo, dove, anche se vi si trova un gran numero di centri dif- 
fusori, l’effetto di diffusione è però ancora debole (la possibilità di 
selezionare tali regioni è assicurata dalla condizione (142,16)). L’in- 
debolimento del fascio nell’attraversamento di una tale regione è 
determinato dall’ampiezza di diffusione ad angolo zero, che, a sua 
volta, è determinata nell’approssimazione di Born dall’integrale del 
campo diffusore su tutto il volume della regione di diffusione. Questo 
significa appunto che le proprietà di diffusione del mezzo che ci 
interessano sono completamente determinate dal campo mediato 
rispetto al suo volume (142,17). 

In tal modo, il fascio di particelle passante per il mezzo può 
essere descritto con un'onda piana —e'** avente per vettore d'onda 


k=3-V2m (E Us). 
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Introducendo il vettore d’onda 4, = V 2mZ/k delle particelle inci- 
denti, scriviamo % nella forma nky; la grandezza 


nea Layi +2 /(0, 2) (142,18) 


svolge la parte di coefficiente di rifrazione del mezzo relativamente al 
fascio di particelle che lo attraversa. Questo coefficiente è in generale 
complesso (l'ampiezza f è complessa!), e la sua parte immaginaria 
determina l’indebolimento dell'intensità del fascio. Se E > | Uerr |, 
la (142,18) dà, come doveva essere, 

N 0; 


N nh 
Fang MIO D)=T > 


dove o; è la sezione totale di diffusione (ci siamo serviti qui del 
teorema ottico (142,10)); questa espressione corrisponde ad un 
risultato ovvio: l’intensità dell'onda diminuisce secondo la legge 


Imn= 


7 


Contemporaneamente all’assorbimento, l'indice di rifrazione com- 
plesso (142,18) determina anche (con la sua parte reale) la legge della 
rifrazione del fascio all'entrata e all'uscita dal mezzo diffusore!). 


| el&z [? => exp ( —F0) . 


PROBLEMA 


Dei neutroni sono diffusi da parte di un nucleo pesante e la loro lunghezza 
d’onda è piccola rispetto al raggio a del nucleo (ka © 1). Si suppone che tutti i 
neutroni incidenti con momento orbitale / < ka = ly (cioè con distanza d’urto 
p = hl/mv = Uk < a) siano assorbiti dal nucleo, e per / > /o non interagiscano 
AI AtO con esso. Determinare la sezione d'urto di diffusione elastica ad angoli 
piccoli. 

Soluzione. Nelle condizioni date il moto dei neutroni è sostanzialmente quasi- 
classico, e la diffusione elastica è il risultato di una deviazione piccola, del tutto 
analoga alla diffrazione di Fraunhofer della luce da parte di una sferetta nera. 


1) Lo spostamento dei livelli superiori dell'atomo di un metallo alcalino 
immerso in un gas estraneo costituisce un esempio interessante di applicazione 
della formula (142,17). In uno stato fortemente eccitato, l’elettrone di valenza si 


trova ad una distanza media r dal centro dell'atomo grande rispetto alle dimen- 
sioni a sia del resto atomico che degli atomi neutri estranei. Questi ultimi di- 
sposti all’interno di una sfera di raggio —r, svolgono per l'elettrone di valenza la 
parte di centri diffusori e causano lo spostamento del suo livello energetico della 
grandezza (142,17). Allora, poiché la lunghezza d’onda di de Broglie dell’elet- 
trone di valenza eccitato è pure grande rispetto ad <«, per l'ampiezza si ha 
f (0, E) = —a, dove a è la lunghezza di diffusione (cfr. (132,9)). In tal modo, 
l’effetto in questione implica per i livelli uno spostamento costante uguale a 
2rh?*av/m, dove m è la massa dell'elettrone: v la densità del numero di particelle 
del gas estraneo (E. Fermi, 1934). 
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Quindi la sezione d'urto cercata può essere direttamente scritta in base alla nota 
soluzione del problema di diffrazione!): 


33 (ka0) 
dog = Ia? = do. 


Lo stesso risultato si può anche ottenere dalla (142,3). Per ipotesi, si ha 
Sj= 0 per {< lo, e Sj=1 per ! > lo. Quindi l'ampiezza della diffusione 
elastica è 

È 
{0=—-7 DI (21+1) Px (cos 0). 
1=0 
Il contributo principale nella somma è dato dai termini con /! grandi. Conforme- 


mente a ciò, scriviamo 2/ invece di 2/ + 1, e per P; (cos 0) ad angoli piccoli ci 
serviamo dell'espressione approssimata (49,6) e passiamo dalla somma all’inte- 


grale: 


lo e ° 
1(0)=+ | 190 (OM di= 7107 (019) = 7-71 (K20), 
0 


come dovevasi dimostrare?). La sezione totale della diffusione elastica è 


Cr 
Ce = sa? { Li 00) 216 40= n? 
0 


(a causa della convergenza rapida, l'integrazione può essere estesa all'infinito); 
come doveva essere nelle condizioni date (cfr. (142,8)), essa coincide in modulo 
con la sezione d’urto di assorbimento, uguale semplicemente all'area della se- 
zione geometrica della sferetta. La sezione totale è o, = 2na?. 


$ 143. Diffusione anelastica di particelle lente 


La deduzione del comportamento della diffusione elastica al 
limite delle piccole energie, fatta nel $ 132, si generalizza facilmente 
al caso in cui sono presenti processi anelastici. 


1) Vedi vol. II, Teoria dei campi, problema 3 del $ 61 (il problema della 
diffrazione da parte di una sferetta nera è equivalente al problema della diffra- 
zione attraverso un foro praticato su uno schermo opaco). La sezione di diffu- 
sione si ottiene dividendo l’intensità delle onde diffratte per la densità della 
corrente incidente. 

2) In modo analogo si può considerare il problema della diffusione di diffra- 
zione di particelle cariche veloci da parte di un nucleo «nero». Allora il valore 
limite 79 deve essere determinato dalla condizione che la distanza più breve 
tra il nucleo e la particella descrivente una traiettoria classica nel campo cou- 
lombiano sia esattamente uguale al raggio del nucleo. Per {1 < lp bisogna porre 


come precedentemente, S,} = 0, e per l > lo, S/ = PALI dove è; sono le fasi 
coulombiane prese dalla (135,11). ;Vedi A. I. Akhiezer, I. J. Pomeranciuk 
Nekotorye voprosy teorii jadra (Alcuni problemi di teoria del nuclea), Gostekhiz- 
dat, 1950, $ 22; JI. of Physics USSR, 9, 471 (1945). sn O 
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Come precedentemente, il contributo ptincipale è dato, a piccole 
energie, dalla diffusione con / = 0. Ricordiamo che, conformemente 
ai risultati ottenuti nel $ 132, l'elemento corrispondente della matrice 


S era 
So = e 14 2i6=1 — 2ika. 


Le proprietà della funzione d'onda usate nel $ 132 cambiano solo nel 
senso che la condizione imposta alla funzione all’infinito (la forma 
asintotica (142,1) è ora complessa, in luogo dell'onda stazionaria 
reale nel caso della diffusione puramente elastica. Di conseguenza, è 
complessa anche la costante a = —c,/c,. Allora, il modulo | So | 
non è più uguale a uno; la condizione | Sh] < 1 significa che la 
parte immaginaria a = a’ + ia” deve essere negativa (a”< 0). 

Sostituendo S, nella (142,7), troviamo le sezioni di diffusione 
elastica ed anelastica 


o.=4n|]ap, (143,1) 
dn, 
or=-<-|@ |. (143,2) 


Come precedentemente, la sezione di diffusione elastica non 
dipende dalla velocità. La sezione d'urto dei processi anelastici 
risulta invece inversamente proporzionale alla velocità delle parti- 
celle — la cosiddetta legge 1/v (H. A. Bethe, 1935). Di conseguenza, 
al diminuire della velocità l’importanza dei processi anelastici cresce 
nei confronti della diffusione elastica!). 

Le leggi limite (143,1) e (143,2) sono, ovviamente, solo i primi 
termini dello sviluppo delle sezioni d’urto in serie di potenze di È. 
È interessante il fatto che il termine seguente dello sviluppo in queste 
due sezioni d’urto non contiene alcuna costante nuova, oltre alle 
grandezze che figurano nelle (143,1), (143,2) (F. L. Shapiro, 1958). 
Questa circostanza è una conseguenza della parità della funzione 
80 (k°) nell’espressione (142,13) fo (X) = 1/[g0 (X°) — ik] dell’am- 
piezza parziale di diffusione (2 = 0). Per X piccoli, questa funzione 
è quindi sviluppabile in serie di potenze pari di È, cosicché dopo il 
termine gg & —1/a va come-k?. Pur trascurando questo termine, 
abbiamo sempre però il diritto di scrivere in f, (k) i due termini dello 
sviluppo: fo (XK) & —a (1 — ika). Di conseguenza, si possono con- 
servare i termini successivi dello sviluppo anche nelle sezioni d’urto 


1) In modo analogo si può determinare la dipendenza dalla velocità delle 
sezioni d’urto parziali di reazione per i momenti orbitali { diversi da zero. Esse 
risultano proporzionalif a 0% <» X?!-1. Le sezioni di diffusione elastica of 


sono proporzionali, come prima, a k4!, cioè decrescono per % + 0 più rapida- 
mente di ot? con gli stessi /. 
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per cui si ottengono facilmente le espressioni seguenti: 


o =4n|a|(1-2k]a"|), (143,3) 
o, = SELL (1 2k]a"|). (143,4) 


I risultati ottenuti suppongono un decremento sufficiente 
mente rapido dell’interazione a grandi distanze. Abbiamo visto nel 
$ 132 che l'ampiezza di diffusione elastica tende, per X + 0, a un 
limite costante, se il campo U (r) decresce pit rapidamente di r3. 
Questa condizione è indispensabile perché possa valere una legge 
analoga (143,1) anche in presenza di canali anelastici!). 

La legge 1/v per la sezione di reazione richiede invece l'os- 
servanza di una condizione più debole: il campo deve decrescere più 
rapidamente di r-*, ciò che risulta con chiarezza dalla giustificazione 
intuitiva di questa legge. 

La probabilità che la collisione dia luogo ad una reazione è pro- 
porzionale al quadrato del modulo della funzione d’onda della par- 
ticella incidente nella « zona di reazione » (nella regione r — a). 
Fisicamente, questa affermazione esprime il fatto che, ad esempio, 
un neutrone lento che collide con un nucleo può iniziare una reazione 
solo dopo essere « penetrato » nel nucleo. Se l'interazione decresce più 
rapidamente di r7*, nell'intervallo dar grandi ar — a essa non cam- 
bia l'ordine di grandezza della funzione d’onda; in altre parole, il 
rapporto | Y (a)/y (00) |? tende per #-+ 0 a un limite finito (ciò che 
si vede dal fatto che nell'equazione di Schròdinger il termine UW 
è piccolo rispetto a Ay). La sezione di reazione si ottiene dividen- 
do | y? | per la densità di corrente. Prendendo y sotto forma di 
un'onda piana normalizzata all'unità di densità di corrente, abbiamo 
pw? - 1/v, ossia il risultato cercato. 

Durante l’urto di particelle nucleari cariche, oltre alle forze 
nucleari a corto raggio, si ha anche il campo coulombiano che decresce 
lentamente. Questo campo può alterare sostanzialmente la gran- 
dezza dell'onda incidente nella zona della reazione. La sezione di 
reazione si ottiene moltiplicando 1/v per il rapporto dei quadrati dei 
moduli delle funzioni d'onda coulombiana e libera (perr + 0); questo 
rapporto è dato dalle formule (136,10), (136,11). Cosi, otteniamo (in 
unità coulombiane) 


2nA 
7 a ERA] 9 (143,9) 


il segno + nell’esponente corrisponde alla repulsione, e il segno — 
all’attrazione. Il coefficiente A è la costante della legge 1/v; se la 


1) La formula (143,3), che tiene conto del termine successivo dello sviluppo 
in potenze di K, richiede invece che VU decresca più rapidamente di r-4. 
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velocità è grande rispetto all’unità coulombiana (X % 1), l’intera- 
zione coulombiana non svolge alcun ruolo e si torna alla legge o, = 
= Alk. 

Se invece la velocità è piccola rispetto all’unità coulombiana 
{XK « 1, cioè in unità ordinarie Z,Zye*/hv > 1, dove Zje e Zye sono 
le cariche delle particelle collidenti), l’interazione coulombiana ha 
una parte dominante nella determinazione della grandezza della 
funzione d'onda nella zona di reazione. Allora, nel caso di collisione 
di particelle che si attraggono si ha 


o =, (143,6) 


e nel caso di collisione di particelle che si respingono 
0, = (2rA/k?) e-290/k, (143,7) 


Nell'ultimo caso, la sezione tende a zero per %X + 0. Il fattore espo- 
nenziale, che distingue la (143,7) dalla (143,6), è la probabilità di 
attraversamento della barriera di potenziale coulombiana; nelle 
unità usuali, esso ha la forma exp (—2nZ,Zse?/fv). 

È da notare che la legge limite (143,6) si riferisce non solo alla 
sezione d’urto totale, ma anche alla sezione d’urto parziale con ogni 
momento /!). Ciò risulta dal fatto che nello sviluppo (136,1) delle 
funzioni w*f (che figurano nelle formule da noi usate (136,10), (136,11)) 
in tutti i termini della somma le funzioni &},; al limite hanno la 
stessa dipendenza da È. Infatti, nel limite X + 0 le funzioni radiali 
(nel caso di attrazione) sono date dalle espressioni (36,25), e vicino 
al centro si ha Rx; — Vkr!. I contributi dei singoli momenti al 
quadrato della funzione d’onda nella zona di reazione sono —a?‘/k, 
cioè hanno la stessa dipendenza da %, anche se vengono indeboliti 
dal fattore piccolo (a/a:)? (a. = f?/mZ,Ze® è l’unità di lunghezza 
coulombiana). 


$ 144. Matrice di diffusione in presenza di reazioni 


La sezione d'urto 0, considerata nei $$ 142, 143 rappresentava la 
sezione d’urto totale di tutti i canali anelastici di diffusione possibili. 
Mostriamo ora come si costruisce la teoria generale degli urti anela- 
stici, nella quale ogni canale può essere considerato separatamente. 

Supponiamo che da un urto di due particelle escano di nuovo due 
particelle (le stesse o altre). Numeriamo tutti i canali di reazione 
possibili (per un energia data) e indichiamo con gli indici corri- 
spondenti le grandezze relative a questi canali. 

Sia i il canale d’entrata. La funzione d’onda del moto relativo 
delle particelle collidenti (nel sistema del centro d'inerzia) in questo 


1) Lo stesso per la legge (143,7). 
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canale è la somma, già scritta più volte, di un’onda piana incidente 
e di un’onda divergente diffusa elasticamente: 


vi= exp (ik) + fi; (0) LCD. (144,1) 


Il quadrato dell’ampiezza f;; dà la sezione di diffusione elasti- 
ca nel canale è: 
do;; = Î fii |? do. (144,2) 


Negli altri canali (indice f), le funzioni d'onda del moto relativo 
delle particelle rappresentano onde divergenti. Per una ragione che 
verrà spiegata più avanti è opportuno rappresentare queste onde 
nella forma!) 


d=f0)y Perle, (144,3) 


dove k; è il vettore d'onda del moto relativo dei prodotti della rea- 
zione (nel canale f), 0 l'angolo formato con l’asse z, e m; e my sono le 
masse ridotte delle due particelle iniziali e delle due particelle fina- 
li. Il flusso diffuso nell’angolo solido do si ottiene moltiplicando il 
quadrato | w; |? per v;r? do, e la sezione di reazione corrispon- 
dente, dividendo questo flusso per la densità del flusso incidente, 
uguale a vi: 

don=|fn{} ph don, (144,4) 


dove pi = mjb;, pf = my; sono le quantità di moto. 

Nel $ 125 è stato introdotto l’operatore di diffusione $ che tra- 
sforma un'onda convergente in un’onda divergente. In presenza di 
più canali, questo operatore ha elementi di matrice per transizioni 
fra i diversi canali. Gli elementi « diagonali » rispetto ai canali cor- 
rispondono alla diffusione elastica, e quelli non diagonali ai diversi 
processi anelastici; tutti questi elementi restano ancora operatori 
rispetto ad altre variabili. Essi sono determinati come segue. 


Cosi come nel $ 125, introduciamo gli operatori (09 fi legati alle 
‘ampiezze fi;, fi definiti dalla formula: 


S,i=8 +2 Vikikify (144,5) 


È facile vedere che proprio con tale definizione si ottiene la matri- 
ce S che deve soddisfare la condizione di unitarietà. In effetti, scri- 


1) Indichiamo di nuovo (vedi nota alla pag. 182) lo stato iniziale del siste- 
ma con l'indice i, e quello finale con l’indice f. Nell’ampiezza di diffusione, 
l'indice dello stato finale si scrive a sinistra dell'indice dello stato iniziale, in 
accordo con la disposizione degli indici negli elementi di matrice. Nello stesso 
SRI saranno disposti, per uniformità, gli indici nelle riotazioni delle sezioni 

‘urto. 
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viamo la funzione d’onda nel canale d’entrata come insieme di onde 


convergente e divergente, come è stata rappresentata nel $ 125: 
= __ n° exp(— ik;r) n ni. "\ ©Xp (ik;r) Da 
vi F( n ) r Vo; a (14 2ik;f;) F (n°) r Vo; 


=F(-n) PETS. 0 —8,F (0) LED (144,6) 


i Va 


/2 


ì 


(per comodità, è stato introdotto qui il fattore vj !’*, mancante nella 
(125,3)). Allora, con le notazioni delle ampiezze adottate, la funzione 
d’onda nel canale f si scrive nella forma 


Wy= il V/ EL ÎuP (01) SPC SP (0) SLI. (146,7) 


La corrente nelle onde convergenti deve essere uguale alla somma 
delle correnti delle onde divergenti in tutti i canali; questa richiesta 
esprime la condizione evidente che la somma delle probabilità di 
tutti i processi possibili (elastici ed anelastici), che possono aver 
luogo negli urti, deve essere uguale a uno. Grazie ai fattori )v 
introdotti nei denominatori delle onde sferiche, la velocità viene 
eliminata dalle densità delle correnti in queste onde. Quindi la 
condizione posta significa semplicemente che le normalizzazioni 
dell'onda convergente e dell’insieme delle onde divergenti devono 
coincidere. Essa si esprime, come precedentemente, dalla condizione 
di unitarietà dell'operatore di diffusione, inteso come una matrice, 
in particolare, rispetto agli indici dei diversi canali. Per gli opera- 
tori f,; questa condizione è espressa dall’uguaglianza 


ii Î= 2i 2 knfinfins (144,8) 


analoga alla (125,7); l'indice + esprime qui la coniugazione comples- 
sa e la trasposizione rispetto a tutti gli altri (oltre al numero del 
canale) indici di matrice. 

La matrice S è diagonale rispetto agli stati con valori determinati 
del momento orbitale /; indicheremo con l’indice (/) gli elementi di 
matrice corrispondenti. Applicando gli operatori fi; e fi alla fun- 
zione (125,17), otteniamo le ampiezze dei processi elastici ed anela- 
stici nella forma 


tu=- DI (21+1) (S)— 1) P; (cos0), 
ni (144,9) 


i ) 
Î1;=> Di VER Zi (22+1) SW P, (cos 0). 
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Le sezioni d'urto integrali corrispondenti sono 


0:=37 D, (214 1)[1- SP |?, 
° 1=0 


I 
ke: 


L 


o:=- S (21+1)|S;P. (144,10) 
1=0 

La prima di queste formule coincide con la (142,3). La sezione d’urto 
totale delle reazioni o, (dal canale d’entrata i) è la somma o, = 


= È. fi su tutti glif i. Datal’unitarietà della matrice S, abbiamo 
Î 


D Sa =A—-|Sif, 
e torniamo alla formula (142,4) per 07. 
La simmetria del processo di diffusione rispetto all’inversione 
del tempo (teorema di reciprocità) si esprime con l'uguaglianza 


S;;= Siepe (144,11) 
ossia, che è lo stesso: 
Îi=Îiapa. (144,12) 


Qui i* e f* indicano gli stati che si distinguono dagli stati i e f 
per il cambiamento dei segni delle quantità di moto e delle proiezio- 
ni degli spin delle particelle*); essi si chiamano stati invertiti nel 
tempo rispetto agli stati i, f. Le relazioni (144,11), (144,12) generaliz- 
zano le formule (125,11), (125,12) relative alla diffusione elastica?). 
L'’uguaglianza (144,12) dà la relazione seguente per le sezioni 

d’urto di reazione: 
do;;/p} do;= d0;x;a/pî do;s. (144,19) 


Essa esprime il principio del bilancio dettagliato. 

Come è stato indicato nel $ 126, nel caso di applicabilità della 
teoria delle perturbazioni nell’approssimazione del primo ordine si 
ha, oltre al teorema di reciprocità, anche una relazione addizionale 
fra le ampiezze dei processi diretto e inverso (nel senso letterale della 
parola): i +—f e f —i. Questa proprietà, espressa dall’uguaglianza 
fii = fî;, vale (nella stessa approssimazione) anche per i processi 
anelastici. Le sezioni d’urto corrispondenti sono legate dall’ugua- 


glianza 
d0;;/p7 do; = do;;/pî do;. (144,14) 


1) Per le particelle complesse (atomo, nucleo atomico), con « spin » occorre 
intendere qui ìl momento intrinseco totale costituito sia dagli spin che dai mo- 
menti orbitali dei movimenti interni delle parti componenti. 

°) Prescindiamo qui dal fattore — 1 che può apparire nelle collisioni di 
particelle dotate di spin (cfr. (140,11)). Ma è ovvio he questa circostanza non 
incide sulla relazione (144,13) per le sezioni d’urto. 
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La differenza fra le transizioni i +f e i* +* scompare se si 
considerano le sezioni d’urto integrate su tutte le direzioni p;, som- 
mate sulle direzioni di spin delle particelle finali s,;, sg; e mediate 
rispetto alle direzioni della quantità di moto p; e degli spin delle 


particelle iniziali s1;, S2;. Indichiamo tale sezione d’urto con G;i 


= 1 
ia DI ) don don 
( 


my) 


la somma è estesa alle proiezioni degli spin di tutte le particelle; 
il fattore davanti al segno di somma e di integrale è dovuto al fatto 
che per le grandezze relative alle particelle iniziali si prende non la 
somma, bensi la media. Scrivendo la (144,13) nella forma 


Pi do; dojs = pj d0;+5a do;s 


le) 


ed eseguendo le operazioni suddette, otteniamo la relazione cercata 
g:pî0x; = g;Pj0;;- (144,15) 

Indichiamo qui con g; e g; le grandezze 
gi= (251; +1) (25,;+1), g;=(2515+4)(2525+1), (144,16) 


che determinano i numeri di orientazioni possibili degli spin di 
una coppia di particelle iniziali e di una coppia di particelle finali; 
questi numeri si chiamano pesi statistici degli stati i e f. 

Infine, segnaliamo la proprietà seguente delle ampiezze f;;. Come 
abbiamo visto nel paragrafo precedente, la sezione d’urto di reazione 
varia per p; +0 secondo la legge 0;; — 1/p; (per un decremento 
sufficientemente rapido a grandi distanze). Questo significa, confor- 
memente alla formula (144,4), che f;; tende a una costante per p; +0. 
In virtà della simmetria (144,12), risulta che f,;; tende a una 
costante anche per p; +0. Torneremo ancora su questa proprietà nel 
$ 147. 


$ 145. Formule di Breit e Wigner 


Nel $ 134 abbiamo introdotto il concetto di stati quasi-stazionari, 
come di stati aventi una vita media finita ma relativamente grande. 
Una vasta categoria di tali stati s'incontra nel campo delle reazioni 
nucleari ad energie non troppo grandi che procedono attraverso lo 
stadio della formazione di un nucleo composto). 

Il quadro fisico dei processi che avvengono è il seguente: la par- 
ticella incidente, interagendo con i nucleoni del nucleo si « fonde » 
con esso, formando un sistema composto in cui l’energia portata dalla 
particella si distribuisce fra i numerosi nucleoni. Le energie di riso- 


1) Il concetto di nucleo composto è dovuto a N. Bohr (1936). 
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nanza corrispondono ai livelli quasi-discreti di questo sistema com- 
posto. La vita media grande (rispetto ai periodi del moto dei nucleoni 
nel nucleo) degli stati quasi-stazionari è dovuta al fatto che per la 
maggior parte del tempo l’energia è distribuita fra le numerose par- 
ticelle, cosicché ciascuna di esse ha un'energia insufficiente per 
vincere l’attrazione delle altre particelle e uscire dal nucleo. È 
relativamente raro che in una particella sia concentrata un'energia 
sufficientemente grande perché essa possa abbandonare il nucleo. 
Allora, il decadimento del nucleo composto può avvenire in diversi 
modi corrispondenti ai diversi canali possibili di reazione!). 

Il carattere descritto di tali urti permette di affermare che la 
possibilità dei processi anelastici in questi urti non influisce sulla 
parte di potenziale dell’ampiezza di diffusione elastica, non legata 
alle proprietà del nucleo composto (vedi $ 134); essi cambiano solo 
la grandezza della parte di risonanza dell’ampiezza di diffusione 
elastica. Per la stessa ragione, le ampiezze dei processi di diffusione 
anelastica, che procedono attraverso lo stadio della formazione di un 
nucleo composto, hanno un carattere puramente di risonanza. Allora, 
i denominatori di risonanza di tutte le ampiezze, che sono legati 
all’annullarsi del coefficiente dell'onda convergente per £ = 
= E, — iT/2, conservano la loro forma precedente (E — £, + iT7/2), 
dove I determina sempre la probabilità totale di decadimento (qual- 
siasi) di un dato stato quasi-stazionario del nucleo composto. 

Insieme con la condizione di unitarietà che deve essere soddisfat- 
ta dalle ampiezze di diffusione, queste considerazioni sono suffi- 
cienti a determinarne la forma. 

È comodo eseguire i calcoli in forma simmetrica, numerando tutti 
i canali possibili di decadimento del nucleo composto, senza prefis- 
sare quale di essi sarà il canale d'entrata per la reazione data 
(a, db, c,... sono gli indici che numerano dei canali). Inoltre, pren- 
deremo in considerazione le ampiezze di diffusione parziali corri- 
spondenti al valore di / che possiede lo stato quasi-stazionario dato?). 
In accordo con quanto detto sopra, cercheremo queste ampiezze nella 
forma 


4 1 i TM 
fe (ea 1) de et 1 (145,1) 
a 2 kakb E— Eo — > iT 


(per semplificare la scrittura, abbiamo omesso l’indice / delle costanti 


6a @ Mov). Il primo termine è presente solo per a = bd; questa è 


1) Nel numero dei processi in competizione entra anche la cattura radiativa 
della particella incidente, in cui il nucleo composto eccitato passa al suo stato 
fondamentale emettendo un quanto y. Anche questo processo è « lento », essendo 
relativamente piccola la probabilità della transizione radiativa. | 

2) Preciallamo in un primo momento dall’influenza degli spin delle par- 
ticelle partecipanti al processo, che complica le cose. 
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l’ampiezza di diffusione elastica di potenziale nel canale a (le costan- 
ti 6, coincidono con le fasi 6{” che figurano nella formula (134,12). 
Il secondo termine nella (145,1) corrisponde ai processi di risonanza. 
La forma del coefficiente del fattore di risonanza in questo termine è 
scelta in modo da semplificare il risultato dell’applicazione della 
condizione di unitarietà (vedi più avanti). 

Poiché stiamo considerando la diffusione per un valore dato del 
modulo del momento orbitale, cioè di una grandezza che non cambia 
segno nell’inversione del tempo, il teorema di reciprocità (simmetria 
rispetto all’inversione del tempo) si esprime semplicemente con la 
simmetria delle ampiezze f&} rispetto agli indici a, b. Ne segue che 
anche i coefficienti Mo (Mas = Ma) devono essere simmetrici. 


Le condizioni di unitarietà per le ampiezze f%) sono: 


Im fig = DI kefach a (145,2) 


(cfr. (144,8)). Sostituendovi le espressioni (145,1), dopo un calcolo 
semplice otteniamo 
i? DI MaM%, 


fore «k=Eyk=f (E—E++ r2 


Perché questa uguaglianza sia soddisfatta identicamente per un’ener- 
gia arbitraria E, prima di tutto deve essere M,, = Mò, ossia le 
grandezze M,» devono essere reali. Dopo di che troviamo la relazione 


seguente 
Mav=d) MacMbve, (145,3) 


cioè la matrice dei coefficienti M,» coincide con il suo quadrato. 


Con una trasformazione lineare ortogonale appropriata U la ma- 
trice reale simmetrica Ma può essere ridotta a forma diagonale. 


Iudicando con M°* gli elementi diagonali della matrice (autovalori), 
scriviamo questa trasformazione come segue 
2 UnaUgrMar = M826, 


dove i coefficienti della trasformazione soddisfano le relazioni di 
ortogonalità 


2 UacU Be = Òafe (145,4) 


Viceversa, 
Mar= D) UaaUaM®. (145,5) 
(0 7 
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Le relazioni (145,3) conducono per gli autovalori M°*° alle con- 
dizioni M® = (M°)?, da cui segue che questi valori non possono 
essere altro che 0 o 1. Se uno solo fra tutti gli M‘° è non nullo (sia 
M°°= 1), allora dalla (145,5) si ottiene 


Mab= U aU 1» (145,6) 


ossia tutti gli elementi di matrice Ma» si esprimono con un insieme 
di grandezze U,, (a = 1, 2,...). Se sono diversi da zero più M°”, 
gli elementi di matrice M,, sono rappresentati dalle somme di ter- 
mini che si esprimono con diversi insiemi Uja, Usa: - . . di grandezze 
legate tra loro solo dalle relazioni di ortogonalità, e per il resto indi- 
pendenti. Un tale caso corrisponderebbe a una degenerazione acciden- 
tale in cui più stati quasi-stazionari distinti del nucleo composto cor- 
rispondono ad uno stesso livello energetico quasi-discreto!). Scar- 
tando questi casi privi di interesse, considerando cioè i livelli non 
degeneri, arriviamo quindi alla conclusione che gli elementi della 
matrice M,, rappresentano dei prodotti di grandezze ciascuna delle 
quali dipende dall’indice di un solo canale. 
Introducendo la notazione 


|Ural=V TE, 


riscriviamo la formula (145,6) come segue 


May=+ Vee (145,7, 
(il segno di M.» dipende dai segni di V,, e V,y e resta indetermina- 
to). In virtà dell'uguaglianza >} U,cU,e =1, le grandezze T, cosî 
introdotte soddisfano la relazione 


MSIa=T. (145,8) 


Queste grandezze si chiamano /arghezze parziali dei diversi canali. 
Le formule (145,1), (145,7), (145,8) stabiliscono la forma generale 
cercata delle ampiezze di diffusione. 

Riscriviamo ora le formule definitive attribuendo a uno dei 
canali la funzione di canale d’entrata?). Indichiamo con T. la lar- 
ghezza parziale di questo canale (larghezza elastica), e con T,,, Trn . . . 
le larghezze corrispondenti alle diverse reazioni. 


1) Questo si vede in modo particolarmente chiaro nel caso in cui tutti gli 


M°® sono uguali a uno. Dalle (145,4), (145,5) segue allora che anche Mab = Sab» 
cioè che le transizioni fra i diversi canali mancano. In altre parole, questo caso 
corrisponderebbe a più stati quasi-discreti indipendenti ciascuno dei quali è 
realizzato durante la diffusione elastica in uno dei canali. 

2) Queste formule sono state originariamente ottenute da G. Breit e E. Wig- 
ner (1936). 
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L'ampiezza totale di diffusione elastica è 


fe(0)= {0 (0 — 0 et P, (coso), (145,9) 
E-E+il 


dove k è il vettore d'onda della particella incidente, e f‘® l'ampiezza 
della diffusione di potenziale. Questa formula differisce dall’espres- 
sione (134,12) per la sostituzione di T nel numeratore del termine di 
risonanza con una grandezza minore I\. 

Le ampiezze dei processi anelastici hanno, come è stato già indi- 
cato, un carattere puramente di risonanza. Le sezioni d’urto diffe- 


renziali sono 


Pub; 
do, = STD _ tie [P, (cos 6)]?, (145,10) 


(E— E) +$-T"? 
e le sezioni d’urto integrali: 


IT letra 
Org = (21 + 1) Ta 


1 (145,11) 
(E—- E? +7 2 


La sezione d’urto totale di tutti i processi anelastici possibili; è 


0,=(2141) EL, (145,12) 
(E Eo+ 7 I? 


dove T, = IT — T. è la « larghezza anelastica » totale del livello. 

Ha interesse anche il valore della sezione d’urto di reazione 
integrato nella regione delle energie vicine al valore di risonanza 
E = Ex. Poiché 0, decresce rapidamente quando ci allontana dalla 
risonanza, l’integrazione in E — E può essere estesa da —co0 a 00, 


e si ottiene 


| 0-dE=(21+1) er, (145,13) 


Nella diffusione di neutroni lenti (la lunghezza d’onda è grande 
rispetto alle dimensioni del nucleo) ha importanza solo la diffusione s, 
e l'ampiezza della diffusione di potenziale si riduce a una costante 
reale —a. In luogo della (134,14), abbiamo ora 


eds, (145,14) 


La sezione totale di diffusione elastica è 

T2+4akT. (E--E 
* a (145,15) 
(E-Eo?+71T? 
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Il termine 4ma? si può chiamare sezione della diffusione di 
potenziale. Si vede che nella regione di risonanza si ha un'’inter- 
ferenza fra la diffusione di potenziale e quella di risonanza. Soltanto 
nelle immediate vicinanze del livello (E — E, — I) è possibile 
trascurare l'ampiezza a (ricordiamo che | ak | « 1), e allora la for- 
mula per la sezione di diffusione elastica di neutroni lenti si 
scrive come segue 


T2 
x (145.16) 


IT 
Oo=4+r ———_———=< 
4 E-E+1° 
Allora, la sezione totale di diffusione elastica e di diffusione 
anelastica è uguale a 
O} = 0 + 0 = i____ (145,17) 
(E— E) +7 MT? 


Nelle condizioni in cui si può trascurare la diffusione di potenzia- 
le, le sezioni 0%, 0,, Si possono rappresentare nella forma 


pa 
T 


To 
O, = 0; DT’ Or,= 01 


La grandezza 0; (la somma delle sezioni di tutti i processi di risonanza 
possibili) si può allora considerare come la sezione d'urto della for- 
mazione del nucleo composto. Per quanto concerne le sezioni d'urto 
dei diversi processi elastici ed anelastici, esse si ottengono molti- 
plicando 0; per le probabilità relative di questo o quel decadimento 
del nucleo composto, date dal rapporto delle larghezze parziali 
corrispondenti alla larghezza totale del livello. La possibilità di una 
tale rappresentazione delle sezioni d’urto è una conseguenza della 
fattorizzazione (scomposizione in fattori) dei coefficienti M.» nei 
numeratori delle ampiezze di diffusione. Essa corrisponde all’im- 
magine fisica del processo d'urto come di un processo che avviene in 
due tappe: formazione del nucleo composto in uno stato quasi- 
stazionario determinato e successivo decadimento secondo uno dei 
canali!). 

Come è stato già rilevato nel $ 134, il dominio dell’applicabilità 
delle formule considerate è limitato solo dalla richiesta che la dif- 
ferenza | E — E | sia piccola rispetto alla distanza D fra i livelli 


1) Abbiamo effettuato sopra tutti i calcoli tenendo conto delle reazioni della 
forma a + X = db + Y, nel corso delle quali due particelle iniziali (nucleo + 
+ particella incidente) danno di nuovo origine a due particelle. Questa ipotesi 
non ha però un valore fondamentale, come è chiaro dal carattere fisico dei risul- 
tati ottenuti. Le formule del tipo (145,14) per le sezioni d’urto integrali sono 
valide anche per le reazioni in cui dal nucleo escono più particelle. 
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quasi-discreti contigui del nucleo composto (con lo stesso momento 
angolare). Nello stesso paragrafo si è anche mostrato che, in tale 
forma, queste formule escludono il passaggio al limite E +0, pro- 
blema che si pone quando il valore £ = 0 appartiene alla regione di 
risonanza. In questo caso, le formule vanno modificate sostituendo 
l'energia £, con una certa costante ad essa legata €, e la larghezza 
elastica T, con ye V E; quanto alla larghezza anelastica T,, essa deve 
essere considerata, come precedentemente, costante (H7. A. Bethe, 
G. Placzek, 1937)"). Come risultato di questa sostituzione, la sezione 


anelastica (145,12) cresce per E +0 come 1/V E in accordo con la 
teoria generale della diffusione anelastica di particelle lente ($ 143). 

Se si tiene conto degli spin delle particelle collidenti, ciò porta, 
nel caso generale, a formule piuttosto ingombranti. Limitiamoci al 
caso semplice ma importante della diffusione di neutroni lenti, quan- 
do alla diffusione partecipano soltanto i momenti orbitali / = 0. 
Lo spin del nucleo composto si ottiene allora sommando lo spin i 
del nucleo bersaglio con lo spin s = 1/2 del neutrone, cioè può 
avere i valori j = i + 1/2 (si suppone i # 0; in caso contrario, le 
formule non subiscono alcuna modifica). Ogni livello quasi-discreto 
del nucleo composto corrisponde a un valore determinato di j. Quindi 
la sezione d’urto di reazione si ottiene moltiplicando l’espressione 
(145,12) (con = 0) per la probabilità g (j) che un sistema nucleo + 
neutrone abbia il valore richiesto di j, quello per cui si ha un livello 
di risonanza. 

Supporremo che gli spin dei neutroni e dei nuclei bersaglio siano 
orientati a caso. Ci sono in tutto (2i + 1) (25 + 1)=2(2i+ 1) 
orientazioni possibili della coppia di spin i e s. Di queste (2j + 1) 
orientazioni corrispondono a un dato valore del momento totale j. 
Ritenendo tutte le orientazioni equiprobabili, troviamo che la pro- 


babilità del dato valore di j è 
FOR ae RIS (145,18) 


La formula per la sezione di diffusione elastica deve essere 
modificata in modo analogo. Occorre tener conto allora che alla 
diffusione di potenziale partecipano i due valori di j. Quindi il fat- 
tore g (j) (con j corrispondente al livello di risonanza) deve essere 
introdotto nel secondo termine della (145,15), e il termine 4a? va 


sostituito con la somma È) g (j) -4na®?, 
Ì 


1) È essenziale che per i processi anelastici possibili a piccole energie (la 
cattura radiativa, per esempio) il valore E = 0 non è un valore di soglia. Per le 
larghezze parziali I, a energie vicine alla soglia della reazione data, occorre- 


rebbe una sostituzione analoga a quella per Te; sotto questa soglia la reazione 
non ha luogo. 
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Il fatto che le reazioni di risonanza attraversano lo stadio della 
formazione del nucleo composto in uno stato quasi-stazionario deter- 
minato, consente di fare alcune considerazioni generali sulla distri- 
buzione angolare dei prodotti di queste reazioni. Ogni stato quasi- 
stazionario possiede, oltre ad altre caratteristiche, una parità deter- 
minata. La stessa parità avrà quindi anche il sistema di particelle 
(b + Y) chesi formano nel decadimento del nucleo composto. Questo 
significa che la funzione d’onda di questo sistema e, di conseguenza, 
anche le ampiezze delle reazioni, nell’inversione del sistema di coordi- 
nate, possono soltanto essere moltiplicate per +4; quanto ai quadrati 
delle ampiezze, cioè le sezioni d’urto, essi restano quindi invariati in 
questo caso. L’inversione delle coordinate significa (nel sistema del 
baricentro delle particelle) la sostituzione 0 +27 — 0, p>1n +9 
per l'angolo polare e l’azimut che determinano la direzione della 
diffusione. La distribuzione angolare dei prodotti della reazione deve 
quindi essere invariante rispetto a questa sostituzione. In particolare, 
dopo la media rispetto alle direzioni di spin delle particelle parteci- 
panti alla reazione, la sezione d’urto dipende solo dall’angolo di 
diffusione 0. La distribuzione relativamente a questo angolo deve 
essere simmetrica rispetto alla sostituzione 0 + — $, cioè la di- 
stribuzione angolare (nel sistema del baricentro) è simmetrica rispetto 
a un piano normale alla direzione delle particelle collidenti!). 

In conseguenza del grande numero di livelli molto ravvicinati del 
nucleo composto, la variazione energetica delle sezioni d'urto dei 
diversi processi di diffusione è molto complessa. Questa complessità 
rende, in particolare, difficile la rivelazione di variazioni sistema- 
tiche nelle proprietà delle sezioni d'urto nel passare da alcuni nuclei 
ad altri. Di conseguenza è opportuno, omettendo i dettagli della 
struttura di risonanza, considerare la variazione delle sezioni d’urto 
mediate su intervalli energetici grandi rispetto alla distanza fra 
i livelli. In questo modo rinunciamo anche a distinguere diversi 
tipi di processi anelastici, limitandoci a suddividere tutta la dif- 
fusione — nel senso indicato sotto — in « elastica » e « anelastica »°). 

Per precisare il senso delle mediazioni eseguite, prescindiamo di 
nuovo dalle complicazioni dovute agli spin e consideriamo le sezioni 
di diffusione parziali con {= 0. 

Conformemente alle formule (142,7), 


o,=|S-1, 0=(1—-|S|), c=-2(1—ReS), (145,19) 


1) Per le particelle senza spin la sezione d'urto differenziale di reazione 
sarebbe semplicemente proporzionale a [P} (cos 0)]?, e la simmetria detta è 
evidente. 

2) Il procedimento della media esposto più avanti (per passare al 
cosiddetto modello ottico di diffusione nucleare) è stato proposto da V. F. Weis- 
skopf, C. E. Porter, H. Feshbach (1954). 
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le sezioni di diffusioni elastica e anelastica, e con esse anche 
la sezione d'urto totale, si esprimono con la stessa grandezza S 
(per brevità, omettiamo gli indici (0). Mediando relativamente 
all'intervallo energetico, la sezione d'urto totale, dipendente linear- 
mente da $, si esprime in funzione del valore medio di S come segue 


0, = 2(1—ReS) (145,20) 


(lasciamo inalterato nella media il fattore lentamente variabile X-?). 
Introduciamo invece nella media come sezione d'urto « elastica » 
la grandezza 


or'= 2 |S-1P, (145,21) 
non coincidente, in generale, con il valore medio 0,. In altre parole, 
definiamo la diffusione elastica prendendo preliminarmente la media 
dell’ampiezza nell'onda divergente Se'*"/r. Con tale definizione, la 
diffusione elastica di un pacchetto d’onda ne lascia inalterata la 
forma; si può dire che la sezione (145,24) si riferisce alla parte « coe- 
rente » della diffusione. Questo vuol dire che dalla diffusione elastica 
è stata esclusa quella sua parte che avviene attraverso lo stadio 
della formazione del nucleo composto: nella comparsa di un nucleo 
composto con vita media lunga seguita dal suo decadimento, le 
caratteristiche del pacchetto d’onda incidente, naturalmente, si 
perdono. La sezione d’urto « anelastica » nel modello mediato si 
determina ora in modo naturale come la differenza 0°?' = 9, — 0°', 
cioè 

09° = (1-]SP). (145,22) 
In tal modo, sono inclusi qui non soltanto i diversi processi anelastici, 
ma anche la parte della diffusione elastica che avviene con forma- 
zione di un nucleo composto intermedio. 

È facile vedere che la suddetta interpretazione riflette fedelmente 
la situazione che si presenta nei casi limite, e possiede quindi un 
carattere di interpolazione ragionevole. 

Nella regione delle basse energie in cui abbiamo a che fare con 
risonanze ben separate (I « D), nelle vicinanze di ogni livello $S è 
data dalla formula 

se ( a exp (2160). 


E-Eo+- il 


Mediando questa espressione, otteniamo 


— 


S=(1— e) exp (2181), (145,23) 
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dove T, e D sono, rispettivamente, la larghezza elastica media (rela- 
tivamente ai livelli contenuti nell'intervallo di energie dato) e la 
distanza media fra i livelli; la funzione lentamente variabile 6‘® (£) 
si può ritenere costante nella media. Ne deduciamo 


Ag (145,24) 


dove sono omessi i piccoli termini —(T/D)!). Questa espressione 
coincide effettivamente con il valore medio della sezione (145,17) 
corrispondente, come è stato rilevato, alla formazione del nucleo 
composto. 

A misura che l’energia di eccitazione del nucleo composto cresce, 
le distanze fra i suoi livelli diminuiscono, e le probabilità di decadi- 
mento (e quindi anche le larghezze totali dei livelli) aumentano, cosic- 
ché i livelli cominciano a sovrapporsi (allora il concetto stesso di 
livelli quasi-discreti perde in grande misura il suo senso). Ne risulta 
che le irregolarità dell'andamento della funzione S (£) si livellano 
fra di loro, cosicché la differenza fra la funzione esatta e la funzione 
media diventa piccola, e la sezione d’urto (145,22) coincide quindi 
con 0, della (145,19). Questo è in accordo con il fatto che a grandi 
energie il decadimento del nucleo composto attraverso il canale 
d'entrata non ha nessuna importanza rispetto ai numerosi altri modi 
di decadimento possibili per tali energie; in questa regione tutti i 
processi accompagnati dalla formazione di un nucleo composto si 
possono quindi ritenere anelastici. 

Cosî, nel modello mediato la diffusione è ancora determinata da 


una sola grandezza (5), che è ora una funzione regolare dell'energia. 
Per calcolare questa funzione nel cosiddetto modello ottico, le proprie- 
tà di diffusione del nucleo vanno approssimate con un campo di 
forze con potenziale complesso. In seguito all’esistenza di una parte 
immaginaria nel potenziale ha luogo, oltre alla diffusione elastica, 
anche un assorbimento di particelle. Questo assorbimento, la cui 
sezione è data dall’espressione (145,22) si identifica precisamente 
con la diffusione «.anelastica » nella rappresentazione media. 


$ 146. Interazione nello stato finale delle reazioni 


L’interazione delle particelle che si formano in seguito a qualche 
reazione può avere un'influenza importante sulla loro distribuzione 
energetica ed angolare. È naturale che questa influenza deve essere 
particolarmente sensibile nei casi in cui la velocità relativa delle 


1) Dello stesso ordine di grandezza sarebbero anche i termini che apparireb- 
Se " AA: conto, nella regione attorno a un livello, dell’influenza degli 
altri livelli. 
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particelle interagenti è piccola. Con un tale fenomeno abbiamo a che 
fare, per esempio, nelle reazioni nucleari accompagnate dall’emis- 
sione di due o più nucleoni: l’effetto è legato alle forze nucleari 
agenti fra i nucleoni liberi!). 

Sia po la quantità di moto del centro di inerzia di una coppia di 
nucleoni emessi, e p la quantità del loro moto relativo. Partiamo 
dall'ipotesi che p « po e quindi l’energia relativa £ = p°/m (mè la 
massa del nucleone) e piccola rispetto all’energia del moto del centro 
di inerzia £, = pj/4m. Supponiamo, nello stesso tempo, che l'energia 
E, sia grande rispetto all’energia del livello (reale o virtuale) che il 
sistema di due nucleoni possiede. In altre parole, solo il moto relativo 
dei nucleoni è supposto « lento », mentre essi stessi sono « veloci ». 

La probabilità della reazione è proporzionale al quadrato del 
modulo della funzione d'onda delle particelle formantesi quando esse 
si trovano nella « zona di reazione », cioè a distanze l’una dall’altra 
dell'ordine del raggio d'azione a delle forze nucleari (cfr. considera- 
zioni analoghe nel $ 143 relative alle particelle iniziali). Nel caso 
considerato il nostro scopo è di determinare la dipendenza della 
probabilità di reazione solo dalle caratteristiche del moto relativo 
di una coppia di nucleoni. È sufficiente quindi considerare solo la 
funzione d’onda yp (r) di questo moto, cosicché la probabilità della 
formazione di una coppia di nucleoni con quantità di moto relativa 
nell'intervallo d*°p è 


dw = costante-»|w, (a) |? dp. (146,1) 


Come è stato mostrato nel $ 136, per trovare la probabilità che 
nella diffusione il sistema passi in uno stato con una determinata 
direzione del moto, occorre prendere come funzioni d’onda dello 
stato finale le funzioni yy” contenenti (all’infinito), oltre a un’onda 
piana, solo un'onda convergente; queste funzioni devono essere nor- 
malizzate sulla funzione $ della quantità di moto. D'altra parte, 
le funzioni wf” si ottengono direttamente (con la coniugazione com- 
plessa e cambiamento del segno di p) dalle funzioni yj” contenenti 
all'infinito onde sferiche divergenti, cioè corrispondenti al problema 
della diffusione reciproca di due particelle. Sostituendo nella (146,1), 
questa differenza diventa inessenziale, cosicché si possono intendere 
con wp, nella; (146,1) le funzioni wp'’, e il problema si riduce cosi a 
quello, già studiato, della diffusione di risonanza di particelle lente. 

Benché la vera forma della funzione w, nella regione r — a sia 
ignota, per determinare la dipendenza della probabilità dall'energia 
E, è sufficiente considerare questa funzione a distanze r > 1/k > a 
(dove k = p/#; si suppone che akK<« 1) prolungandola poi, in ordine 


1) I risultati che seguono sono stati ottenuti da A. B. Migdal (1950) e, indi- 
pendentemente, da XK. M. Watson (1992). 
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di grandezza, fino a distanze r — a!). Allora, il contributo essenziale 
alla p_ è dato dall’onda sferica (contenente il fattore 1/r). Questa 
onda rappresenta un insieme di onde parziali con diversi valori di !, 
le cui ampiezze sono le corrispondenti ampiezze di diffusione. Per la 
determinazione del quadrato | wp (a) |?, è sufficiente allora limitarsi 
all’onda s, in quanto a piccole energie le ampiezze di diffusione con 
1 #0 sono relativamente piccole. Conformemente alla formula 
(133,7), abbiamo cosî 
4 eikr 

Po — x+ ik n? (146,2) 
dove x = Vm|e |/, ed e è l'energia dello stato legato (o virtuale) 
del sistema di due nucleoni?). Sostituendo questa: espressione nella 
(146,1), otteniamo 


dwp= costante {Pr . (146,3) 


Cosî, la distribuzione secondo le direzioni della quantità di moto 
(nel sistema del centro di inerzia dei due nucleoni) è isotropa. Quanto 
alla distribuzione secondo le energie del movimiento relativo, essa 
è data dalla formula 


E dE 
dwg = costante» HE SE À (146,4) 


Vediamo che l’interazione fra i nucleoni comporta la comparsa nella 
regione delle piccole £ di un massimo nella distribuzione (per 
E-]|e)°). 

A valori piccoli della quantità del moto relativo (p « po) cor- 
rispondono nel sistema di laboratorio di coordinate angoli 6 piccoli 
fra le quantità di moto dei due nucleoni. Quindi, alla presenza del 
massimo nella distribuzione secondo £ corrisponde nel sistema di 
laboratorio una correlazione angolare fra le direzioni di emissione 


1) La legittimità di questo procedimento è legata al fatto che nella regione 
r « 1/k si può trascurare l’energia £ nell’equazione di Schròdinger che deter- 
mina la funzione w,. Quindi la dipendenza della funzione p da £ in questa re- 
gione è completamente determinata dalla sua «saldatura » con la funzione nella 
regione r.- 1/k. 

2) Abbiamo presente qui una coppia np con spin paralleli o antiparalleli, 
oppure una coppia nn con spin antiparalleli. Nel caso di una coppia pp la si- 
tuazione si complica a causa della repulsione coulombiana; questo caso va con- 
siderato partendo dalla teoria esposta nel $ 138. 

3) A rigore, possono dipendere da £ (attraverso le altre parti della funzione 
d'onda di tutto il sistema dei prodotti della reazione) anche i! coefficienti co- 
stanti nelle formule (146,3), (146,4). Ma questa dipendenza è debole: come fun- 
zione di E, questo coefficiente varia sensibilmente solo nell’arco di tutto l’in- 
tervallo delle energie (-Zy) che può acquistare una coppia di nucleoni nella 
reazione considerata. Quindi per la distribuzione nella regione E « £y si può 
trascurare questa dipendenza rispetto alla forte dipendenza caratterizzata dalla 
formula (146,4). 
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dei nucleoni che si manifesta in un aumento della probabilità dei 


valori piccoli di 0. 
Siano p; e p, le quantità di moto dei nucleoni nel sistema di labo- 


ratorio. Allora 
1 
Po=P1+P2> P== (P2— Pi) 


(ricordiamo che la massa ridotta di due particelle identiche è m/2). 
Moltiplicando vettorialmente queste due uguaglianze, otteniamo 


[pop] = [p,p:l; per p € po, ne deduciamo 
PoP1 = PsPa sen 0 = La 0, 


ossia 0.= 4p,/Po, dove p, è la componente trasversale (rispetto alla 
direzione py) del vettore p, e 0 l'angolo piccolo fra le direzioni p, 
e ps. Riscrivendo la formula (146,3) nella forma 


2rp , dp, dp, 
"i (pi +2f)+1e1 


dwy= costante 


e integrando in dpy, troviamo la distribuzione delle probabilità 
rispetto all'angolo 0. Poiché l’integrale converge rapidamente, si 
può estendere l'integrazione alla regione da —co0 a 00, e otteniamo 
infine 


dwe = costante - plane . (146,5) 
E 
VALERSDI 
La distribuzione angolare riferita all'elemento di angolo solido 
do = 2n0 d0 ha un massimo per 0- Ve |/E6. 


$ 147. Comportamento delle sezioni vicino alla 
soglia di reazione 


Se la somma delle energie interne dei prodotti di una reazione è 
superiore alla somma corrispondente delle particelle iniziali, la 
reazione ha una soglia: essa può aver luogo solo se l'energia cinetica 
E delle particelle collidenti (nel sistema del centro di inerzia) supera 
un certo valore di soglia £;. Consideriamo il carattere della dipenden- 
za energetica della sezione della reazione vicino alla sua soglia. 
Supporremo allora che in seguito alla reazione si formino di nuovo 
in tutto due particelle (reazione del tipo A + B = A' + B'). 

Vicino alla soglia la velocità relativa v’ delle particelle prodotte 
è piccola. Tale reazione è l’inverso di una reazione in cui la velocità 
delle particelle collidenti è piccola. La dipendenza della sua sezione 
d’urto da v’ può quindi essere trovata facilmente mediante il prin- 
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cipio del bilancio dettagliato (144,13) a partire dalla dipendenza 
energetica della reazione conosciuta per la quale v'’ è la velocità nel 
canale d’entrata ($ 143). In una vasta categoria di reazioni, quando 
non c'è interazione coulombiana fra le particelle A’ e B' (tali sono, 
per esempio, le reazioni nucleari con formazione di un neutrone 
lento), troviamo cosi che la sezione d’urto di reazione è proporzionale 
av’? (1/v'), cioè!) 

O nU'. (147,1) 


Troviamo cosi anche la dipendenza della sezione d’urto dall’energia 
delle particelle collidenti: la velocità v’, e con essa anche la sezione 
d'urto di reazione, è proporzionale alla radice della differenza E — E, 


o. AVE-E,. (147,2) 


Le ampiezze di diffusione nei vari canali sono legate fra di loro 
dalle relazioni di unitarietà. Grazie a questo legame, la scoperta di 
un nuovo canale comporta la comparsa di determinate singolarità 
nelle dipendenze energetiche delle sezioni d'urto di altri processi, 
compresa la diffusione elastica (E. Wigner, 1948; A. I. Baz, 1957; 
G. Breit, 1957). Per chiarire la natura e il carattere di questo feno- 
meno, consideriamo il caso più semplice in cui sotto la soglia della 
reazione è possibile solo la diffusione elastica. 

In prossimità della soglia le particelle 4’ e B' si formano in uno 
stato con momento orbitale / = 0 (a ciò corrisponde precisamente la 
legge (147,2)). Se le particelle partecipanti alla reazione non hanno 
spin, il momento orbitale si conserva, e, di conseguenza, il sistema 
di particelle A + 8 si trova pure nello stato s. Conformemente alla 
(142,7), la sezione d’urto parziale di reazione per / = 0 è legata al- 
l'elemento della matrice S, corrispondente alla diffusione elastica, 
dalla formula 


oi — x (41-|Sd3), (147,3) 


dove k è il vettore d'onda delle particelle collidenti. Uguagliando la 
(147,2) e la (147,3), troviamo che sopra la soglia di reazione, vicino 


ad essa, il modulo | S, |è uguale, fino a termini dell'ordine V £ — £,, a 
k? calci 
[Ss] =1-> AVE-E, E>E, (147,4) 


dove X = V 2mE./h (m è la massa ridotta delle particelle A e B). 
Nella regione sotto la soglia esiste solo la diffusione elastica, cosicché 


|S}=1, E<E; (147,5) 


1) La costanza del limite al quale tende l’ Snezza fi per py + 0 (cfr. fine 
del $ 144), corrisponde precisamente a questo risultato: la sezione d’urto (144,4) 
è proporzionale a py. 
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Ma l’ampiezza di diffusione, e con essa S, devono essere funzioni 
analitiche in tutta la regione di variabilità dell’energia. Una tale 
funzione, che assume i valori (147,4) e (147,5) 
sopra e sotto la soglia, è data, con la stessa 
precisione, dalla formula 


do 
dé 


k? = 
So — e2id0 (1 — 3 4 VE-E;) . (147,6) 


dove 6, è una costante (per E< &, la ra- 
dice V E — £; diventa immaginaria, e il mo- 


I 
À 
2) 
do 
dé | _ RT 
dulo dell’espressione fra parentesi si differen- 
zia dall'unità solo di una grandezza infinitesima 
| 
d) 
i 
NV 
Ì 
| 
6) 
| 
pi 
| 


di ordine superiore). 
£ La diffusione anelastica manca per tutti 
gli { #0, cosicché 
d6 Da 
 S,=eli, 1£0, (147,7) 


vicino alla soglia le fasi è; devono essere poste 
uguali al loro valore per Pe E). 

È Sostituendo i valori ottenuti di .S, nella 
formula (142,2), troviamo l’espressione seguen- 
te per l'ampiezza di diffusione in prossimità 
della soglia di reazione: 


do 
df 


j (0, E)= fs (0)— E AVE=E;e2ito, (147,8) 


E 
d) dove f, (0) è l'ampiezza di diffusione per 
Fio. 50 E = E,. Da cui la sezione differenziale di dif- 
e fusione è 


2° =|fs(0)P+SuAVE-=E;Im{fs(0)e-2i0} per E>E,, 
do _1f3(0)}-JL AVETE:Re{fs (0) e-2i%) per E<E,. 


Rappresentando l’ampiezza f, nella forma |fs | ei*®, scriviamo 
finalmente questo risultato nella forma 

k _—_—_—— 
#7 =1/s (0) — Alfs(O|VIE—-Es]x 


Pero E>E,, 


cos (206, —@), E<E;. (23659) 


1) Poiché le funzioni è; (E) sono reali sia per E > £; che per E < EG, esse 
sono sviluppabili in potenze intere della differenza E — E,. 
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A seconda che l’angolo 26, — asi trovi nel quadrante 1, 2,3 0 4, 
la dipendenza energetica della sezione d'urto descritta da questa 
formula ha la forma rappresentata nella fig. 50, a, db, co d. In tutti 
i casi abbiamo due rami situati da ambo le parti della tangente 
verticale comune. 

Integrando le espressioni (147,9) in do, negli integrali dei secondi 
termini un contributo diverso da zero è dato solo dalla parte isotro- 
pa dell’ampiezza fs (0): l'ampiezza parziale della diffusione s, 
{ezido — 1)/2ik,. Come risultato, otteniamo per la sezione totale 
della diffusione elastica vicino alla soglia l’espressione seguente: 


sen? do per £E>&,, 


sen è, così per E<E,. (10) 


o=0,—2A4V|E— E] | 


Questa dipendenza ha la forma ao òd nella fig. 50 a seconda del segno 
positivo o negativo che precede sen 6, cos 6g. 

Cosi, l’esistenza di una soglia di reazione comporta la comparsa di 
una singolarità caratteristica nella dipendenza energetica della 
sezione di diffusione elastica. La presenza di spin nelle particelle 
modifica, ovviamente, le formule quantitativamente, ma il 
carattere generale del fenomeno resta lo stesso?). Se, accanto alla 
diffusione elastica sono possibili sotto la soglia anche altre reazioni, 
analoghe singolarità compaiono pure nelle loro sezioni d'urto. Tutte 
esse hanno per £ = £; una singolarità nell’intorno della quale sono 


funzioni lineari della radice V | E — £; | con diverse pendenze sopra 
e sotto la soglia. 

Nelle reazioni nucleari con emissione di una particella carica 
positivamente abbiamo a che fare con il caso in cui fra i prodotti 
della reazione (particelle A’ e B') agiscono le forze di repulsione 
coulombiana. In questo caso, la sezione d’urto di reazione per v' + 0 
{cioè E + £;) tende esponenzialmente a zero con tutte le sue derivate 
rispetto all'energia, e nessuna singolarità compare nelle sezioni d'urto 
degli altri processi. 

Infine, consideriamo reazioni con formazione di due particelle 
lente con cariche opposte, fra le quali agiscono forze coulombiane 
attrattive. La sezione d’urto di tale reazione è legata dal principio 
del bilancio dettagliato alla sezione d’urto (143,6) della reazione 
inversa fra due particelle lente che si attraggono. Troviamo cosi 
che per v’ + 0 la sezione d'urto tende a un limite costante 


0,= costante per v' + 0, (147,11) 


1) Per spin non nulli il sistema di particelle A’ + B'’ può avere nello stato 
sun momento angolare totale non nullo, e di conseguenza il sistema A + B può 
avere diversi stati orbitali. 
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cioè oltre la soglia la reazione inizia subito con una sezione d'urto 
finita. 

Precisiamo il carattere della singolarità della sezione di diffu- 
sione elastica vicino alla soglia di una reazione di questo genere 
(A. I. Baz, 1959). Questo non si può fare a partire direttamente dal- 
l'andamento noto sopra soglia (147,11) con il procedimento semplice 
che abbiamo applicato sopra al caso delle particelle non cariche. 
Rispetto a quest'ultimo caso, la situazione si complica ora per il 
fatto che il sistema delle particelle 4’ + B' possiede vicino alla 
soglia (per £ < £;) stati legati corrispondenti ai livelli energetici 
discreti nel campo coulombiano attrattivo. Dal punto di vista ener- 
getico, questi stati si possono formare nell’urto delle particelle 
A e B, ma, data la possibilità di diffusione elastica, essi non possono 
essere che quasi-stazionari. Tuttavia, la loro esistenza deve portare 
alla comparsa di effetti di risonanza nella diffusione elastica (sotto 
la soglia) analoghi alle risonanze di Breit-Wigner. 

Per risolvere il problema posto, consideriamo la struttura delle: 
funzioni d’onda descriventi il processo d’urto. In presenza di due: 
canali, l'equazione di Schròdinger del sistema di particelle intera- 
genti ha due soluzioni indipendenti finite in tutto lo spazio delle 
configurazioni; indichiamo con w, e w, due tali soluzioni scelte arbi- 
trariamente (e normalizzate arbitrariamente). Con queste funzioni si 
possono formare combinazioni lineari descriventi la diffusione nel 
caso in cui uno dei canali è quello d’entrata. Indichiamo con a e è 
i canali corrispondenti alle coppie di particelle A, B e A’, B' e sup- 
poniamo che la somma w = a, + &,w, corrisponda al caso del 
canale d'entrata a; essa descrive la diffusione elastica delle particelle 
A, Bela reazione A + B+ A' + B'. In prossimità della sogla di 
reazione i coefficienti a,, &, dipendono essenzialmente dalla piccola 
quantità di moto X», mentre le funzioni stesse arbitrarie w,, W, 
non hanno alcuna singolarità per k, = 0. 

A grandi distanze la funzione w deve rappresentare la somma di 
due termini corrispondenti al moto delle coppie di particelle nei 
canali a e d. Ciascuno di essi è il prodotto delle funzioni « interne » 
delle particelle per la funzione d’onda del loro moto relativo!). Nel 
canale a quest’ultima ha la forma Ri — Scalli, e nel canale bd: 
—SabRi, dove R*, R- sono l’onda divergente e l'onda convergente 
nei canali corrispondenti. A distanze roy, grandi rispetto al raggio 
delle forze a corto raggio, e piccole rispetto a 1/k», queste funzioni 
(e le loro derivate) vanno « saldate » con i valori calcolati secondo la 


1) La legge (147,11) vale non solo per la sezione d’urto totale, ma anche per 
le sezioni d'urto parziali con diversi momenti / (cfr. fine del $ 143). Cosî anche 
la singolarità considerata più avanti è presente in tutte le sezioni d’urto par- 
ziali. Il suo carattere si rivela completamente già nel caso / = 0, che conside- 
reremo più avanti. L'indice 0 delle ampiezze parziali corrispondenti è omesso 
per semplicità di notazione. 
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funzione d'onda w nella « zona di reazione ». Queste condizioni sono 
espresse da uguaglianze della forma 


40,4 “a Xolg = (Ra— Saa Ri) [AR did; + 909 aa Savi lens 
44, + 230, = (Ra — SaaR3) lrn 6, + ab = — Sad’ ro» 


dove a;, a;, di, bj, ... sono grandezze calcolate a partire dalle fun- 
zioni pe w,; conformemente a quanto detto sopra, si può considerarle 
come costanti non dipendenti da 4» in prossimità della soglia, 
Dividendo membro a membro la prima e la seconda coppia delle 
uguaglianze scritte, otteniamo un sistema di due equazioni lineari 
per due incognite (a;/a, e Sa), e i coefficienti di queste equazioni 
contengono una sola grandezza dipendente « criticamente » da kg: 
la derivata logaritmica dell'onda divergente nel canale dj definiamo 
questa grandezza come segue: 


1 (Ri) 


x= rr GRi 


e 
r=fo0 


Non c'è bisogno di risolvere, di fatto, queste equazioni. É sufficiente 
osservare che la grandezza Sq che ci interessa (e che determina l’am- 
piezza della diffusione elastica), è una funzione omografa di À. 
Al di sotto della soglia 4 è reale, poiché è reale la funzione d’onda 

Rì che è la soluzione dell'equazione reale di Schròdinger con una 
condizione reale all'infinito (decrescenza come e", dove x, = 
= V2m» (Es — E)/h). Nello stesso tempo, al di sotto della soglia sì 
deve avere | S,, | = 1. Ne segue che la funzione omografa Sa (A) 
deve avere la forma 


(147,12) 


dove n è una costante reale, e f una costante complessa. 
Determiniamo la grandezza % come funzione della quantità dì 
moto k». Poiché fra le particelle A e B agiscono le forze coulombiane 
attrattive rRj è data da una funzione d' onda coulombiana che al- 
l'infinito è asintoticamente proporzionale ae'*b”.In un campo coulom- 
biano repulsivo questa funzione è data dalla somma G, + iFy con 
Go e F, dalle (138,4) e (138,7). Al campo attrattivo si passa cambian- 
do contemporaneamente il segno di X e di r!). Fatto questo cambia- 


1) Usiamo nel SELIO unità coulumbiane. Il cambiamento dei segni di k 
e r corrisponde formalmente al cambiamento del segno dell'unità di lunghezza. 
coulombiana. 
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mento e calcolata la derivata logaritmica (vedi $ 138), si ottiene!) 


i 1 1 i i 
ani i1—exp(—2n/k) © {In ko+ty[w (7) TY | —x)]} : 
(147,13) 
Si suppone qui che %y sia una grandezza reale, cosicché questa for- 
mula si riferisce alla regione sopra la soglia. Per #4 + 0 il primo 
termine nella (147,13) diventa i, e il secondo tende a zero (vedi nota 
alla pag. 669). Si ha cosi sopra la soglia 
A=i, E>É£,. (147,14) 
Alla regione sotto la soglia si passa sostituendo % con ix. Dopo 
di che dalla (147,13) per x + 0 si trova?) 


h= -cig-, E<E,. (147,15) 


Le formule ottenute risolvono il problema posto. La sezione 
di diffusione elastica è 


IT 
da k3 |Saa 1". 
Sopra la soglia si ha 
Soo= UÈ ezin, E>E;; (147,16 
Guns da" 1-4 ip* e) SI o) ) 


cosi come la sezione di reazione, la sezione di diffusione in 
questa regione è costante. Notiamo che la condizione | Sca 1 & 1 
significa che si deve avere Imf>0. 


Sotto la soglia troviamo che 
— g2in p_tg (1/xo) 
Sca = € SII (147,17) 
Questa espressione ha un'infinità di risonanze, che si addensano 
vicino al punto £ = £;. Le energie di risonanza sono gli zeri 


di tg (=) — f', cioè 
Reein(f—tg-=)=0; 


1) Per semplificare le formule seguenti, è omessa nelle parentesi graffe la 
costante reale (—ln 2ro — 2C) non dipendente da Xp, ciò ha come conseguenza 
solo una nuova definizione, inessenziale, della grandezza complessa f e della 
grandezza reale n nella (147,12). 


2) Il primo termine nella (147,13) dà — 3 ctg +5 , e l'espressione fra 
5 ctg =t 2 . Si usa qui la formule (7) —y(—z)= 
= — nctg nr — 1/x (che si può ottenere derivando logaritmicamente la nota 
relazione I (r) LF (—z) = — nrsena 2) e l’espressione limite w (a) << Inaz — 
— 1/2x per x + co. 


parentesi graffe sì riduce a 
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esse risultano spostate rispetto ai livelli puramente coulombiani 
(alle radici dell’equazione tg (1/xy) = 0) a causa della presenza 
delle forze a corto raggio. A misura che l’energia E si avvicina alla 
soglia, la sezione di diffusione elastica oscilla fra zero e 


Fig, 51 


Ce 


45/k,, come è rappresentato dallo schema nella fig. 51. La larghezza 
di tutta la regione sotto la soglia, dove si manifesta una struttura di 
risonanza, è determinata dalla grandezza dell'energia del primo 
livello coulombiano!). 


$ 148. Urti anelastici di elettroni veloci con atomi 


Gli urti anelastici di elettroni veloci con atomi possono essere 
studiati mediante l’approssimazione di Born, come abbiamo fatto nel 


1) Riportiamo ancora un caso interessante di reazione in prossimità della 
soglia: la ionizzazione di un atomo da parte di un elettrone la cui energia è un 
po'superiore all'energia della prima ionizzazione dell'atomo. In queste condi- 
zioni, il processo d’urto può essere considerato come quasi-classico, ma il pro- 
blema si complica molto a causa della presenza di tre particelle cariche nello 
stato finale. La soluzione generale di questo difficile problema è stata data da 
G. H. Wannier (Phys. Rev. 90, 817 (1953)). La probabilità.di ionizzazione di un 
atomo neutro risulta proporzionale a: 


(E E DS; 
dove 


E—1I è l’eccessodienergia dell'elettrone sopra la soglia di ionizzazione. . 
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$ 139 per gli urti elastici!). La condizione di applicabilità dell’appros- 
simazione di Born richiede, come prima, che la velocità dell’elettro- 
ne incidente sia grande rispetto alle velocità degli elettroni atomici. 
La perdita di energia nell’urto, invece può essere qualsiasi. Se l’elet- 
trone perde gran parte della sua energia, avviene la ionizzazione 
dell’atomo, e l'energia viene trasferita ad uno dei suoi elettroni. 
Ma noi possiamo sempre considerare come diffuso quello dei due 
elettroni la cui velocità dopo l’urto risulta maggiore, e quindi se la 
velocità dell’elettrone incidente è grande, sarà grande anche la 
velocità dell’elettrone diffuso. 

Negli urti di un elettrone con un atomo si può considerare, come 
è stato già detto, che il sistema di coordinate dove il loro centro 
d’inerzia è in quiete, coincide con il sistema in cui è in quiete l’ato- 
mo; qui nel seguito ci riferiremo a quest'ultimo sistema. 

Un urto anelastico causa dei cambiamenti nello stato interno 
dell'atomo. L’atomo può passare dallo stato fondamentale a uno stato 
eccitato dello spettro discreto o dello spettro continuo; nell’ultimo 
caso l’atomo è ionizzato. Nel dedurre le formule generali questi casi 
si possono considerare insieme. 

Partiamo (come nel $ 126) dalla formula generale della probabi- 
lità di transizione fra stati dello spettro continuo, applicandola a un 
sistema costituito dall’elettrone incidente e dall’atomo. Siano p, p° 
le quantità di moto dell’elettrone incidente, ed £,, £, le energie 
dell'atomo prima e dopo l’urto, rispettivamente. Per la probabilità 
di transizione abbiamo, in luogo della (126,9) 


2 , '2__p2 d2p' 
do, 1, FIUIO. mee(£2® + 8-6) fe 
(148,1) 


dove l’elemento di matrice è preso dall’energia di interazione del- 
l’elettrone incidente con l'atomo 


Z 
Ze e 
U-4_3 


r Ir—-ral 


a=1 


(r è il raggio vettore dell’elettrone incidente, r, i raggi vettorì degli 
elettroni atomici, l'origine delle coordinate è scelta nel nucleo del-: 
l'atomo; m è la massa dell'elettrone). 

Le funzioni d'onda pp e ‘yp dell'elettrone sono determinate 
dalle formule (126,10), (126,11); allora dw è la sezione d’urto do 
del processo. Indichiamo con w e w, le funzioni d'onda dell'atomo 
nello stato iniziale e in quello finale. Se lo stato finale dell'atomo 
appartiene allo spettro discreto, allora wp, (cosi come w) è normaliz- 


1) La maggior parte dei risultati esposti nei $$ 148-150 sono stati ottenuti 
da H. A: Bethe (1930). n 
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zata, come di solito, all’unità. Se invece l'atomo passa a uno: stato 
dello spettro continuo, la funzione d'onda va normalizzata:con una 
funzione 6 dei parametri v che determinano questi stati (questi 
parametri possono essere, per esempio, l'energia dell'atomo, le 
componenti della quantità di moto dell’elettrone emesso dall’atomo 
durante la ionizzazione). Le sezioni d’urto che allora si ottengono 
determinano la probabilità di un urto con transizione dell'atomo in 
stati dello spettro continuo nell'intervallo dei valori dei parametri 
compresi fra v e v + dv. 
L’integrazione nella (148,1) rispetto al modulo di p’ dà 


don = pe | (Mp'|U|0p) |P do', 
dove p' è determinato dalla legge di conservazione dell'energia 


a sind dl ii sh (148,2) 


Sostituendo nell'elemento di matrice le funzioni d'onda dell’elettrone 
dalla (126,10) e dalla (126,11) otteniamo 
2 Ù SEDIA 2 o 
don= ge Le | î{ Ue-ia"pà yo dtdV | do (148,3) 
(dt = dV, dV, ... dVz è l’elemento dello spazio delle configura- 
zioni Z degli elettroni atomici; omettiamo l'apice di do)!). Pern = 0 
e p= p' la (148,3) si trasforma nella formula per la sezione 
di diffusione elastica. | 
‘In forza dell’ortogonalità delle funzioni w, e wo, il termine in U 
contenente l'interazione Ze?/r con il nucleo si annulla quando si 
integra in dt, e quindi per gli urti anelastici si ottiene 
don = ga Sf pe ri dtav['do. (148,4) 


no Gai po |t—-ro] 


L'integrazione in dV può essere eseguita come nel $ 139. L’inte- 
grale 
e-igr 
vlt) = } Fat 
coincide formalmente con la componente di Fourier del potenziale 
creato nel punto r dalle cariche distribuite nello spazio con la densità 
g=6(r — ra). Quindi la formula (139,1) dà 


Pa (1a) = ea. (148,5) 


1) Questa è la formula generale della teoria delle perturbazioni applicabile 
non solo agli urti degli elettroni con l'atomo, ma ad. urti anelastici qualsiasi 
di due particelle e dà la sezione di diffusione nel sistema di coordinate 
in cui il centro di inerzia delle due particelle è in quiete (m è allora la massa 
ridotta delle due particelle). 
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Sostituendo questa espressione nella (148,4), troviamo finalmente 
l'espressione seguente per la sezione d'urto dei processi anelastici: 


don= (ER) 4 | (n p e-!#a|0)|' do, (148,6) 


dove l'elemento di matrice è preso rispetto alle funzioni d'onda del- 
l'atomo, e abbiamo introdotto, in luogo delle quantità di moto, i 
vettori k — p/l, k' = p'/f. Questa formula determina la probabilità 
di un urto in cui l’elettrone è diffuso nell'elemento di angolo solido 
do, e l’atomo passa allo stato eccitato. Il vettore —/q è la quantità 
di moto trasferita dall’elettrone all’atomo nell’urto. 

Nei calcoli è talvolta più comodo riferire la sezione d’urto non 
all'elemento di angolo solido, bensi all'elemento dg dei moduli del 
vettore q. Il vettore q è definito come q = k' — k; per il suo modulo 
si ha 

= k2 + k'?— 2kk' così. (148,7) 


Da cui per dati X, 4’, cioè per una data perdita di energia dell’elet- 
trone 


qdq= kk' sen è dè = do. (148,8) 
Quindi la formula (148,6) si può riscrivere come segue 


don=8n (2) 2 |{» |D e-i9a|0)[°. (148,9) 


Il vettore q svolge una parte importante nei calcoli che seguono. 
Consideriamo più in dettaglio il suo legame con l’angolo di diffusione 
© e con l’energia E, — £, trasferita nell’urto. Vedremo più avanti 
che il ruolo principale è svolto dagli urti che causano una diffusione 
a piccoli angoli (8 « 1) con trasferimento di energia piccola rispetto 
all'energia £ = mv?/2 dell'elettrone incidente: E, — É « £. Anche 
la differenza X — k' è piccola (XK — k' « k), e quindi si ha 


En Bo= (0-49) E k(k—-K)=hv(k—k). 


Essendo piccolo l'angolo ®, dalla (148,7) si ha 2 (kK — k) + 
+ (k9)? e finalmente 


a=y (Eazto 4 ne. (148,10) 


Il valore minimo di q è 
Pnrho. (148,11) 


IQmin =" ho 
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A piccoli angoli si possono ancora distinguere diverse regioni 
a seconda della relazione fra le quantità piccole ® e vo/v (1, è una 
grandezza dell'ordine della velocità degli elettroni atomici). Se 
consideriamo trasferimenti di energia dell'ordine dell’energia &g 
degli elettroni atomici (En — E° — & — mv), allora per (vy/0)? <& 


<09 « 1: 
q=kd=mv/h9 (148,12) 


(il primo termine sotto il segno di radice nella (148,10) può essere 
omesso rispetto al secondo); di conseguenza, in questa regione di 
angoli, q non dipende dall'energia trasferita. Per 9 « 1 q può essere 
sia grande che piceolo rispetto a 1/a, (a, è una grandezza dell'ordine 
delle dimensioni atomiche). Con la stessa ipotesi sull'energia tra- 
sferita abbiamo 

qa 1 per d- vv. (148,13) 


Torniamo ora allo studio della formula generale (148,9) e consi - 
deriamo il caso di piccoli q (gao € 1, cioè 8 «€ vo/V). 

In questo caso possiamo sviluppare i fattori esponenziali in serie 
di potenze di q: e-ita R1— igr, =1 — iqz, (l’asse x è diretto 
lungo il vettore q). Sostituendo questo sviluppo nella (148,9), i ter- 
mini contenenti 1 danno zero in forza dell’ortogonalità delle fun- 
zioni d'onda yo e Y,, e otteniamo 


doy=8n(-) & 42 |(n]dx|0)}?= (#2) {re dx|0)|2-É0 sr» (148,14) 


dove d, = e Y} x, è la componente del momento di dipolo dell'atomo. 
Vediamo che la sezione di diffusione (per q piccoli) è determinata 
dal quadrato del modulo dell'elemento di matrice del momento 
di dipolo relativo alla transizione corrispondente al cambiamento 
dello stato dell’atomo!). 

Può però succedere che l'elemento di matrice del momento di 
dipolo per la transizione data si annulli identicamente a causa delle 
regole di selezione (transizione proibita). Allora lo sviluppo exp (iqra) 
va prolungato fino al termine seguente, e otteniamo 


do, =?2N (+) | DE 0) l'gda. (148,15) 


Consideriamo ora il caso limite opposto di grandi q (ga, © 1) 
Grandi valori di q significano che all’atomo viene trasferita una quan- 
tità di moto grande rispetto alla quantità di moto originaria degli 


1!) Presenta un interesse fisico di solito la sezione efficace do, sommata su 
tutte le direzioni del momento angolare dell'atomo nello stato finale e di cui si 
na presa la media sulle direzioni del momento angolare nello stato iniziale. 
5 RA queste due operazioni |<rn|d,]0% |? non dipende più dalla direzione 
eli asse 7. 
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elettroni atomici. Fisicamente, è evidente a priori che in questo caso 
gli elettroni atomici si possono considerare come elettroni liberi e 
l'urto con l’atomo si può considerare come l’urto elastico dell’elettro- 
ne incidente con gli elettroni atomici inizialmente in quiete. Questo 
si vede anche dalla formula generale (148,9). Per grandi q l’espressio- 
ne integranda nell’elemento di matrice contiene i fattori rapidamente 
oscillanti exp (—iqra) e l'integrale non tende a zero solo se pn con- 
tiene un tale fattore. Tale funzione wp, corrisponde a un atomo ioniz- 
zato con un elettrone emesso con la quantità di moto —/q = p — P', 
determinata cioè dalla legge di conservazione della quantità di moto 
come avverrebbe nell’urto di due elettroni liberi. 

In. seguito ad un urto con grande trasferimento di quantità di 
moto i due elettroni (incidente e atomico) possono acquistare velocità 
di grandezze comparabili. Di conseguenza, gli effetti di scambio legati 
all’identità delle particelle collidenti, trascurati nella formula gene- 
rale: (148,9), acquistano qui importanza. La sezione di diffu- 
sione di elettroni veloci con gli effetti di scambio inclusi è determi- 
nata dalla formula (137,9); questa formula si riferisce a un sistema 
di coordinate in cui uno degli elettroni prima dell’urto era in quiete. 
Per elettroni veloci, il coseno nell’ultimo termine della (137,9) può 
essere sostituito con 1. Moltiplicando inoltre per il numero Z di elet- 
troni nell’atomo, otteniamo la sezione d’urto (elettrone-atomo) 
nella forma 


2 1 4 1 
do = 42(57 mv? -) (3 w cost dg sen? 09 così ) cos 8 do. (148,16) 


In questa formula è opportuno esprimere l'angolo di diffusione 
in funzione dell’energia acquistata dagli elettroni dopo l’urto. Come 
è noto, se una particella con energia E = mwv?/2 entra in collisione 
con una particella in quiete con la stessa massa, l'energia delle par- 
ticelle dopo la collisione è uguale a € = £ sen? &, E — e = £ cos? 8. 
Per ottenere la sezione d’urto riferita all'intervallo de, esprimiamo 
do in funzione di de conformemente alla relazione cos ©® do = 
= 2n cos è sen ®d dd = (n/E) de. Sostituendo nella (148,16) otte- 
niamo la formula definitiva 

= 4 1 de | 

do, Ze [+ tr = —e(E=e) E (148,17) 

Se una delle energie e o E — e è piccola rispetto all'altra, allora è 

importante. un solo termine dei tre di questa formula (il primo o il 

secondo). Questo corrisponde al fatto che per una grande differenza 

fra le energie dei due elettroni l’effetto di scambio diventa inessen- 
ziale, e si deve tornare alla formula usuale di Rutherford!). 


1) Per l’urto di un positrone con un atomo l’effetto di scambio manca total- 
pay e la formula di Rutherford do, = (nZe*/E) de/e2 è valida per tutti i 
q Gg-° 
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L'integrazione della sezione d’urto differenziale su tutti gli 
angoli (o, che è lo stesso, in dg) dà la sezione d’urto totale o, con 
eccitazione dello stato dato dell'atomo. La dipendenza di o, dalla 
velocità dell’elettrone incidente è essenzialmente legata all’an- 
nullarsi o meno dell'elemento di matrice del momento di dipolo 
dell’atomo per la transizione corrispondente. Supponiamo dapprima 
che questo elemento sia diverso da zero. Allora per piccoli g la se- 
zione do, è data dalla formula (148,14), e si vede che al diminuire di 
q l'integrale in dg diverge logaritmicamente. Nella regione di grandi 
q la sezione d’urto (per un trasferimento dato di energia E, — £o) 
decresce esponenzialmente all'aumentare di q in relazione alla pre- 
senza già ricordata del fattore rapidamente oscillante nell'espressione 
integranda dell’elemento di matrice nella (148,9). In tal modo, la 
regione dei piccoli q dà il contributo principale all’integrale in dg 
e possiamo quindi limitarci ad integrare dal valore minimo gmin 
(148,11) a un certo valore-1/a,. Otteniamo finalmente 


on=8% (+) |(]dx]0)PIn (Bn), (148,18) 


dove f, è una costante adimensionale che non si può calcolare in 
forma generale!). 

Se invece l'elemento di matrice del momento di dipolo si annulla 
per la data transizione, l'integrale in dq converge rapidamente sia per 
piccoli q (come risulta dalla (148,15)) che per grandi g. La regione 
principale per l'integrale è allora qg — 1/a,. È impossibile ottenere qui 
una formula quantitativa generale e possiamo solo dedurre che 0, 
sarà inversamente proporzionale al quadrato della velocità: 


PARE AA AE (148,19) 


v2 


Ciò segue direttamente dalla formula generale (148,9) secondo la 
quale do, è proporzionale a v7? per q — 1/ay. 

Determiniamo la sezione do;, di diffusione anelastica nel 
dato elemento di angolo solido indipendentemente dallo stato finale 
dell'atomo nella transizione. Occorre a tale scopo sommare l’espres- 
sione (148,9) su tutti gli r #40, cioè su tutti gli stati dell'atomo (sia 
dello spettro discreto che dello spettro continuo), eccetto lo stato 
fondamentale. Escludiamo dalla considerazione la regione sia degli 
angoli grandi che di quelli molto piccoli e supponiamo che 1 > è > 


1) Riteniamo che E, — £Éo sia dell’ordine di energia degli elettroni atomici 
&. Quando l'energia trasferita è grande (E, — Z0 — £ > €o) le formule 
(148,14) e (148,18) sono ugualmente inapplicabili, poiché l'elemento di matrice 
del momento di dipolo diventa troppo piccolo e non ci si può limitare al primo 
termine dello sviluppo in g. 
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> (v9/v)?. Allora, conformemente alla (148,12), g non dipende dal- 


l’energia trasferita!). - 
L'ultima circostanza permette di calcolare facilmente la sezione 


totale degli urti anelastici, cioè la somma 
do == I don=81 (1) S ICn| Merito o) = 
n+0 n#0 a 
=(2)° x||Zet|o)fe. (148,20) 
n#0 a 


Osserviamo a tale scopo che per ogni grandezza f, secondo la 
regola di moltiplicazione delle matrici, si ha 


2: [fo (= z fo, (fon)* = 2: fon (#*)no = (#f*)o0- 


La somma si prende qui su tutti gli n, compreso n = 0. Quindi 
35 ]fonlP= 2° | fon P—]fool?=(11*)c0—] fool? (148,24) 
n n 


Applicando questa relazione a f = di e-'ar,, otteniamo 
dor= (2) {X| x el 9" II eo), (148,22) 


di 
dove {...)significa la media rispetto allo stato fondamentale del- 
l’atomo (cioè che si deve prendere l'elemento di matrice diagona- 


le 00). Il valore medio (>le-’q"a) è, per definizione, il fattore di 
forma F (q) dell'atomo nello stato fondamentale. Nel primo termine 
fra parentesi graffe si può scrivere 


Z | 
| dI e ila P=Z+ > ella "6. 
a=1 a#b 


Troviamo cosi la formula generale 


xe 2e2 \2 12 sO pig(r, =") LL 48,23 
dor= (45) {z PQ+(3 DIE (148,23) 


mv? 


Questa formula si semplifica sensibilmente per piccoli g, quando 
si può eseguire lo sviluppo in serie di potenze di q (v9/v & qu, K 1, 
ciò che corrisponde agli angoli (v9/0)? « 8 « vy/0). Invece di eseguire 
lo sviluppo nella formula (148,23), è più comodo rifare la somma su 


1) La somma nella (148,9) è estesa anche agli stati con E, — £, > go peri 
quali la (148,12) è inapplicabile. Tuttavia, per le transizioni con grande tra- 
sferimento di energia la sezione d'urto è relativamente piccola, e questi termini 
hanno poca importanza nella somma. La condizione è < 1 permette di tra- 
scurare gli effetti di scambio. 
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n servendosi per do, dell'espressione (148,14). Sommando mediante 
la relazione (148,21) con f = d, e ricordando che (d.) = 0, otteniamo 


2e \2 d 
do,= (F) (d3) Fr - (148,24) 


È interessante il confronto di questa espressione con la sezione 
(139,5) di diffusione elastica ad angoli piccoli; mentre quest’ul- 
tima non dipende da %@ la sezione di diffusione anelastica nel- 
l'elemento di angolo solido do cresce al diminuire di ® come 1/8?. 

Per gli angoli 1 > ® > vy/v (cosicché ga, > 1) il secondo termine 
e il terzo fra parentesi graffe nella (148,23) sono piccoli, e si ha sem- 
plicemente 


do=Z(25-) &, (148,25) 


cioè la diffusione di Rutherford da parte degli Z elettroni atomici 
(senza tener conto degli effetti di scambio). Ricordiamo che la 
sezione differenziale di diffusione elastica (139,6) è proporzionale 
a Z° anziché a Z. 

Infine, integrando sugli angoli, otteniamo la sezione tota- 
le or di diffusione anelastica a tutti gli angoli e con tutte le eccita- 
zioni possibili dell'atomo. Con lo stesso metodo usato per il calcolo 
di on (148,18) si ottiene 


o=81(#-) (d)In(B4). (148,26) 


PROBLEMI ‘!') 


4. Determinare la distribuzione angolare (per 1 > v > v7?) della diffusione 
anelastica di elettroni veloci da parte di un atomo d’idrogeno (nello stato fon- 
damentale). 

Soluzione. Per l'atomo d’idrogeno il terzo termine fra parentesi graffe nella 
(148,23) manca, e il fattore di forma atomico F (g) è stato calcolato nel problema 
del $ 139. Sostituendolo, si ottiene 


dor=ga [1 (14-97) ]d0. 


2. Determinare la sezione differenziale per la diffusione di elettroni 
da parte di un atomo d’idrogeno nello stato fondamentale, accompagnata da 
ooaa zione di n-esimo livello dello spettro discreto (n è il numero quantico prin- 
cipale). 

Soluzione. E opportuno eseguire i calcoli degli elementi di matrice in coor- 
dinate paraboliche. Scegliamo l’asse z nella direzione del vettore q, allora et" = 
= etd? = e‘%&—n)/2. La funzione d’onda dello stato fondamentale ha la forma 
ooo = n71/8e-(È+n)/2. Gli elementi di matrice sono diversi da zero solo per la 


1) In tutti i problemi usiamo unità atomiche. 
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transizione negli stati con m = 0. Le funzioni d'onda di questi stati sono 


2n Sa SE ML 
€ F ( na, 1, ) F ( No, 1, ) 


* = 4 
manto * Van: 


(n= n, + no + 1). Gli elementi di matrice cercati sono dati dagli integrali 


00 .2 

; i (E-N) 

(n4n90 | e'd” | 000) — | Î e PoooPn,n20 LE 2n di dn. 
0 


L'integrazione va eseguita mediante le formule riportate nel $ f dell'Appendice 
matematica. Il calcolo dà | 


iqr 2- 28602 [(r2 —1)2+ (gn)8]n-3 n.2 9 
| (regre90 | € 1 000) | 2 n°q [(n+1)2+ (gr)?]nt3 (4 n2) + (gr) |. 
Tutti gli stati con gli stessi n, + n2 = n —1 posseggono la stessa energia. 
Sommando su tutti i valori possibili di ny — rs per un dato n. e sostituendo il 
risultato nella (148,9), troviamo la sezione d’urto cercata 


2in [nd [(m—4)?4 (gn)? |n-3__dq 
do, = 7 2 Rici 
one | + nt ] [(2+1)?+ (gm)? |9#3 q 
3. Determinare la sezione d'urto totale per l'eccitazione del primo stato 
eccitato dell'atomo d’idrogeno. 
Soluzione. Occorre integrare 
28n dq 
v°  9(9°-9/4)4 
su titti i g da dmin = (ÉEo — Z1)/v = 3/80 a dmax = 2v, e si devono conservare 
solo i termini di grado più elevato in v. L'integrazione è elementare e dà!) 


doo = 


2187 25 43 v2 
023 Fio (in 4 -%) =—-- 0,999 In 0,50 . 


4. Determinare la sezione d'urto per la ionizzazione di un atomo d’idrogeno 
(nello stato fondamentale) con emissione di un elettrone secondario in una dire- 
zione determinata; l'energia dell’elettrone secondario è piccola rispetto all’ener- 
gia dell’elettrone primario, e gli effetti di scambio sono quindi inessenziali 
(H. Massey, C. Mohr, 1933). 

Soluzione. La funzione d'onda dell’atomo nello stato iniziale è po = 1-1/2e7. 
Nello stato finale l'atomo è ionizzato, e l’elettrone secondario emesso ha un vet- 
tore d'onda che indichiamo con x (e l’energia con x?/2). Questo stato è descritto 


dalla funzione yO) (136,9) in cui la parte « uscente » è costituita (all'infinito) 


1) La sezione d'urto si può calcolare anche per n arbitrario. Con il calcolo 
numerico si può anche calcolare la sezione totale di diffusione anelastica 
2 
di un atomo d’idrogeno: o, = Fi ln DI . In particolare, il contributo degli 
urti con eccitazione di stati dello spettro discreto e con ionizzazione è rispet— 
tivamente: 
v? 


0,45 ° 


Ceccit = di a 0,715 ln 


47 v2 
Cion= 370,285 ln 0.012 CD) 
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solo da un’onda piana che si propaga nella direzione di x. La funzione yi? è 
normalizzata con una funzione $ nello spazio x/21; quindi la sezione d°urto 
calcolata per il tramite di Wi sarà riferita a d3x/(21)? 0 a x? dx do,,/(21)3, dove 
dos, è l'elemento di angolo solido per la direzione dell'elettrone secondario. 
osi 
4k'x3 
— Goa 1“ 


(do è l'elemento di angolo solido per la diffusione dell'elettrone), dove 


do |e-*9" |0) [2 do do, dx 


: î — 11/2x 3; 
(x | e719 i 0)= | pote 1" ave TUTI 7, 
ST 


d i i dV 
I= { | exp (—igr—ixr—Àr) F (—, 1; i(xr+xr)} hi, . 


Eseguiamo l'integrazione in coordinate paraboliche con l’asse z nella direzione di 
x e con l’angolo q@ calcolato a partire dal piano (q, x): 


co 00 23 


1 0 i ata 
Ii 3 Jup{-peG-neoyti Vin sen y cos p— 


—FG+MEM} (71 06) den} 


(y è l’angolo£ ra x e q). È facile integrare in dg dn sostituendo V/ cos @ = u, 
mn sen @= v, dopo di che si ottiene 


I _( 9 f — g? sen? y+A°+(x +9 cos y)? 
x="{x ui { 2[i(x+g cosà)—A] î}x 
F (i/x, 1, ixÉ) dé 
[i (x-+q cos y) 2] Sa=1" 


Questo integrale si calcola con la formula (f, 3) ponendo y= 1, n= 0. 
I calcoli successivi sono lunghi ma elementari e danno finalmente l'espres- 


sione seguente per la sezione d'urto: 
28k'x [92 + 2gx cos y+4-(x?+ 1) cos? y] 
sug? [9° + 29x cos v+1+x2]4 [(d+x)?+1] [(a—x)?+1] (1—-e7°%) 


X exp Î I arctg se) do doy dx. 


L'integrazione su tutti gli angoli di emissione dell’elettrone secondario è 
elementare e dà la distribuzione della diffusione rispetto alle direzioni per una 
data energia x?/2 dell’elettrone emesso 


1 n 2 2x 
è 2 Pea = iL 
_ 210% [a + 3 (1420) | exp ( © arctg ax FI ) 


do dx. 
kg? (A+ 113 (9 — + 1]3 (1 e 297%) iù 


732 CAPITOLO XVIII 


Per q > 1 questa espressione ha un massimo molto netto per x ® g; vicino al 
massimo si ha 

ia 25 dx do 
— 3r008 [14 (g—x)?]3 


Integrando in do = 2xg dg/k? = (2rx/k?) d (ag — x), otteniamo l'espressione 
8 dx/k2x3 coincidente, come doveva essere, con il primo termine nella formu- 
la (148,17). 


$ 149. Rallentamento efficace 


Nelle applicazioni della teoria degli urti è di grande importanza 
il calcolo della perdita media di energia da parte della particella 
incidente. È opportuno caratterizzare questa perdita mediante la 
grandezza 


dx= dI) (En —Eo) don, (149,1) 
n 


che chiameremo rallentamento efficace (differenziale); la somma è 
estesa ovviamente agli stati sia dello spettro discreto che dello spettro 
continuo, dx è riferita alla diffusione nell’elemento di angolo solido 
dato!). 

La formula generale per il rallentamento efficace di elettroni 
veloci si scrive come segue 


de=80 (-—) N (En-E)|(n|Derte[0)[- (149,2) 


(do, è ricavata dalla (148,9)). Cosî come nella deduzione della 
(148,23), escludiamo dalla considerazione la regione degli angoli 
molto piccoli e supponiamo ancora che 1 > ® » (v0/0)?; allora 9g 
non dipende dall'energia trasferita e la somma su nr sì può calcolare 
in forma generale. 

La somma va calcolata applicando il teorema di somma che si 
deduce come segue. Gli elementi di matrice di una certa grandezza f 


(funzione delle coordinate) e della sua derivata rispetto al tempo f 
sono legati dalla formula 


(Pon = — + (En — Eo) fon (149,3) 


1) Se l’elettrone attraversa un gas, la diffusione da parte dei diversi atomi 
avviene indipendentemente, e la grandezza N dx (N è il numero di atomi nell'u- 
nità di volume del gas) è l'energia perduta dall’elettrone per unità di percorso 
negli urti che lo deflettono nell’elemento di angolo solido dato. 
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Quindi si ha 
2: (En — Eo) | fon fù (En — Eo) fon (fon)* = 


= DI (En Ea) fon (f*)on= ih X (fon (1*)no = ih (Îf*)o0- 


Le funzioni d’onda degli stati stazionari dell'atomo si possono sceglie- 
te reali. Allora gli elementi di matrice della funzione delle coordina- 
te f sono legati dalla relazione fon = fno; e per gli elementi di matrice 


(149,3) si ha, rispettivamente, Pon = —(flino. Quindi la somma 
considerata si può anche scrivere nella forma 


—ih L (Pon (f)no= — if (f*Î)vo: 


Prendendo la semisomma delle due espressioni, otteniamo il teorema 
cercato 


S (En—Eo) | fon= E (jf*— f'Î)oo. (149,4) 


Applichiamo questo teorema alla grandezza f = }] e-i4a. Con- 


a 
formemente alla (19,2), la sua derivata rispetto al tempo sarà rap- 
presentata dall'operatore 


j= — È S  [e-ista (qVa) + (qVa) evi"). 


Calcolando, si ottiene 
a i sh 
if-ff=- 72 


Sostituendo nella (149,4), otteniamo la formula 
DE: 7277 En Po) |(r] 2 e-igr|0)|?= (149,5) 


che realizza la somma che ci HA 
Cosi, troviamo per il rallentamento efficace differenziale la 
formula 


Ze dq__2Ze do 
mo q mu 8° 


du= 4% 


(149,6) 


1) Nel dedurre questa relazione non abbiamo usato da nessuna parte il 
fatto che lo stato indicato con l'indice 0 è lo stato fondamentale dell'atomo. 
Quindi essa è valida per qualsiasi stato iniziale. 
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Il dominio della sua applicabilità è data dalla disuguaglianza 
(vo/0)? & 8 «& 1, cioè volv € a09 K Ulve. 

Inoltre, determiniamo il rallentamento efficace totale x (g;) 
per tutti gli urti accompagnati da trasferimento di quantità di moto 
non superiore a un certo valore di g; tale che vo/v € 4091 & Ulvoeî 


x(q)= Î' | (E,— Ex) do,; (149,7) 


© min 


Qmin è dato dalla formula (148,11). Non si può portare il segno di 
integrale fuori del segno di somma, in quanto gmin dipende da n. 

Dividiamo l'intervallo di integrazione in due parti: da Qmin & 
do e da qA Yi, dove q, è un valore di gq tale che vo/W «€ dodo K 1. 
Allora, in tutto l'intervallo di integrazione da Qmin; Si può usare per 
do, l’espressione (148,14): 


40 
2 d 
x(g)=80 (2) YelaOp(E-E) | &, 
® Iminimo 


da cui 
x (q)=85(1) D|n|ds 10)? (E, — Ein pr (149,8) 
do) = 0 Eo * i) 
Nell'intervallo da 9g, a g,, Si può prima sommare su n e 
ottenere per dx l’espressione (149,6) che ig integrazione in dq dà 


x (91) — x (go) = 40-55, Int. (149,9) 


Per trasformare le espressioni ottenute, serviamoci del teorema 
di somma che si deduce dalla formula (149,4) ponendovi 


> d <* 1 n 
elia: SZ: 
a 
La commutazione di f* con f dà ($* coincide qui con f) }f* — Î*f = 


ih : , 
= — 72, cosicché!) 


2 Nn= Var (En Eo)|(n|dx[0)|}=Z. (149,10) 


Le grandezze No, sono dette intensità degli oscillatori per le tran- 
sizioni corrispondenti. 

1) L'osservazione fatta in merito alla (149,5) vale anche per questa rela- 
zione. 
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Introduciamo una energia atomica media / definita dalla formula 


Dj Non ln (En— Fo) 
Inzr=t————__ SY Non ln (E,— E). (149,11) 


> Non 
n 


Usando la (149,10), la formula (149,8) si può riscrivere come segue: 


x (go) = pa In sr, Sommando con la (149,9), otteniamo final- 
mente 
x (gi = EE In. (149,12) 


Questa formula contiene una sola costante caratteristica dell’ato- 
mo considerato!). 

Esprimendo g; in funzione dell'angolo di diffusione ®, secondo 
q, = mv®,/fi, otteniamo il rallentamento efficace nella diffusione 
in tutti gli angoli 9< di: 


sir. (149,13) 


mu? I 

Se gja40 > 1 (cioè 8, > vy/v), x si può esprimere in funzione del- 
l'energia massima trasferita dall’elettrone incidente sull’atomo. Nel 
paragrafo precedente è stato rilevato che per ga ‘> 1 si ha una ioniz- 
zazione dell’atomo, praticamente tutta la quantità di moto fiq e l’e- 
nergia vengono trasferite a un elettrone atomico. Quindi /fiq e e 
sono legate fra di loro come la quantità di moto e l'energia del- 
l’elettrone, cioè e = /i°g*/2m. Sostituendo gî = 2me,/f? nella (149,12) 
otteniamo il rallentamento efficace per gli urti accompagnati da 
trasferimento di energia € < £&;: 


2aZei ) 2me yu? i (149,14) 


ap 


Per concludere facciamo l’osservazione seguente. I livelli ener- 
getici dello spettro discreto di un atomo sono legati essenzialmente 
con le eccitazioni di un elettrone (esterno); già l'eccitazione di due 
elettroni richiede di norma un'energia sufficiente per la ionizzazione 
dell’atomo. Quindi nella somma delle intensità degli oscillatori le 


1) Per l’idrogeno / = 0,55me4/h? = 14,9 eV. Per gli atomi pesanti si può 
avere una buona approssimazione calcolando la costante / con il metodo di 
Tohmas-Fermi. E facile stabilire la dipendenza dei valori cosî calcolati di / da 
Z. Nel caso quasi-classico, alle differenze dei livelli energetici corrispondono le 
frequenze RIOpEIS del sistema di particelle. La frequenza propria media di un 
atomo è dell’ordine di grandezza di vy/ao; possiamo quindi concludere che / — 
= huvo/ay. Nel modello di Thomas-Fermi le velocità degli elettroni atomici di- 
pendono da Z come Z2/3 e le dimensioni dell’atomo come Z-!/3. Troviamo cosi 
che / deve essere proporzionale a Z : / = costante -Z. Partendo da dati speri- 
mentali si può concludere che costante — 10 eV. 
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transizioni negli stati dello spettro discreto costituiscono solo una 
frazione dell'ordine dell'unità mentre le transizioni con ionizzazione 
sono dell’ordine di Z. Ne segue che ai fini del rallentamento (con ato- 
mi pesanti) i più importanti sono gli urti con ionizzazione. 


PROBLEMA 


Determinare il rallentamento efficate totale di un elettrone da parte del- 
l'atomo d’idrogeno (/ = 0,55 unità atomiche); quando le energie trasmesse 
sono grandi l’elettrone più veloce tra due collidenti va preso come primario. 

Soluzione. Quando l'elettrone primario e l’elettrone secondario acquistano 
dopo l’urto energie comparabili, occorre tener conto dell'effetto di scambio. 
Quindi per il rallentamento con trasferimento di energia da un certo valore €, 
(1 < e) < v°) al massimo &max = £/2= 12/4 (secondo la nostra definizione 
dell'elettrone primario!) bisogna usare la sezione d’urto efficace (148,17): 

E/2 
1 1 IT 


It 1 i 
«em x(0=7 | [atta aza] ee (Mat). 
1 
Sommando con la (149,14), otteniamo!) 
47 v? e AT v2 
rar ln (57 Vi) = In 1,3 


(in unità atomiche). 


150. Urti anelastici dì particelle pesanti con atomi 


La condizione di applicabilità dell’approssimazione di Born 
agli urti di particelle pesanti con atomi, espressa in funzione della 
velocità della particella, resta la stessa trovata per gli elettroni: 
v vo. Ciò risulta direttamente dalla condizione generale (126,2) 
di applicabilità della teoria delle perturbazioni, Uag/hv « 1, osser- 
vando che la massa della particella non entra in quest'ultima, e 
Uafi è una grandezza dell'ordine delle velocità degli elettroni ato- 
mici. 

Nel sistema di coordinate in cui il centro di inerzia dell'atomo 
e della particella è in quiete, la sezione d’urto è determinata dalla 
formula generale (148,3) (dove ora con m bisogna intendere la massa 
ridotta della particella e dell'atomo). É più comodo, però, conside- 
rare l’urto nel sistema di coordinate in cui è in quiete (prima del- 
l'urto) l'atomo diffusore. Partiamo a tale scopo dalla formula (148,1); 
nel sistema di riferimento in cui l'atomo prima dell'urto è in quiete 
la variabile indipendente della funzione è, che esprime la legge di 
conservazione dell'energia ha la forma 


’2 t.) ’ _n)2 
A+ + Lo (150,1) 


1) Negli urti di un positone con un atomo d’idrogeno l’effetto di scambio 
manca, e il rallentamento totale si ottiene semplicemente sostituendo nella 
b, v2 
(149,14) enar  E= 02/2 a ej:x= 7107355. 
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dove M è la massa della particella incidente, M_, la massa dell'atomo; 
il terzo termine rappresenta l’ energia cinetica di rinculo dell'atomo 
(che nell’urto con un elettrone) si potrebbe completamente tra- 
scurare). 

Quando una particella veloce pesante entra in collisione con un 
atomo, la variazione della quantità di moto della particella è quasi 
sempre piccola rispetto alla sua quantità di moto iniziale. Se questa 
condizione è osservata, si può trascurare l’energia di rinculo del- 
l'atomo nella variabile indipendente della funzione è, dopo di che 
ritroviamo precisamente la formula (148,3) nella quale occorre solo 
sostituire m con la massa M della particella incidente (e non con la 
massa ridotta della particella e dell’atomo!). Tenendo presente che 
il trasferimento di quantità di moto è supposto piccolo rispetto alla 
quantità di moto iniziale, poniamo p = p'; otteniamo così per la 
sezione d'urto nel sistema di riferimento dove l’atomo prima dell’ur- 
to è in quiete la formula 


do, co | | | Ue-ia"*w de dV |" do. (150,2) 


= 


Tenendo conto che la carica della particella può essere differente 
da quella dell'elettrone, scriviamo ze? in luogo di e, dove ze è la carica 
della particella incidente. La formula generale per la diffusione 
anelastica scritta nella forma (148,9) è 


do, = 8% ($- = so) |] 2 e-igra | 0) PL (150,3) 


e non contiene la massa della particella. Ne segue che tutte le altre 
formule che se ne deducono restano applicabili anche agli urti di 
particelle pesanti qualora queste formule siano espresse mediante 
ve q. 

È facile capire come devono essere modificate le formule cspres- 
se in funzione dell'angolo di diffusione ® (angolo di deflessione di 
una particella pesante collidente con un atomo). Osserviamo preli- 
minarmente a tale scopo che nell’urto anelastico di una particella 
pesante l'angolo è è sempre piccolo. Infatti, quando il trasferimento 
di quantità di moto è grande (rispetto alle quantità di moto degli 
elettroni atomici), si può considerare l'urto anelastico con un atomo 
come urto elastico con gli elettroni liberi; ma nell’urto di una parti- 
cella pesante con una particella leggera (elettrone), la prima quasi 
non viene deflessa. In altre parole, la quantità di moto trasferita 
dalla particella pesante all’atomo è piccola rispetto alla quantità 
di moto iniziale della particella (fa eccezione la diffusione elastica 
ad angoli grandi, che, però, è poco probabile). 
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Pertanto in tutto l'intervallo angolare si può porre 


1 ÎE=ENZ | jar. | 
= (722) + vd? dii 
(che di fatto si riduce dappertutto a 
gh a Mv® (150,0) 


tranne che per gli angoli troppo piccoli). D'altro canto, nel consi- 
derare gli urti degli elettroni con gli atomi abbiamo scritto (per 


angoli piccoli) 


Il confronto di queste due espressioni consente di concludere che le 
formule ottenute per gli urti degli elettroni con gli atomi, espresse 
in funzione della velocità e dell’angolo di deflessione, si trasformano 
nelle formule per gli urti delle particelle pesanti sostituendo dapper- 
tutto (compreso l'elemento di angolo solido do = 2n sen 8 dè & 


x 2n0 d9): 
M 


per la stessa velocità v della particella incidente. Qualitativamente, 
questo significa che tutto il quadro della diffusione ad angoli piccoli 
risulta contratto (per una velocità data) nel rapporto m/M. 

Le regole ottenute si riferiscono anche alla diffusione elastica ad 
angoli piccoli. Eseguendo la trasformazione (150,6) nella (139,4) 
con 8 < 41, otteniamo la sezione d'urto 

ze? \2 Mv \ 72 dè 
do,=8n(16)'[2-r(A@)P. caso” 
Per quanto riguarda la diffusione elastica di particelle pesanti ad 
angoli 8 — 1, essa si riduce alla diffusione di Rutherford da parte 
del nucleo dell’atomo. 

La diffusione anelastica con ionizzazione dell’atomo nel caso 
di grande trasferimento di quantità di moto richiede un esame par- 
ticolare. Contrariamente a quanto abbiamo visto nella ionizzazione 
mediante un elettrone, è ovvio che non si ha qui alcun effetto di 
scambio. Per le particelle pesanti, la caratteristica principale è che 
un grande trasferimento di quantità di moto (ga, > 1) non significa 
affatto deflessione ad angolo grande; @ resta sempre piccolo. La 
sezione d'urto per la ionizzazione con emissione di un elettrone con 
energia compresa fra e e e + de si deduce direttamente dalla for- 
mula (148,25) che scriviamo come segue 

2e2 \2 , dq 


dor=8n (5) ra) 
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e poniamo f°g?/2m = e (tutta la quantità di moto Aq è trasferita 
a un elettrone atomico). Questo ci dà 
2nZz2e4 de 
do,= ma i (150,8) 
Nell’urto di particelle pesanti con atomi, presentano un interesse 
particolare le sezioni d’urto integrali e i rallentamenti efficaci. La 
sezione totale di diffusione anelastica è data dalla formula (148,26). 
Il rallentamento efficace totale si ottiene, sostituendo a g, nella 
(149,12) il trasferimento massimo possibile di quantità di moto gmax- 
Quest'ultimo si esprime facilmente in funzione della velocità della 
particella nel modo seguente. Poiché %gmax è ancora piccola ri- 
spetto alla quantità di moto iniziale Mv della particella, la varia- 
zione dell’energia di quest’ultima è legata alla variazione della 
quantità di moto dalla relazione AE = v-fiq. D'altro canto, essen- 
do grande il trasferimento di quantità di moto, tutta questa 
energia è principalmente comunicata a un elettrone atomico, 
e quindi possiamo scrivere 
hg? 
e=3—=hvq<&hvgq. 
In 
Da qui abbiamo ig « 2mv, cioè 
fiQmar = 2MV, Emax = 22M? (150,9) 


Notiamo che l’angolo massimo di deflessione di una particella nella 
diffusione anelastica è 


Ùmar =" My = M° 

Sostituendo la (150,9) nella (149,12), otteniamo il rallentamento 
efficace totale di una particella pesante: 

4nZz%e4 I 2mv2 
mv? I 


(150,10) 


$ 151. Diffusione di neutroni 


In una serie di problemi fisici relativi alla teoria degli urti si 
rende necessario chiarire l’influenza che sul processo di diffusione 
viene esercitata dal moto proprio dei centri diffusori. In determinate 
condizioni, per la soluzione di tali problemi è possibile applicare 
un'originale teoria delle perturbazioni sviluppata da Fermi (1936), 
valida anche quando la teoria delle perturbazioni possa essere anche 
inapplicabile alla diffusione da parte di ogni centro preso singolar- 
mente. Un problema di questo genere è dato, in particolare, dalla 
diffusione di neutroni lenti da parte di un sistema di atomi, per 
esempio, da parte di una molecola. Per fissare le idee, nel seguito 
parleremo precisamente di questo problema. 
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Gli elettroni praticamente non fanno deflettere i neutroni, cosic- 
ché la diffusione è interamente dovuta ai nuclei!). Supponiamo che 
l'ampiezza di diffusione da parte di un singolo nucleo sia piccola 
rispetto alle distanze interatomiche. Allora l'ampiezza di un'onda 
diffusa da ogni nucleo della molecola diventa piccola già nei punti 
in cui si trovano gli altri nuclei. In queste condizioni, l'ampiezza di 
diffusione da parte della molecola si riduce alla somma delle ampiez- 
ze di diffusione da parte dei singoli nuclei. 

La teoria delle perturbazioni è in generale inapplicabile all’urto 
di un neutrone con un nucleo; benché il raggio d’azione delle forze 
nucleari sia piccolo, nei limiti di questo raggio esse sono molto 
grandi. È importante, però, che l’ampiezza di diffusione di un 
neutrone lento (la lunghezza d’onda del neutrone è grande rispetto 
alle dimensioni del nucleo) è una grandezza costante indipendente 
dalla velocità. Sia fa l'ampiezza di diffusione da parte del nucleo a; 
fl fa |} do è la sezione differenziale di diffusione elastica del neu- 
trone da parte di un nucleo libero (nel sistema del loro baricentro). 

Un’ampiezza costante può essere formalmente ottenuta dalla 
teoria delle perturbazioni descrivendo l’interazione del neutrone con 
il nucleo con l’energia potenziale « puntiforme » 


2 
U (1) = 225 18 (n), (154,4) 
dove M è la massa ridotta del neutrone e del nucleo. Sostituendo que- 
sta espressione nella formula di Born (126,4), la funzione è trasforma 
l’integrale in una grandezza costante non dipendente da q. Il « cam- 
po » U (r) cosî determinato si chiama pseudopotenziale. Sottolineiamo 
che la possibilità della sua introduzione è dovuta appunto alla co- 
stanza di f. Nel caso generale in cui l'energia del neutrone è arbitraria, 
l'ampiezza di diffusione dipende dalla quantità di moto iniziale e 
finale, pe p', separatamente, e non soltanto dalla loro differenza q; 
fra l’altro, l'ampiezza calcolata con l’approssimazione di Born può 
dipendere solo da q?). 

Se il nucleo diffusore compie un dato movimento (per esempio, 
le oscillazioni nella molecola), l'interazione (151,41), mediata rispetto 
a questo movimento, si « espande » su una regione con dimensioni, in 
generale, grandi rispetto all’ampiezza di diffusione f. Per tale intera- 


1) Si suppone anche che la molecola non abbia momento magnetico. In caso 
contrario si ha anche un effetto di diffusione specifico legata alle interazioni 
dei momenti magnetici della molecola e del neutrone. 

2) Sottolineiamo anche che benché lo pseudopotenziale dia un valore esatto 
dell’ampiezza di diffusione nell’applicazione formale della teoria delle pertur- 
bazioni, ciò non significa affatto che la teoria delle perturbazioni sia effettiva- 
mente applicabile a tale campo. Al contrario, per una buca di potenziale con 
profondità Uo tendente all’infinito secondo la legge Upa* = costante (a è il 
raggio, tendente a zero, della buca, le condizioni (126,1), (126,2) non sono certa- 


mente soddisfatte. 
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zione « espansa.» è soddisfatta la condizione (126,1) di applicabilità 


dell’approssimazione di Born. 
Dunque, descriveremo l'interazione del neutrone con la molecola 


mediante lo pseudopotenziale 


U (r)= — 2h? S de 8(r— Ro), (151,2) 


a 


dove la somma è estesa a tutti i nuclei della molecola; R, sono i 
loro raggi vettori, r è il raggio vettore del neutrone. Sostituendo que- 
sta espressione nella formula (148,3) della teoria delle perturbazioni 
(con la massa ridotta M, della molecola e del neutrone, in luogo 
di m), otteniamo la formula seguente per la sezione di diffusione 
di un neutrone da parte di una molecola nel sistema del loro 
baricentro: 


don= Mu E |} Je (n 10-90 10) |" do. (451,3) 


Gli elementi di matrice sono presi qui rispetto alle funzioni d'onda 
degli stati stazionari del movimento dei nuclei con energie E, e Én, 
e le quantità di moto p e p' sono legate fra di loro dalla legge di con- 
servazione dell’energia 


p? — p'2 
2My = Ent Eo- 


La formula (151,3) descrive un urto anelastico accompagnato da 
un determinato cambiamento dello stato del movimento dei nuclei 
nella molecola (transizione 0 + n). Essa risolve il problema posto: 
a partire dalle ampiezze della diffusione dei neutroni da parte dei 
nuclei liberi (supposti noti) questa formula determina la sezione 
di diffusione da parte della molecola che' tiene conto del moto 
proprio dei nuclei e degli effetti di interferenza della diffusione da 
parte dei diversi nuclei. 

Se i nuclei hanno spin diverso da zero, occorre anche tener conto 
del fatto che le ampiezze di diffusione f, dipendono dallo spin totale 
del nucleo diffusore e del neutrone. Ciò si può fare nel modo seguente. 

Lo spin totale del nucleo e del neutrone può assumere due valori: 
ja = ia + 1/2, dove i, è lo spin del nucleo; indichiamo con fi e fa 
i valori corrispondenti dell’ampiezza di diffusione. Formiamo l’ope- 
ratore di spin i cui autovalori, per determinati valori di j,, siano 
uguali rispettivamente a fi e fa. Tale è l'operatore 


fa= 00+ basÎa; (151,4) 
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dove î, e 8 sono gli operatori degli spin del nucleo e del neutrone, 
e i coefficienti a, e db, sono dati dalle formule 


do = gr Ilia +1) fi + iafs), 
bo= (fi —f8). (151,5) 


È facile convincersi di questo osservando che per un dato valore di 
j l’autovalore dell'operatore is è 


si=3|jG+1)-i(i+1)-3]. 


Gli operatori (151,4) vanno sostituiti nella formula (151,3) in 
luogo di f,, prendendone gli elementi di matrice corrispondenti 
alla transizione considerata. Se i neutroni incidenti e i nuclei ber- 
saglio non sono polarizzati, la sezione di diffusione deve essere 
mediata in modo appropriato. 


PROBLEMI 


1. Prendere la media della formula (151,3) supponendo le direzioni degli 
spin dei neutroni e dei nuclei distribuite in modo del tutto casuale. Tutti i 
nuclei della molecola sono diversi. 

Soluzione. Le medie rispetto alle direzioni degli spin dei neutroni e dei 
nuclei sono indipendenti, e ciascuno di essi nella operazione media si annulla; 
si la quindi si, = 0. Se la molecola non contiene atomi identici, l'interazione 
di scambio degli spin nucleari manca e, poiché la loro interazione diretta è tra- 
scurabile, si può ritenere che le direzioni degli spin dei diversi nuclei nella mole- 
cola sono indipendenti, perciò nella mediazione si annullano anche prodotti 
della forma (si) (si). Quanto ai quadrati (si)?, si ha 


s(541)i(it1) _ i(i4+1) 
re 


i. (i 
i) — s2i2 n 
Gii=- 
Per la sezione d'urto mediata otteniamo finalmente l’espressione seguente: 


_.- M2 p_ da - igRa 2 
don =: Mi D {xa (n|e 10f+ 
a 


uni i 
+4 Di e dla |eiNRe 10)°} do. 


a 


2. Applicare la formula (151,3) alla diffusione di neutroni lenti da parte 
del para- e dell’ortoidrogeno (J. Schwinger, E. Teller, 1937). 

Soluzione. Prima del calcolo degli elementi di matrice degli operatori di 
pa. l’espressione (151,3) per la diffusione da parte della molecola Hy ha la 
orma 


6 / . 9 . n A © i H 
don = 55 |a (n |eTi9N/® 1 ei89/2 0) 4 ds in |Îse i9/2 1 fre 0)].d0, (1) 


a=1 (8f++12), ba=ft—{" 
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(+r/2 sono i raggi vettori dei due nuclei della molecola rispetto al loro bari- 
centro). 

Gli stati rotazionali e vibrazionali della molecola sono determinati dai 
numeri quantici X, My, v (l'insieme di questi numeri va inteso come n nella (1)). 
Nello stato elettronico fondamentale della molecola H, i valori pari di X sono 
possibili solo per spin nucleare totale / = 0 (paraidrogeno), e i valori dispari di 
K per /= 1 (ortoidrogeno) (vedi $ 86). Occorre quindi distinguere due casi: 
1) L. transizioni fra gli stati rotazionali con la stessa parità di X sono possibili 
solo senza variazione di / (transizioni orto-orto e para-para); 2) le transizioni 
fra stati con parità diversa di X sono possibili solo con variazione di / (tran- 
sizioni orto-para e para-orto). 

— Nel primo caso si ha 


(n|e7 59/2 |0)=(n|e'0/2]0)=n| cos 1 10) 


(è da ricordare che la funzione d'onda rotazionale si moltiplica per (—1)£ 
se r cambia di segno). L'operatore di spin nella (1) si trasforma allora in 2a + 
+bs I, doveI= î, + Îîs. Questo operatore è diagonale rispetto a / conforme- 
mente a quanto detto sopra. Il quadrato (2a -{- bsI)? va mediato come nel proble- 
ma if eda 


b2 
424 I(1+1). 
Otteniamo finalmente 
don= <p |(n]cosE-10)|" ((8f*+1)9+/+1)(f*—f>}do. (2 


Nel secondo caso si ha 


(n | e'0"/2|0)= —n|e-i8/2|0)=in|sen 4 10), 


e l'operatore di spin nella (1) si riduce a s (î1 — îg); esso ha solo gli elementi di 
matrice non diagonali rispetto a /. Il quadrato del modulo di questi elementi, 
sommato su tutti i valori possibili della proiezione dello spin totale I’ nello 
stato finale, va calcolato come la media (elemento diagonale) del quadrato 
{s, il — ix)? (vedi nota alla pag. 678) ed è uguale a 


Gii= 3g (= 2it+211-19=118-/(/+1)] 


Otteniamo finalmente 


don=(1) (892 |(n sen E 10)" (+— f>y200, (8) 


dove il coefficiente (1) è relativo alle transizioni orto-para, e il coefficiente (3) 
alle transizioni para-orto. x 

Se i neutroni sono cosf lenti che la loro lunghezza d'onda è grande anche 
rispetto alle dimensioni della molecola, negli elementi di matrice (2) e (3) sì può 
allora porre cos (qr/2) = 4, sen (qr/2) = 0, dopo di che tutti essi si annullano, 
eccetto l'elemento diagonale 00; è naturale che in queste condizioni è possibile 
la sola diffusione elastica. La sezione di diffusione elastica in questo caso è 


do6=$- ((81++19) +1 (1+1) (f*—{-)A] do. 
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3. Determinare la sezione di diffusione dei neutroni da parte di un pro- 
tone legato, considerato come un oscillatore spaziale isotropo con frequenza è 
(E. Fermi, 1936). 

Soluzione. Considerando il protone come oscillante attorno ad un punto fisso 
nello spazio, dobbiamo porre nella formula (151,3), secondo il senso stesso della 
sua deduzione, My = M ed M, = M/2 (M è la massa del protone). Allora 


, i 2 
don =T n Di | | ed" poso (1) Pringng (1) AV | do, 
dove co = 4n | f |{?è Ia sezione di diffusione da parte di un protone libero, 
e Pn,n,ny le autofunzioni dell'oscillatore spaziale, corrispondenti ai livelli energe- 
tici E, = ho (n + 3/2); lasomma è estesa a tutti i valori di r4, ng, ns con somma 
data n, + no + n3= n. Le funzioni wn,nyns SONO i prodotti delle funzioni d'onda 
dei tre oscillatori lineari (vedi problema 4, $ 33). Quindi l’integrale che ci occorre 
si fattorizza in prodotto di tre integrali della forma 


i az = a3r3 
few (-e a) Hr, (ca) dz 
— 00 


(a= VM /h), che si calcolano sostituendo a 7, (7) la sua espressione (a, 4) 
e integrando r volte per parti. Si ottiene finalmente 


2n4_2n0_2n 
do, = 1 vo DI ty & & ( gî ) do 
Ro n v 2la2n ny nol ng P 2a? ° 


La somma si esegue secondo la formula binomiale, e si ottiene finalmente 


-2Y/ EL) (LL 
don = fini E \2a3} ©*P 2a? to: 


In particolare, la sezione di diffusione elastica (n = 0, £ = £'’) è 


2 
do= exp ( a) do, 


LIO) 
06=00 7 | exp Î ns 1° ) 


Per E/fio + 0: 0, —> 400. 


$ 152. Diffusione anelastica ad alte energie 


L’approssimazione di eiconale applicata nel $ 134 al problema 
della diffusione reciproca di due particelle può essere generalizzata 
in modo tale da comprendere anche i processi (compresi quelli ane- 
lastici) che accompagnano gli urti di una particella veloce con un 
sistema di particelle « bersaglio » (R. J. Glauber, 1958). 

In questa generalizzazione le ipotesi fondamentali restano le 
stesse. L'energia £ della particella incidente è supposta cosi grande 
che £ >D|U]|eka > 1, dove Vè l'energia della sua interazione con 
le particelle bersaglio, e a il raggio di questa interazione. Si prende 
în considerazione la diffusione con trasferimento relativamente pic- 
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colo di quantità di moto: la variazione della quantità di moto fiq 
della particella incidente è piccola rispetto alla sua quantità di moto 
iniziale fk: g & *. Questa condizione implica ora non solo che l’an- 
golo di diffusione sia piccolo ma che sia relativamente piccola anche 
l'energia ceduta. 

Inoltre, supporremo che la velocità v della particella incidente 
sia grande rispetto alle velocità v, delle particelle bersaglio: 


VU do. (152,1) 


Per la diffusione di particelle cariche da parte di atomi questa con- 
dizione equivale all’applicabilità dell’approssimazione di Born 
(cfr. $$ 148, 150): da v $ », segue automaticamente | U | a/fiw « 1; 
di conseguenza, la teoria qui sviluppata non si rende in questo caso 
necessaria. Un’altra situazione, però, si presenta per i bersagli nu- 
cleari nei quali le particelle sono legate non dalle forze coulombiane, 
ma da forze nucleari. In seguito, per fissare le idee, parleremo della 
diffusione di una particella veloce da parte di un nucleo!). 

La condizione (152,1) permette di considerare il movimento della 
particella incidente per una data disposizione fissata dei nucleoni 
nel nucleo”). In altre parole, la funzione d’onda del sistema parti- 
cella bersaglio può essere rappresentata nella forma 


p (r, Ri, R,, ie .) = @ (Fr; Ri, R., e ° .) Di; (Ri, R, ia .)- (152,2) 


Qui ©, (R,, R.,...)è la funzione d’onda di un certo (i-esimo) stato 
interno del nucleo (R,, R., . . . sono i raggi vettori dei suoi nucleoni). 
Il fattore @ (r; R,, R., . . .) è la funzione d'onda della particella 
diffusa (r è il suo raggio vettore) per dati valori di R,, R,, ... che 
fungono da parametri nell'equazione di Schròdinger 


h2 h2k3 
[3 A+ Ua(rRa[0=F7 (152,3) 


dove U, (r — Rx) è l'energia di interazione della particella con 
l’a-esimo nucleone, fk è la sua quantità di moto all’infinito?). 


1) Per nuclei un po’ pesanti la condizione (152,1) porta a velocità relativisti- 
che v. Poiché in questo paragrafo esponiamo l'apparato formale nei limiti della 
teoria non relativistica, non ci occuperemo della questione della sua applica- 
bilità effettiva ai vari processi di diffusione concreti. 

2) Tale approssimazione è analoga a quella che costituisce la base della 
teoria delle molecole nella quale lo stato elettronico è considerato per una con- 
figurazione data dei nuclei. 

3) Nella (152,3) si suppone che l’interazione della particella con il nucleo 
si riduca alla somma dell'interazione di essa con singoli nucleoni. 
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Trovando la soluzione dell'equazione (152,3) con la forma asin- 
totica 
eikr 


Q= eikt 4 F(n', n; Ri, Ra, ...) = (152,4) 
(n’ = r/r, n= n/k), la funzione d'onda (152,2) 
p= eite®, + FO, E (152,5) 


r 


descriverà la diffusione da parte del nucleo che si trova (prima del- 
l'urto) nel suo i-esimo stato: l’onda incidente ef" entra nella (152,5) 
moltiplicata per ©;. Il secondo termine nella (152,5) è l'onda diffu- 
sa. Ma questa espressione è conveniente per la determinazione del- 
l'ampiezza di diffusione solo se la variazione dell’energia della -par- 
ticella incidente è sufficientemente piccola, cioè se è piccola la va- 
riazione dell’energia interna del nucleo; considerando il movimento 
della particella in un campo costante di nucleoni « fissi’» (situazione 
cui corrisponde l'equazione (152,3)), trascuriamo quindi la possi- 
bile variazione dell'energia di questo movimento. 

Per mettere in evidenza l'ampiezza di diffusione con un determi- 
nato cambiamento dello stato interno del nucleo, occorre rappre- 
sentare + nella forma 


p=eitt®; + dI f; (n°, n) ©, 
f 


dove la somma si prende sui vari stati del nucleo; allora f;; (n', n) 
darà esattamente l'ampiezza di diffusione cercata con la data tran- 
sizione del nucleo i-+ f come funzione dell'angolo di diffusione 
(angolo fra n e n'). Confrontando la (152,6) con la (152,9), troviamo 
che 


eikr 
, 


a 


(152,6) 


fi (n°, n)= | OfFO, dt, (152,7) 


dove di = d*R, d'R,...è l’elemento dello spazio delle configu- 
razioni del nucleo. Sottolineiamo ancora che questa formula è 
applicabile solo per una differenza relativamente piccola delle 
energie degli stati i ed f. 

La soluzione (152,4) dell’equazione (152,3) si trova con il pro- 
cedimento descritto nel $ 131!). Analogamente alla formula (131,7), 
abbiamo 


1) E stato rilevato nel $ 131 che l'espressione iniziale della funzione d'onda 
(131,4) è applicabile solo a distanze z « ka?. Questa circostanza era inessenziale 
per le successive conclusioni tratte nel $ 131. Ma nella diffusione da parte di 
un sistema di particelle (nucleo) essa comporta un’altra restrizione. È necessa- 
rio che l’espressione (134,4) sia applicabile a tutto il volume del sistema diffu- 
sore, cioè deve essere Ro « Ka?, dove Ro è il raggio del nucleo (e a il raggio d'a- 
zione dei potenziali U). 
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F(n', a; R,, R,.. 


- Qni 


2- ([S (0, Ry, Ra, ...)—1]e-i0 dîp_ (152,8) 


dove abbiamo introdotto le notazioni 


S (p, R,, R, se .) = exp [216 (P, R,, R,, v° .)]: 


$ (p, R,, R,, ss .) ia a a (P_Ra,), (152,9) 


82 (P—Ra1)= — 3 | U, (r— R.) dz. 


— 0ò 


Ricordiamo che p è la proiezione del raggio vettore r sul piano xy 
perpendicolare a k (Ra si è la proiezione del raggio vettore R.); fiq = 
= p — p è la variazione della quantità di moto della particella 
diffusa, e nella (152,8) ne entrano solo le sue componenti trasversali. 
Le funzioni è, determinano le ampiezze di diffusione elastica della 
particella da parte di singoli nucleoni liberi secondo la formula 


fia — ELE { {exp [2i6 (P)} — 1} e -i90d°p. (152,10) 


Per i = f, dalle (152,7), (152,8) ricaviamo l'ampiezza di diffusione 
elastica da parte di un nucleo: 


fu (n°, n) = | (5 (0) — 1] esodo, (152,11) 


dove la soprallineatura significa la media rispetto allo stato interno 
del nucleo: 


5 (0) = { S(0, R,, Rs, ...)|D;(R, Ra, ...)dr. (152,12) 


Questa formula generalizza la precedente formula (131,7). 
Ponendo nella (152,11) n° = ne usando il teorema ottico (142,10), 
otteniamo la sezione totale di diffusione 


o=2 | (1— Re $) d°p. (152,13) 


La sezione integrale di diffusione elastica o, si ottiene inte- 
grando |f;; |? nelle direzioni di n°. Per gli angoli di diffusione 0 
piccoli abbiamo g & 90, e l'elemento di angoli solidi è do & d°g/k?. 
Quindi 
270 


0e= | full 
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Rappresentando fifi; con fi; ricavata dalla (152,11) sotto forma di 
un integrale doppio (in dg d°p'), integriamo in d°q mediante la 
formula 


| e-*d(p-P")d°2q = (2712) ò (P— P'), 


dopo di che la funzione è si elimina integrando in d°p’. Otteniamo 
finalmente 


0,= | |5-1|-dp. (152,14) 


Infine, la sezione totale di reazioni è 
0,=0:—0.= | (1-—|5|) dp. (152,15) 


Richiamiamo l’attenzione sulla corrispondenza fra le espressioni 
(152,13)-(152,15) e le formule generali (142,3)-(142,5). Passando 
nelle ultime dalla somma (su / grandi) all'integrazione in d°p (con p = 
= 1/k) e sostituendo $, con la funzione S (gp), otteniamo le (152,13)- 
(152,15). 


PROBLEMI 


1. Esprimere l'ampiezza di diffusione elastica di una particella veloce da 
parte di un deutone in funzione delle ampiezze di diffusione da parte di un 
protone e di un neutrone (AR. J. Glauber, 1955). 

Soluzione. Conformemente alla (152,11), l'ampiezza di diffusione elastica 


da parte di un deutone è 


ra = 27 | 194 (8) 1° fexp [ 216n (0-3) + 


+ 216» (+#)]-1) e-i043Rd29. (1) 


Qui ‘p; (R) è la funzione d’onda del moto relativo del neutrone (n) e del protone 
(p) nel deutone; R = R, — Rp,@ R]j è la proiezione di A sul piano perpendicola- 
re al vettore d’onda k della particella incidente. Scriviamo la differenza fra 
parentesi graffe nell'equazione (1) nella forma 


exp (2i6n + 2169) — 1= (ef? — 1) + (e299P 1) + (e2i0n 1) (e2'9p 1). 


Ora gli integrali si trasformano, tenendo conto della definizione di ampiezza di 
diffusione da parte di un neutrone (f(”>) e di un protone (f‘(?)), secondo la (152,10) 
e le formule inverse 
2rti d?q 
lia (a) P_i 
exp [2i6, (]_1= 5" | f0 (et. 
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Otteniamo finalmente 
fD (q)= 1 (Q) F(Q+/® (QF(—q— 
1 , n i q LÀ q LA f 
ITA { F (2g) {® (149 ) 10 (3-a d°g', (2) 
dove 


F= | [wa RP eni2d07 


è il fattore di forma del deutone. 
Ponendo nella (2) q = 0 (con F (0) = 1) e applicando il teorema ottico 
(142,10), troviamo la sezione d’urto di diffusione totale da parte del deutone: 


0; = 0y>+og® +5 Re È È (29) /" (a) {© (— q) dg. (8) 


& 2. Determinare la sezione d’urto di decadimento di un deutone veloce in 
neutrone e protone indipendenti nell’urto con un nucleo pesante assorbente; il 
raggio del nucleo o è grande. rispetto alla lunghezza d'onda del deutone 
(KRo > 1, hk è la quantità di moto del deutone) e rispetto al raggio del deutone 
(E. L. Feinberg, 1954; R.J. Glauber, 1955; A. I. Achiezer e A. G. Sitenko, 1959). 

Soluzione. Nei confronti dell'onda piana del deutone incidente il nucleo 
assorbente grande (KR > 1) svelge il ruolo di uno schermo opaco sul quale l’onda 
subisce una diffrazione. La funzione d’onda dei deutoni incidenti è eil" pa (R), 
dove wa (R) è la funzione d'onda interna del deutone (R = R, — Rp) è il raggio 
vettore dal neutrone al protone nel deutone, r = (R, + Rp)/2 il raggio vettore 
del loro baricentro). La presenza del nucleo assorbente fa sì che viene « assorbi- 
ta » perte di questa funzione, corrispondente alle coordinate trasversali del 
neutrone e del protone (p, € pp) che vengono a trovarsi nella regione d'« ombra » 
del nucleo, cioè all’interno dì un cerchio di raggio Ro. In altre parole, la funzione 
d'onda diventa 

p= eis (Pn> Pp) pa (A), 
dove S = 1 per Pn: Pp => Ro,e S = 0se almeno p, 0 pp è minore di R 1). Questa 
funzione (senza il fattore ,y) corrisponde all’espressione di un’onda incidente 
della forma (131,5) (è trascurata in essa la curvatura dovuta alla diffrazione dei 
raggi); quindi il fattore S ha lo stesso significato che nei $$ 134, 152. 

In modo analogo alle (152,13), (152,14), la sezione di diffusione totale 
del deutone o; (che incorpora tutti i processi anelastici) e la sezione di diffusione 
elastica ce sono date dalle formule 


0.=2 | (1-5) dp, 


05= | (1)? dp, 


dove p = (pn + pp)/2 ed è stato tenuto conto della realtà di S; la media di S 
è eseguita rispetto allo stato fondamentale del deutone: 


S (0)= | Spi dr. 


l) Trascuriamo l’interazione coulombiana del deutone con il nucleo. 
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Come w; è sufficiente prendere la funzione 


—xR 
% e 
va=V na 


valida alle distanze A fuori del raggio d’azione delle forze nucleari agenti fra il. 
neutrone e il protone e (133,14)); x = vm | e ff, dove | € | è l'energia di 
legame del deutone; m la massa del nucleone). Per definizione di S, la differenza 
1 — Sèdiversa da zero se almeno uno o tutti e due i nucleoni vengono a trovarsi 
all’interno del cerchio di raggio Ry e assorbiti dal nucleo; quindi 


ocan= | (1-5) d'p=0//2 (1) 


è la sezione d’urto di cattura di uno o di ambedue i nucleoni. D’altro canto,. 
O: = Ocatt + de + Gaec dove Ggec è la sezione d'urto di decadimento di 
« diffrazione » del deutone che ci interessa. Da cui 


0ae= 7 %—%e= | S(4-S) d°p. (2) 


Per Rox > 1 nell’integrale (2) sono essenziali le distanze piccole dal bordo 
del nucleo; allora l'integrazione lungo il bordo dà il fattore 21, e l'integrazione 
nella direzione trasversale si può svolgere in modo come se la regione d'ombra 
fosse limitata da una retta. Scegliendo quest’ultima quale l’asse y (mentre l’asse 
z è diretto verso l’esterno dall’ombra), si ha 


cae=2nR0 | Fa) tt —Fa)] de, 
0 


dove l'integrale 


Saje I î «5 (R) dX dY dZ, 
— 00 -2x 


R= VXFFYIFZI, 


si prende nella regione Xn, Xp =0 per un dato valore 7 = (Xn + Xp)/2 0, 
ciò che è lo stesso, nella regione | X |= | Xn — Xp1< 2. L'integrale sì 
trasforma passando alle variabili X, A e all'angolo polare nel piano YZ (con 
dY dZ + 2nR dR) e si riduce alla forma 


_ Dot 
S(2)=1_-e 794 4xr | 7% (3) 
hxx 


L'integrale (2) con questa funzione S (r) si calcola integrando ripetutamente 
per parti e usando la formula 


| (e-z—e2 P=1n 2. 
0 
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Si ottiene finalmente!) 


Tm 1 
dec == Mo (io 2-7) 3 


1) Con la stessa condizione xR > 1, la sezione d’urto di cattura è 
Ro 
ata 2 , 
Ocatt= 183 + Ex 


(l'integrale (1) nella regione p > Ao si calcola con la formula (3), e l'integrale 
nella regione p< Rq dà a Rî). Questa sezione d’urto include in sé sia la cattura 
dell’intero deutone che la cattura di uno solo dei nucleoni con liberazione dell’al- 
tro (reazione di strappo). La sezione d’urto dell’ultima reazione si calcola come 
l’area d’urto (mediata rispetto a wd) corrispondente alla penetrazione di uno 
solo dei due nucleoni nella regione d'ombra ed è uguale a 


Ocatt n= Ocatt p= 80/4 
(R. Serber, 1947). 


APPENDICE MATEMATICA 


$ a. Polinomi di Hermite 
L'equazione 
y —2xy' -+2ny=0 (a,1) 


appartiene a un tipo di equazioni che si possono risolvere con i/ 


metodo di Laplace). 
Questo metodo è applicabile in generale ad equazioni lineari del 


tipo 


S (am 4+-bma) E =0, 


m=0 


i cui coefficienti sono di grado non superiore al primo in x, e consiste 
in quanto segue. Formiamo i polinomi 


P(t)= Di Amt", 
m=0 


Q (t)= Di mt” 
m=0 
e con essi la funzione 
1 P 
Z(t}= exp | 3 dt, 
definita a meno di un fattore costante. Allora la soluzione dell’equa- 


zione considerata può essere scritta in forma di un integrale complesso 


y= | Z (t) e*! di, 
C 


1) Vedi, per esempio, V. I. Smirnov, Corso di matematica superiore, vol. III, 
parte 2, Editori Riuniti Edizioni Mir. 
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dove il cammino d'integrazione C è scelto in modo tale che l’inte- 
grale abbia un valore finito e diverso da zero e la funzione 


V= e”'QZ 


deve riprendere il suo ‘valore iniziale dopo che t ha descritto tuttà Ta 
curva C (il contorno C può essere sia chiuso che aperto). Nel caso 
dell'equazione (a, 1) abbiamo 


cosicché la sua soluzione ha la forma 


mt ai 
= | Ta (e) 


tinti 


Per le applicazioni fisiche è sufficiente limitarsi all’esame dei 
valori n > —4/2. Per questi n come cammini d'integrazione si pos- 
sono prendere i contorni C, 0 C, (fig. 52) che soddisfano le condizioni 


G G x 
ui Dar == 


VA 


G 
Fig. 52 Fig. 53 


richieste, perché ai loro estremi (t = + 00 0 # = — co) la funzione V 
si annulla!). 

. Vediamo per quali valori del parametro » l’equazione (a, 1) 
ha soluzioni finite per tutti i valori finiti di x e tendenti per € + + 00 
all'infinito non più rapidamente di una potenza finita di x. Conside- 
riamo prima i valori di n non interi. Gli integrali (a, 2) lungo GC; 
e C, danno qui due soluzioni indipendenti dell’equazione (a, 1). 
Trasformiamo l'integrale lungo Ci; introducendo la variabile u 
conformemente a £ = 2 (x — u). Omettendo il fattore costante, tro- 


1) Questi cammini non sono utilizzabili per i valori interi negativi di n, 
perché per tali n l'integrale (2,2) lungo questi cammini si annullerebbe identi- 
camente. 
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viamo 


-u? 
y= e? (ad (2,3) 
Ci 


dove l’integrale si prende lungo il contorno C, nel piano della varia- 


bile complessa u (come nella fig. 53). 
Per x + + co, tutto il cammino d'integrazione C; si sposta all’in- 


finito, e l'integrale nella formula (2, 3) tende a zero come e-*°. Per 
£X +» — 00, però il cammino d'integrazione si estende lungo tutto l’asse 
reale, e l’integrale nella (a, 3) non tende a zero esponenzialmente, 


cosicché la funzione y (x) diventa infinita sostanzialmente come e*°. 
In modo analogo è facile vedere che l’integrale (a, 2) sul contorno C, 
diverge esponenzialmente per x + + co. 

Per i valori di » interi positivi (compreso il valore zero) gli in- 
tegrali lungo i cammini d' integrazione rettilinei si contraggono, e i 
due integrali (a, 3) — su C| e C, — si riducono a un integrale su un 
cammino chiuso intorno al ‘punto u = x. Si ottiene cosi la soluzione 


—tu3 
y=e da d, 


che soddisfa le condizioni poste. Conformemente alla nota formula di 
Cauchy per le derivate di una funzione analitica 


So 
ro = da d 


questo è, a meno di un fattore costante, il polinomio di Hermite 
dn 
Hn(x)=(-1)" e? 7 dà. (a,4) 


Il polinomio H, sviluppato secondo le potenze decrescenti di x 
ha la forma 


H,(x)=(22)"— nlez1) (2x Me e (n 3) (2a) — 


(2,0) 


Esso contiene le potenze di 7 della stessa parità del numero n. Scri- 
viamo alcuni primi polinomi di Hermite 


Ho=1, H,=2x, Hy=4x—2, Hz=8x3°--12z, 
H,=16r4 — 48x24 12. (2,6) 


Per calcolare l'integrale di normalizzazione, sostituiamo ad 
2 LA . . 
e-*° H, la sua espressione ricavata dalla (a, 4) ed, integrando n 
n P g 
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volte per parti, otteniamo 


+00 +00 +00 
| e-HM (2) de= | (AH (2) fre de= | e 7 da. 


— 00 —_ 0 


n e CI 
Ma © ai è una costante uguale a 2"r!; si ottiene finalmente 


+00 
{ e-*H? (x) dr=2"n1 Van. (a,7) 


$ b. Funzione di Airy 
Anche l'equazione 
y” —_ TY = 0 (b, 1) 


appartiene al tipo di Laplace. Seguendo il metodo generale, scrivia- 


mo le funzioni 
13 13 


Li, i 
P=t?, = —I, Z=-e 3, Vie” 3, 
cosicché la soluzione può essere rappresentata nella forma 
19 
i-— 
'Y (x) = costante. { e 3 dt, (5,2) 
C 


dove il cammino d’integrazione C deve essere scelto in modo tale 
che ai suoi due estremi la funzione V si annulli. A tale scopo, questi 
terminali devono andare all’infini- 
to in quelle regioni del piano della 
variabile complessa ?# in cui 
Re (t*) > 0 (nella fig. 54 queste 
regioni sono tratteggiate). 

Si ottiene una soluzione finita 


per tutti gli 7 scegliendo il cam- Pi Dvd 
mino C come indicato in figura. Esso SÒ 
può essere arbitrariamente spostato SÒ 
alla sola condizione che entrambi \Ò 


LC, 


ì suoi estremi si allontanino 
all'infinito nei due settori tratteg- 
giati (I e III nella fig. 54). Osser- G 2 
viamo che, scegliendo un cammi- Fig. 54 
no passante, per esempio, per i 

settori III e II, otterremmo una soluzione tendente all’infinito per 
X + 00. 

Spostando il cammino C in modo tale che vada a coincidere con 
asse immaginario, otteniamo la funzione (b, 2) nella forma (faccia- 


7 


°, 
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mo la sostituzione t = iu): 
ani c Sa u3 
D()= a c0s (uz+-$-) du. (6,3) 


Abbiamo posto la costante nella (b, 2) uguale a —i/2 Va e indica- 
to con D (x) la funzione cosi definita; essa si chiama funzione di Airy!). 

Si può ottenere l’espressione asintotica di D.(x) per i grandi valori 
di x calcolando l'integrale (dò, 2) con il'metodo seguente. Per z > 0 
l'esponente nell’espressione integranda ha un estremo per t = +V x, 
e la direzione di « massima pendenza » è parallela all'asse immagi- 
nario. Di conseguenza, per ottenere l’espressione asintotica: per i 
grandi valori positivi di 7, sviluppiamo l’esponente in potenze di 
tt Ve integriamo lungo la retta C, (vedi fig. 54), parallela al- 
l’asse immaginario (la distanza VA = Y 2). Facendo la sostituzione 


t= —Vr + iu, otteniamo 
+00 
PROTANE DR _2,32_V7R 
D(7) x VA s exp ( gr V zu ) du, 
da cui 
E a8/2 
D (2) e 3 (b,4) 


9g71/4 


Cosi, per.i grandi valori positivi di x la funzione ® (x) diminuisce 
esponenzialmente. 

Nel dedurre l’espressione asintotica per i grandi valori negativ 
di 7, osserviamo che per x < 0 l’esponente ha degli estremi per 


t=+iV|z] e t=—iVlz], 


e la direzione di massima pendenza in questi punti forma gli angoli 
F7n/4 con l’asse reale, rispettivamente. Prendendo per cammino 


d'integrazione la linea spezzata Cz (con OB = V| |), otteniamo 
dopo semplici trasformazioni 


® (2) =—7 sen (312044). (b,9) 


Cosi, nella regione dei grandi x negativi la funzione © (x) ha un ca- 
rattere oscillante. Avvertiamo che il primo massimo (assoluto) della 


funzione © (7) è ®(—1,02) = 0,95. 


1) Seguiamo la definizione proposta da V. A. Fok (vedi G. D. Jakovlev, 
Tablizy funkzyj Airy (Tabelle delle funzioni di Airy), « Nauka », 1969; ® (2) è 
una delle due funzioni introdotte da Fok, che la indica con V (z)). Nella lette- 
ratura si usa anche un’altra definizione della funzione di Airy che si differenzia 


dalla (6,3) per un fattore costante: Ai = ® (r)/ Vn.. 


APPENDICE MATEMATICA 757 


La funzione di Airy può essere espressa con le funzioni di Bessel 
di ordine 1/3. Come è facile convincersi, l’equazione (d, 1) ha la 
soluzione 


VaZi (4 2812) 


dove Z,,3 (2) è una soluzione qualsiasi dell'equazione di Bessel di 
ordine 1/3. 


Fig. 55 


La dgr coincidente con la (b, 3) è 


Ire [Iain (È 2312) — Is (5 282) |= 
i 3282) per z2>0, (5,6) 
Marfa per 2<0, 


D (2) = 


dove 


In@)=iviy(ia), K(a)=377TUy()-1 (0). 
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Applicando le relazioni ricorrenti 
2 LA 
Ky-1 (x) — Kyys(2)= — Ky(2), 2Ky(2)=—Ky1(2) —Ky (2) 
è facile trovare per la derivata della funzione di Airy l'espressione 


D' (2)= - 7a fu: (4 23/2) per x=0. (5,7) 


Per a = 0, si ha 
34/67 (£ 
®(0)= —VE__= 0,629, P'(0)= — tr (7) _ — 0,459. 


Nella fig. 55 è rappresentato il grafico della funzione di Airy. 


$ c. Polinomi di Legendre 1) 
I polinomi di Legendre P;(cos 0) sono definiti dalla formula 


i di 
P, (cos 0) = 2iiî (d così) (cos? 0 1). (c,1) 


Essi soddisfano l'equazione differenziale 


1 d dP 
0% (800 F)+/(0+1) P;=0. (c,2) 


I polinomi associati di Legendre sono definiti dalla formula 


dmp i) 1 dl+m 
PT (cos 0) = sen” 0 TIT = Dili sen” 0 (d cos Q)i#m (cos? 0— 1) (c,3) 


ovvero dalla formula equivalente 


mo (l+m) KA dl-m 
Pî (cos8)=(— 1) om sen 0 Tosi (cos 0— 1), (c,4) 
dove m = 0, 1, ..., Z. I polinomi associati soddisfano l'equazione 
1 d dPi' 2 
3% (sen0 7) +[20 +1) Srl p®=0. (c,5) 


L’integrale di normalizzazione dei polinomi di Legendre, 


{ [P, (p)]? du (1 = cos 0), si calcola sostituendovi le espressioni 
21 


1) La letteratura matematica è ricca di buone esposizioni della teoria delle 
funzioni sferiche. A titolo di informazione, diamo qui qualche relazione fonda- 
mentale, senza occuparsi di una esposizione sistematica della teoria di queste 


funzioni. 
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(c, 1) e integrando / volte per parti, dopo di che esso diventa 


1 1 

— 1)l d2l 21)I 

are) ar 1 di= ) A_N de 
=4 - 1 


La sostituzione u = (1 — u)/2 trasforma questo integrale in inte- 
grale B di Eulero e dà 


1 


| 12: (dui (6,6) 
={ 


In modo analogo, è facile vedere che le funzioni P; (pu) con 2 diversi 
sono ortogonali: | 


1 


| Pi(1) Pi (a) du=0, 161". (6,7) 


-1 


L’integrale di normalizzazione per i polinomi associati si calcola 
facilmente allo stesso modo, scrivendo [P7" (u)]? in forma di prodotto 
delle espressioni (c, 3) e (c, 4) e integrando / — m volte per parti; 
si ottiene come risultato 


; 
m 2 I | 
| PP WE = TR: (6,8) 


1 


E facile anche convincersi che le funzioni P? con / diversi (e con m 
identici) sono ortogonali: 


1 
| PT (u) PP (u)dp==0, del". (c,9) 
- 1 


Abbiamo visto nel $ 107 come si calcolano gli integrali di prodotti 
di tre polinomi di Legendre. 

Si ha per i polinomi di Legendre il teorema di addizione seguente. 
Sia y l'angolo fra due direzioni determinate dagli angoli sferici 
0, pe 0, gp’: cos y = cos ì cos 0’ + sen 0 sen 0' cos (pg — gp’). AI- 
lora 


Pi(cos y)= P;(cos 0) P; (cos 0’) + 


1 
sa d BOI PI (cos 6) Pf" (cos09’) cosm(P— '). (c,10) 
m= 1 
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Questo teorema può anche essere scritto mediante le funzioni sferiche 
(definite dalla (28,7)) nella forma 


: 
Pi (nn°)= a dI Yim (N) Yim (N). (c,11) 
m=-1 
Qui n, n’ sono due vettori unità, e Y,,, (n) una funzione sferica del- 
l'angolo polare e dell’azimut della direzione n relativamente a un 


sistema di coordinate fisso. 

Moltiplichiamo l’uguaglianza (c, 10) per Py; (cos 6) ed integria- 
mola in do = sen 8 d0 dg. L'integrazione in dp annulla tutti i ter- 
mini del secondo membro dell’uguaglianza, contenenti i fattori 
cos m (@ — @'); tenendo conto delle (c, 6) e (c, 7), otteniamo 


{ Pi (cos y) Py (cos 6) do= dr Pi (cos 0” ). 
Questo risultato si può scrivere in forma ARA 


Î P; (nn) Pr (njn3) dos = òw a P,(nn), (c,12) 


dove n,, n, n3 sono tre vettori unità, e si integra sulle direzioni di 
uno di essi: n). Infine, scriviamo le espressioni di qualche prima fun- 
zione sferica normalizzata Yim: 


Yo= VE Yio=i]/ È cos 0, 
Y,,41= sil è sen O.etio, Yw=]/ #-(1—3c0s°0), 
Yo s1a=t Va cos0sen 0.etio, —Y2,4= sy& senz 0. et2io, 

Y30= -iV1 cos0(5cos?0— 3), 

Ys,41=+ TAI sen 0(5cost 0 —1)eti9, 
Yg,ag=—Î Ve cos 0 sen? 0. e+2i0, 


35 
Ys, +3 = Lì VE sen? 0.e+8i0. 


$ d. Funzione ipergeometrica confluente 
La funzione ipergeometrica confluente è definita dalla serie 


4) 22 
Pla, vw =1+E + + (4,1) 
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convergente per tutti gli 2 finiti; il parametro a è arbitrario, e il 
parametro y è supposto diverso da zero o da un numero intero negati- 
vo. Se a è un numero intero negativo (o zero), la funzione F (a, Y, 2) 
si riduce a un polinomio di grado |a |. 

La funzione F (a, y, z) soddisfa l'equazione 


zu" 4 (y—z)u —au=0, (d,2) 


come è facile convincersi con una verifica diretta!). Con la sosti- 
tuzione u = 2!-Yu, questa equazione si trasforma in un’altra equa- 
zione della stessa forma 


20+(2—y-2u—(a-y+1)u=0. (4,3) 


Si vede di qui che per y non intero l’equazione (d, 2) ammette pure 
l'integrale particolare 2!"?F (a — y + 1, 2— Y, 2) linearmente in- 
dipendente dalla (d, 1), cosicché la soluzione generale della (d, 2) 
ha la forma 


u= CF (a, y, 2)-+c22!-vF(a—-y+1, 2—y, 2). (4,4) 
Contrariamente al primo termine, il secondo ha per z = 0 un punto 
singolare. 

L'equazione (d, 2) è del tipo di Laplace, e le sue soluzioni possono 


essere rappresentate in forma di integrali di linea. Seguendo il 
metodo generale, formiamo le funzioni 


P(t)=yt—-a, Q(t)=t(6-1), Z(t)=t97! (6-1), 
in modo che 
n= een (t- 179! de. (4,5) 


Si deve scegliere il cammino d'integrazione in maniera tale che dopo 
che lo si è percorso interamente la funzione V (t) = e‘ (£t — 1) 
riprenda il suo valore iniziale. Applicando lo stesso metodo usato 
per l’equazione (d, 3), si può ottenere per u l’integrale di contorno di 
un’altra forma 


u =2i-r[ e'tt°7" (£-41)7° dt. 
È opportuno fare in questo integrale la sostituzione #z + £ che lo 
riduce alla forma 
u(2)= | el (t-2) 7% di, (4,6) 


con la funzione V (t) = ef! (£ — 1)1-2, 


1) L'equazione (d,2) con y intero negativo non necessita di un esame parti- 
colare, perché può essere ridotta (trasformandola nell'equazione (4,3)) al caso 
dei valori interi positivi di y. 
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L'espressione integranda nella (d, 6) ha, in generale, due punti 
singolari: per t = ze pert = 0. Prendiamo il contorno d'integrazione 
C che proviene dall'infinito (Re t+ — co), aggira i due punti singo- 
lari nel senso positivo e ritorna all'infinito (fig. 56). Questo contor- 
no soddisfa le condizioni richieste, poiché ai suoi estremi la funzione 
V (t) si annulla. L’integrale (d, 6) preso sul contorno € non ha sin- 


Fig. 56 


golarità in z = O; perciò esso deve coincidere, a meno di un fattore 
costante, con la funzione F (a, y, 2) priva di singolarità. Per z = 0 
i due punti singolari dell’espressione integranda coincidono; in 
accordo con la nota formula della teoria delle funzioni I' si ha 


1 t:-va,_ 1 


Poiché F (a, y, 0) = 1, è evidente che 


F (a, v, = lett at. (4,8) 
Cc 


L’espressione integranda nella (d, 9) ha punti singolari ft = 0 
et = 1. Se Re (Y — a) >Q0, e y non è un numero intero positivo, 
come cammino d' integrazione si può prendere il contorno €’ che 
proviene dal punto t = 1, aggira il punto t = 0 nel senso positivo e 


AI 
lied 


Fig. 57 


Sa al punto t = 4 (fig. 57); per Re(y — a)>Q0 la funzione 
V (t) dopo aver descritto questo contorno riprende il valore iniziale 
SOA Anche l’integrale cosî determinato non ha singolarità in z = 0 


tto: Se 6h un numero intero positivo, si i può scegliere come C’ un contorno 
qualsiasi che aggiri i due punti t = 0et= 1. 
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ed è legato alla funzione 7 (a, y, z) dalla formula 
1 T(1-a)T(y) tz a-1 y_-a-i 

F (a, Yi 2) = — ri Ta=a) € (— i) (1 == 1) di. (4,9) 

Circa gli integrali (d, 8), (d, 9) si deve fare l'osservazione seguente. 

Per a e y non interi le loro espressioni integrande sono funzioni non 

monodrome. I loro valori in ogni punto sono 'supposti scelti con la 


condizione che l’argomento della grandezza complessa elevato alla 
potenza sia minimo in modulo. 
Notiamo la relazione utile 


F(a, y, 2) =e°F(x-2, Y. — 2), (4,10) 


che si ottiene direttamente facendo nell’integrale (d, 8) la sostitu- 
zione Î£ >—ti tz. 

Abbiamo già ricordato che sea = —n, dove n è un numero intero 
positivo, la funzione 7 (a, y, z) si riduce a un polinomio. Si può 
dedurre una formula compatta per questi polinomi. Sostituendo 
nell’integrale (d, 9)t > 1 — (t/z) ed applicando all’integrale così 
ottenuto la formula di Cauchy, troviamo la seguente formula: 


4 
— vv +1)...(f+n_1) 


Se per di più y = m, dovem è un numero intero positivo, vale anche 
la formula 


F(—n, y, 2) 2ive È (efzv4n-1). (4,11) 


si (—1)m-1 e? dmtn- LR -z,n 
= ti)... (pai)? ammi (2). 


F(—n,m,z2) (4,12) 
Questa formula si ottiene applicando la formula di Cauchy all’in- 
tegrale che si otiene dalla (d, 8) sostituendovi t + 2 — #. 
I polinomi F (—n, m, 2) (0O<m=< n) coincidono, a meno di un 
fattore costante, con i polinomi generalizzati di Laguerre: 
(n!)? 
La ()=(-1)° TA) 


Ve n! z d" 3 n-m __ m ni Z,-m 
= ani a =(— 1) emi 


F(-(n-m),m+1,2)= 
dn-m 


‘ann zrim € 


ez". (d,13) 


Per m = 0, i polinomi L7 si indicano con Ly (2) e si dicono sempli- 
cemente polinomi di Laguerre; secondo la (d, 13), si ha 


2° ,-2,m 
Ln (2)=e gal 3°) 


La rappresentazione integrale (d, 8) è utile per ottenere lo svi- 
luppo asintotico della funzione ipergeometrica confluente per z 
grandi. Deformiamo il contorno in modo da scinderlo nei due cam- 
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mini C, e C, (fig. 06) che aggirano i puntig#t=0et =, rispettiva- 
mente; occorre che il ramo inferiore del cammino C, e il ramo supe- 
riore di C, si congiungano all'infinito. Avendo intenzione di otte- 


nere uno sviluppo in potenze inverse di z, portiamo (—z)7”, nel- 
l'espressione integranda, fuori dalle parentesi. Nell’integrale sul 
contorno C, facciamo la sostituzione t + # + z; trasformiamo cosi 
il cammino C, in C,. Scriviamo quindi la formula (d, 8) come segue 


o = 
F(0, v, = (-29) Ga, a-y+1, —2)+ 


Tr (2798. 
+ ee “?G(y_-a, 1--a, 2), (4,14) 


dove 


G(a, f, = IO | (147) 19-! e! di (4,15) 


Ci 


Elevando alla potenza nella formula (d, 14), —z e z devono essere 
presi con il minimo valore (in modulo) del l'argomento 
Infine, sviluppando nell’espressione integranda (1 + #/2)-® in po- 
tenze di t/z ed applicando la formula (d, 7), otteniamo finalmente per 
G (a, B, 2) la serie asintotica 


G(a, B, j=1+SE+SMEREREDL... (4,16) 


Le formule (d, 14) e (d, 16) determinano lo sviluppo asintotico della 
funzione F (a, y, 2). 

Per y intero positivo, il secondo termine nella soluzione generale 
(d, 4) dell’equazione (d, 2) o coincide con il primo (se y = 1) o perde 
senso (se y > 1). Si può allora prendere, come sistema di due solu- 
zioni linearmente indipendenti, i due termini della formula (d, 14), 
vale a dire gli integrali (d, 8) presi sui contorni C, e C, (questi con- 
torni, cosi come il contorno C, soddisfano le condizioni richieste, 
cosicché gli integrali presi su di essi sono pure soluzioni dell’equazio- 
ne (d, 2)). La forma asintotica di queste soluzioni è determinata dalle 
formule già ottenute; resta da determinare il loro sviluppo in potenze 
crescenti di z. Partiamo a tale scopo dall’uguaglianza (d, 14) e 
dall’uguaglianza analoga per la funzione 21-?F (a — y+1,2— y,z. 
A partire da queste uguaglianze esprimiamo G (a, a — y + 1, —2) 
mediante / (a, y;2)e F (a — y+ 41,2 — Y, 2), dopo di che poniamo 
y=p+ e(pèunnumero intero positivo) e passiamo al limite e + 0, 
eliminando le indeterminazioni secondo la regola di L'Hopital. In 
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seguito a un calcolo assai lungo si ottiene lo sviluppo seguente: 


G(a,a—-p+1, —z)= rene ef nz-F(a, p, 2)+ 
QQ TpIa+s)[p(a+9—p(p+9—d(5+1)]_,, 
+à T(@)I(s-+p)I(s+1) ch 


p_1i 
s41 T(s)T (@—s)T(P) -s 
+3 1" Tare-a * }, (@17 


dove wp è la derivata logaritmica della funzione T:w(a) = T' (a)/T (a). 


$ e. Funzione ipergeometrica 


La funzione ipergeometrica è definita all’interno del cerchio 
Iz]<41 dalla serie 
cf i EE TB 
F (a, B, vv 3)=1+ TTT TTGI1) ta (6,1) 
e per |z] => 1 essa si ottiene prolungando analiticamente questa 
serie (vedi (e, 6)). La funzione ipergeometrica è uno degli integrali 
particolari dell'equazione differenziale 


z(1-z)u+[y_-(a+PB+1)z]}u—afu=0. (e,2) 


I parametri a, f sono arbitrari, e y #0, —1, —2,... La funzione 
F (a, B, y, 2) èevidentemente simmetrica rispetto ai parametri a e B*). 
La seconda soluzione indipendente dell’equazione (e, 2) è 


z1-vF(B-yt1,a—-y+1, 2—y, 2); 
ssa ha un punto singolare in z = 0. 
A titolo di informazione, diamo qui qualche relazione cui sod- 
disfano le funzioni ipergeometriche. 
La funzione / (a, f, y, 2) ha per tutti gli 2, se Re(f— a) >Q0, 
la rappresentazione integrale 


1 T(1-a)f A 
E(a, 8, 7, 2)= mi Tala (1° 'x 


x (1—-1t)"7®7!(1-t2) Pdt, (6,3) 


1) La funzione ipergeometrica confluente si ottiene da F (@, B, y, 2) con il 
. . . . Z 
passaggio al limite F (a, y, 2) = lim (a, B, % 7) per f + co. 


Nella letteratura si usano anche le notazioni 9, (a, B, y, 2) per la funzione 
ipergeometrica e ji (@, y, z) per la funzione ipergeometrica confluente. Gli 
indici a sinistra e a destra della lettera F numerano i parametri che figurano, 
rispettivamente, nei numeratori e nei denominatori dei termini della serie. 
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con l’integrale preso sul contorno C' rappresentato nella fig. 57. 
Del fatto che l’integrale soddisfi effettivamente l’equazione (e, 2) 
è facile convincersi con una sostituzione diretta; il fattore costante è 
scelto in modo tale che si ottenga 1 perz= 0. 

La sostituzione 


u=(1-—2)°-"-Pu, 


nell’equazione (e, 2) porta a un'equazione dello stesso tipo con para- 
metri ) — &, y— È, y, in luogo, rispettivamente, di a, f, y. Ne 
segue l’uguaglianza 


F (a, b, Yi z)=(1 — 2 PF(-a,y—B, 12) z) (e,4) 


(entrambi i membri dell'uguaglianza soddisfano una stessa equazione 
e i loro valori per z = 0 coincidono). 

La sostituzione t + t/(1 — 2 + zt) nell’integrale (e, 3) porta 
alla relazione seguente fra le funzioni ipergeometriche delle variabili 
zezi(z— 1): 


F (a, B, y 2)=(1-2) F(a, vB, y, 2) : (6,0) 


Il valore dell’espressione a più valori (1 — 2)" in questa relazione 
(e delle espressioni analoghe in tutte le formule che seguono) è 
determinato dalla condizione che la grandezza complessa elevata 
alla potenza si prende con il valore dell’argomento mini- 
mo in modulo. 

Inoltre, diamo senza deduzione una formula importante che lega 
le funzioni ipergeometriche delle variabili z e 1/2: 


F (a, By, 2) =FMIEZA (2) F(a,a+1-pat1-B4)+ 


T(p)I (0) 
Tr (y)F(a—B) -B sid 
HEBTESfia te (6 e+tmrbrima.t). (0 


Questa formula esprime F (a, $, y, 2) in forma di una serie conver- 
gente per ]z | >, cioè rappresenta il prolungamento analitico 
della serie iniziale (e, 1). 
La formula 
-IMP_-e-B) pg fandit 
F (a, B,v=Tr ato (dd + b+1-v 1-2)+ 
T (9) (Aa+B_Y) 4 ___v_e-B 
+= Emry 
xF(y-a, y-B. y+1-a—B, 1-2) (e,7) 


lega le funzioni ipergeometriche di z e 1 — z (la sua deduzione è 
analoga a quella della formula (e, 6)). Combinando la (e, 7) con la 
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(e, 6), otteniamo le relazioni 
_TMF(P_a),,j, __\_e __ ” 1 
F(a, b, Yi z)= I (B)I (Y_-@) (1 z) F (a, Y b, a+ 1 db, 4i—z )+ 


lm)r(a—B) -8 
+ ES (ia ?F(B7_a, B+1-a,}_,), (6,8) 


(Pf a—B) 


F(a, BY: = TIPNGzo 


—1 T r — 
xa°®P(a, a41—y, 2+B+1—y, Et) + TMTTROI. 


X (1-2) *- 92° "PF (1--B, y—-B, r+ t-a—B, i) .- (6,9) 


Ciascuno dei termini delle somme nei secondi membri delle ugua- 
glianze (e, 6)-(e, 9) rappresenta di per sé una soluzione dell’equazione 
ipergeometrica. 

Se a (o f) è un numero intero negativo (o zero), a = —r, la 
funzione ipergeometrica si riduce allora a un polinomio di grado n 
e può essere scritta nella forma 


z1-Y(4—2))+®-B gn 


F(—n, b, Y, 2) = = "IE NONE Peg NE) X [2v+n-1 (1 — 2) 7]. (e,10) 


Questi polinomi coincidono, a meno di un fattore costante, con i 
polinomi di Jacobi definiti come 


PE" (2)= CENETÒI, 3 
* 2 
(0 i 294" (1+2)°"]. (6,11) 


Pera = db =0, i polinomi di Jacobi coincidono con i polinomi di 
Legendre. Per n = 0, PA? — 1. 


$ f. Calcolo degli integrali contenenti funzioni 
ipergeometriche confluenti 


Consideriamo un integrale della forma 


(e. °) 


Tin= | e-MoF (a, v, ka) di. (f,1) 
0 
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Si suppone che esso sia convergente. Si deve a questo scopo avere 
Re v> —1 e ReA > | Re È |; se a è un numero intero negativo, è 
sufficiente allora, in luogo della seconda condizione, richiedere 
Re X > 0. Usando per F (a, y, k2) la rappresentazione integrale (d, 9) 
e integrando in dz sul contorno, otteniamo 


vv 1 T(1--aF(Y) ,-v-i 
ay = “se r(v+1)x 


X È (I (A (1-7 i) dt. 
RI 


Tenendo conto della (e, 3), troviamo finalmente 
Tiy=T(+1) AF (a, v+41, 7,3) (1,2) 


Nei casi in cui la funzione F (a, v + 1, y, #/) si riduce a dei polino- 
mi, anche per l'integrale Jzy otteniamo espressioni mediante fun- 
zioni elementari: 


TE != (CAT MER A-571, (#,3) 


v LI 1)((—hM\tn-v-i dn. lv : 
Tn tI, 40 


gie mi 
km1(1-a(2—a). (ta 


x{-(m_Die'a- 1] + 
+rl(m-n-1)... (m—-1)2°7"7!(A— ky 14m x 


dm-n-2 


Xi A -M°!1} (1,5) 


(7/n, n sono numeri interi 0O<rn<zm— 2). 
Calcoliamo -l’integrale 


Iy= | etti P(-n, 1, ha)Pd2 (1,6) 
0 


(n un intero positivo, Re v > 0). Per calcolarlo partiamo da un in- 
tegrale più generale contenente nell’espressione integranda e-* in 
luogo di e-**. Scriviamo una delle funzioni 7 (—r, y, £z) nella forma 
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dell’integrale (d, 9), dopo di che l’integrazione in dz usando la for- 
mula (f, 3) dà 


1 nT(+n)T2(y)T 
| e-kzv-1[F(—n, y, kz))}z dz = ==) n 


0 
X $ (A- kt yttrov(— year x 
Cc’ 
d” = A 
X aa ((A— kt) “(A—kt—k)Y""]dt. 


Si può evidentemente esprimere la derivata di ordine r rispetto a À. 
mediante la derivata dello stesso ordine rispetto a t; dopo aver Îatto 
questo, poniamo Z = È e torniamo cosi all’integrale Jy: 


1 T(n+1)M(v)I2(y) 
ani T2(y+n)k" 


xd (rt (arr (1-2) (— 9° di. 
2. 


ly == 


dt" 


Integrando » volte per parti, portiamo l’operazione (d/dt)” sul- 
l’espressione (—)"77! (1 — #)7*"-! e sviluppiamo la derivata ap- 
plicando la formula di Leibniz. Si ottiene cosi una somma di integrali 
ciascuno dei quali si riduce a un noto integrale di Eulero. Otteniamo 


finalmente l’espressione seguente per l’integrale cercato: dadi 
J sa T(v) n! | UETTERTITERARE 
" RPy+1)... (f+n-1) Li AIN 
n-1 Ke 
n(n—1)...(n—s)(f-v—-s-1)(j—- ved) cifp—v+0) 
Ù (1+3 [(S+-1)1]1? 9 (Y+1) can (Pe } ° 


(f,7) 


È facile vedere che fra gli integrali Jy ha luogo la relazione seguente 
(p un intero): 


— p_1)(y—-p)... —1 
RR i i SETA e den I AEREI (1,8) 
Allo stesso modo si calcola l'integrale 


Je Î e-Mv-4F (a, y, ka) F(a', y, k'2) de. (1,9) 
0 


Rappresentiamo la funzione f (a', y, £°2) nella forma dell’integrale 
(d, 9); dopo l'integrazione in dz applicando la formula (f, 3)(con 
n = 0) troviamo 
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ia r(y—- a’) 


LT (1 — a') Vr? (7) £ (N°! (1 dei "Ale (A-k't)° Xx 
bi l 
x (A-— k't—-k)"°dt, 


Con la sostituzione # + At/(k't + A — K°) questo integrale si 
riduce alla forma (e, 3) e dà finalmente 


,_ = r\-a® ; kk' 
J=T (9) 2°7° "(A— k) “(A—-k') S F (a, A, a5acm) 
(f,10) 
Se a (0 a’) è un intero negativo, a = —n, con l’aiuto della relazione 


(e, 7) sì può riscrivere questa espressione nella forma 


__T?(p)T (p+trn_@'),-n+a'-y __L\N 0) _ pr) 
I=Tù Taro) È ali ci 
4 f di xi-kTk' 
xF(n,a', n+a'+1—-y, TERE ). (f,11) 


Infine, consideriamo gli integrali della forma 


c0 hR+k' 
JP (a, a')= \e ® 2°-!5#F(a, v, kz) F(a', vp, k'z)dz. (f,12) 
Y Y_P ( 
0 


I valori dei parametri sono supposti tali che l'integrale converge 
assolutamente; s, p sono interi positivi. Il più semplice di questi 
integrali, J% (a, «'), secondo la (f, 10), è 
Ja (2, u')= 

= 2T (Y) (E +&)4® 7? (k' — 7 (k—-kY°% Fx 


X (a, c'; Y, -T"5) ’  (f;19) 


e se a (o a’) è un intero negativo, a = —n, si può allora scrivere, 
conformemente alla (f, 11) 


00 /__ n_ gr (Me) a" +1)... (f_-a'4n-1), 
dii Y(Y+41) ... (f+n_-1) à 


x (— 1)" (+ ke) TTI (e_RT* x 
xF[=n, ',a'+{1-n—y, (EE) (f,14) 


È possibile dedurre anche la formula generale per J% (a, a’), ma 
essa è cosi complicata da renderne scomodo l’uso. È più comodo usare 


URTI ANELASTICI 774 


le formule ricorrenti che permettono di ridurre gli integrali 77 (a, a’) 
a un integrale con s = : = 01). La formula 


P (a, a')= Ea sere! (a, a) -J525 (a -1, a')} (1,15) 
N, ti ridurre ro (a, a’) a un integrale con p= 0. Dopo di 
che la formula 


JT! (a, a')= A {{% I (k—k')— ka + k'a' —ks| i fg (a, a') + 
+s (f—-14+s—2a') 357! %(a, a')+2a's35! (a, a' + 1)} ({,16) 
permette di operare la riduzione definitiva all’integrale cons=p=0. 


1) Vedi W. Gordon, Ann. d. Phys. 2, 1031 (1929). 
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